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ÓÄÊ 532.546�ÎÑÒ ÏÓÇÛ�ß Â ËÎÒÊÅ ÕÅËÅ-ØÎÓÑ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅÌ ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÔÈÎ�ÄÀÌ.Ì. ÀëèìîâÀííîòàöèÿÏîñòðîåíî íîâîå òî÷íîå ðåøåíèå îäíîñòîðîííåé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Õåëå-Øîóî ðàçäóâàþùåìñÿ ïóçûðå ïðè äèíàìè÷åñêîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè Ñà��ìýíà �Òåéëîðà.Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ðåøåíèé îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì êàêîé-ëèáî ñèììåòðèèè �îðìèðîâàíèåì ñî âðåìåíåì åäèíñòâåííîãî �èîðäà.ÂâåäåíèåÊëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Õåëå-Øîó îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ãðàíèöû ðàçäåëà íåâÿç-êîé è âÿçêîé æèäêîñòè (äàëåå âîçäóõà è ïðîñòî æèäêîñòè) ïðè èõ ñîâìåñòíîìòå÷åíèè â ëîòêå Õåëå-Øîó â ïðåäïîëîæåíèè î íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ íà ãðàíè-öå ðàçäåëà �àç [1℄. Çàäà÷à î ïóçûðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêîãîòå÷åíèÿ, êîãäà æèäêîñòü çàíèìàåò âíåøíîñòü íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè (ïó-çûðÿ), ïðè÷åì âîçäóõ âíóòðè ïóçûðÿ ñâîáîäíî ñâÿçàí ñ àòìîñ�åðîé, à æèäêîñòüîòáèðàåòñÿ èëè íàãíåòàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïåðè�åðèè ëîòêà [2℄. Íàèáîëåå èíòå-ðåñåí ñëó÷àé ðàçäóâàþùåãîñÿ ïóçûðÿ, êîãäà æèäêîñòü îòñòóïàåò, è èìååò ìåñòîíåóñòîé÷èâîñòü ìåæ�àçíîé ãðàíèöû. Ïðè ýòîì â ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàþòñÿ ðå-ãóëÿðíûå èëè ïî÷òè ðåãóëÿðíûå ïàëüöåîáðàçíûå ñòðóêòóðû [2�4℄.Ïåðâûå òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñòÿãèâàíèè êîíòóðà íå�òåíîñíîñòè, ðîäñòâåí-íîé çàäà÷å Õåëå-Øîó, íàéäåíû â ðàáîòàõ [5�7℄. Íåïîñðåäñòâåííî äëÿ çàäà÷è Õåëå-Øîó î ðàçäóâàþùåìñÿ ïóçûðå ðÿä ÷àñòíûõ ðåøåíèé ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [8�11℄. Âñåîíè ïðèíàäëåæàò êëàññó ðåøåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ ïàðàìåòðèçîâàííîé �óíêöè-åé, îòîáðàæàþùåé îáëàñòü Ωζ íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè ζ íà îáëàñòü
Ωz(t) �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z , ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæàþùåé �óíêöèè ðà-öèîíàëüíà âî âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, îíà èìååò êîíå÷íîå÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ, ëåæàùèõ âíå îáëàñòè Ωζ (íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîí�îðìíî-ñòè îòîáðàæåíèÿ ζ → z) . Ýâîëþöèÿ ìåæ�àçíîé ãðàíèöû îáëàñòè ∂Ωz(t) âûçûâàåòèçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ íóëåé è ïîëþñîâ â ïëîñêîñòè ζ , ïðè÷åì îíè ìîãóò äâèãàòü-ñÿ â ñòîðîíó ãðàíèöû îáëàñòè ∂Ωζ â ïëîñêîñòè ζ . Â ñëó÷àå êàñàíèÿ ãðàíèöû ∂Ωζíóëåé ñèòóàöèÿ êðèòè÷íà: íà ìåæ�àçíîé ãðàíèöå ∂Ωz(t) îáðàçóåòñÿ òî÷êà çàîñòðå-íèÿ è êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ïåðåñòàåò ñóùåñòâîâàòü [12℄ (ïðèìåð � ðåøåíèåÏ.ß. Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé [5℄ äëÿ êàðäèîèäû).Ïðèáëèæåíèå ïîëþñîâ ê îáðàçó ìåæ�àçíîé ãðàíèöû ∂Ωζ â ïëîñêîñòè ζ íåêðè-òè÷íî � â ðåçóëüòàòå íà ìåæ�àçíîé ãðàíèöå �îðìèðóåòñÿ �èîðä [9, 10℄. Äâà ñî-ñåäíèõ �èîðäà îáðàçóþò ïàëüöåîáðàçíóþ ñòðóêòóðó.Ïî ïîñòðîåíèþ âñå ðåøåíèÿ [8�11℄ îáÿçàòåëüíî îáëàäàþò ðàçíîãî ðîäà ñèì-ìåòðèåé îáëàñòè òå÷åíèÿ, è ÷èñëî ¾�èîðäîîáðàçóþùèõ¿ ïîëþñîâ íå ìîæåò áûòüìåíüøå äâóõ. Â ðàáîòå [13℄ áûëî ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è ïàëüöåîáðàçî-âàíèÿ â êàíàëå Õåëå-Øîó. Ïåðåíîñÿ ìåòîäû [13℄ íà çàäà÷ó î ðàñòóùåì ïóçûðåè îãðàíè÷èâàÿñü òåì æå êëàññîì ïàðàìåòðèçîâàííûõ ðåøåíèé, õàðàêòåðèçóåìûì



6 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂðàöèîíàëüíîñòüþ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæàþùåé �óíêöèè, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü íîâîåòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Õåëå-Øîó î ðàçäóâàþùåìñÿ ïóçûðå. Îíî îòëè÷àåòñÿ îòðåøåíèé [8�11℄ îòñóòñòâèåì êàêîé-ëèáî ñèììåòðèè è �îðìèðîâàíèåì ñî âðåìåíåìåäèíñòâåííîãî �èîðäà.1. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è Õåëå-Øîó î ðàçäóâàþùåìñÿ ïóçûðå (ñì.ðèñ. 1, à) èìååò âèä [9℄
Ωz(t) : ∆p = 0,

∂Ωz(t) : − (∂p/∂n) = vn, p = 0,

∣

∣ x2 + y2
∣

∣ → ∞ : p→
Q(t)

4π
ln

∣

∣x2 + y2
∣

∣ .

(1)Çäåñü Ωz(t) � îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ; ∂Ωz(t) � ìåæ�àçíàÿ ãðàíèöà ìåæäóæèäêîñòüþ è âîçäóõîì; n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ωz(t) ; p(x, y, t) � äàâëåíèå âæèäêîñòè; vn � íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ìåæ�àçíîé ãðàíè-öû; Q(t) > 0 � ñóììàðíûé ðàñõîä îòáèðàåìîé íà áåñêîíå÷íîñòè æèäêîñòè (ïîêàíå îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè).Çàäà÷à (1) ïîçâîëÿåò ââåñòè êîìïëåêñíóþ �èçè÷åñêóþ ïëîñêîñòü z = x + iy èêîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ W = ϕ+ i ψ , ãäå ϕ = −p , ψ � �óíêöèÿ òîêà [14℄,ïðè÷åì W = W (z, t) è íà áåñêîíå÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
2πz (∂W/∂z)||z| →∞ = Q(t). (2)Öåëåñîîáðàçíî [5�7℄ ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-íîãî ζ , â êîòîðîé îáëàñòè Ωz(t) îòâå÷àåò îáëàñòü Ωζ êàíîíè÷åñêîãî âèäà � âäàííîì ñëó÷àå âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà (ðèñ. 1, á ). Ñâîáîäíîé ãðàíèöå ñî-îòâåòñòâóåò îêðóæíîñòü |ζ| = 1 , à áåñêîíå÷íîñòè â ïëîñêîñòè z � áåñêîíå÷íîñòüâ ïëîñêîñòè ζ . Àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ, êîí�îðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü Ωζíà îáëàñòü Ωz(t) , îáîçíà÷èì ÷åðåç g(ζ, t) :

z = g(ζ, t), |∂g/∂ζ|ζ∈Ωζ
6= 0,∞. (3)Êîí�îðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ ïðåäïîëàãàåò îòñóòñòâèå â îáëàñòè Ωζ ñèíãóëÿðíî-ñòåé �óíêöèè g(ζ, t) , ÷òî îòðàæåíî â âûðàæåíèè (3) [15℄. Êàê ñëåäñòâèå ñóùåñòâóåòè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

ζ = f(z, t), |∂f/∂z|z∈Ωz
6= 0,∞. (4)Íîðìèðóåì êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèÿ (3) òàê, ÷òî arg(∂g/∂ζ) → 0 ïðè |ζ| → ∞,è ïðîèçâîäíàÿ ∂g/∂ζ áóäåò âåùåñòâåííîé �óíêöèåé òîëüêî âðåìåíè t . Âûáåðåì ýòó�óíêöèþ âïîëíå îïðåäåëåííîé è ðàâíîé (1+ t) . Â ðåçóëüòàòå óñëîâèå íîðìèðîâêèïðèìåò âèä

(∂g/∂ζ)||ζ| →∞ = (1 + t) (5)Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è (1), êàíîíè÷åñêèé âèä îáëàñòè Ωζ è óñëî-âèå íîðìèðîâêè (5), ñðàçó ìîæåì îïðåäåëèòü âèä �óíêöèè W (ζ, t)

2πW (ζ, t) = Q(t) ln ζ.
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Γ�èñ. 1. Âèä �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z (à) è âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè ζ (á )Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1) ïðèâîäèò ê ãðàíè÷íîìó ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþÏîëóáàðèíîâîé-�àëèíà [5, 6℄
ζ = eiσ : Re

{

∂g

∂t
ζ
∂g

∂ζ

}

=
Q(t)

2π
. (6)Ââåäåì �óíêöèþ Øâàðöà S(z, t) [16℄. Îíà ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé x =

= (z + z̄)/2 , y = (z − z̄)/2 â óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû
∂Ωz(t) : F (x, y, t) = 0 ⇒ z̄ = S(z, t)è ðàçðåøåíèåì åãî îòíîñèòåëüíî z̄ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç r îáðàç �óíêöèè Øâàðöàâî âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè r(ζ, t) = S (g(ζ, t), t) . Ôóíêöèÿ r(ζ, t) ïîëó÷àåòñÿïðèìåíåíèåì ê �óíêöèè g(ζ, t) ïðåîáðàçîâàíèÿ [10℄

r(ζ, t) = g∗(ζ−1, t) ≡ P [g(ζ, t)] , (7)êîòîðîå îïðåäåëèì êàê îïåðàòîð P [13℄. Çâåçäî÷êà çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåò îïå-ðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ òîëüêî ïî ïàðàìåòðàì (íî íå ïåðåìåííûì) �óíêöèè. Îòìåòèìî÷åâèäíîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà P : ïðèìåíåííûé äâàæäû ê ëþáîé �óíêöèè îí áóäåòýêâèâàëåíòåí òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ.Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè r(ζ, t) ãðàíè÷íîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (6) ìîæåò áûòüïåðåïèñàíî â âèäå
ζ = eiσ : πΦ(ζ, t) = Q(t), (8)ãäå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò âèä [7℄
Φ(ζ, t) ≡ ζ

∂r

∂t

∂g

∂ζ
− ζ

∂g

∂t

∂r

∂ζ
. (9)Îïåðàòîð P ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü �óíêöèþ Φ(ζ, t) ðåçóëüòàòîì íåêîòîðîãîïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèè g(ζ, t)

Φ(ζ, t) = P

[

∂g

∂t

]

ζ
∂g

∂ζ
+
∂g

∂t
P

[

ζ
∂g

∂ζ

] (10)è, ñîîòâåòñòâåííî, óñòàíîâèòü èíâàðèàíòíîñòü �óíêöèè Φ(ζ, t) îòíîñèòåëüíî ïðå-îáðàçîâàíèÿ P . Òîãäà (ñì. [13℄) âíå çàâèñèìîñòè îò òèïà ëîòêà Õåëå-Øîó è, ñîîò-âåòñòâåííî, âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ �óíêöèè g(ζ, t) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååÓòâåðæäåíèå. Ïóñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè g(ζ, t) ïî ïåðåìåííûì
ζ è t � ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè â ïëîñêîñòè ζ . Òîãäà �óíêöèÿ Φ(ζ, t) êàê ðåçóëü-òàò ïðåîáðàçîâàíèÿ (10) òàêæå ðàöèîíàëüíà è ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ïàðíûõ
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−1
j } è ïàðíûõ ïîëþñîâ {bj, b̄

−1
j } , îòëè÷íûõ îò íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòèïëîñêîñòè ζ :

Φ(ζ, t) = α(t)

Jn
∏

j=1

[ζ − cj(t)]
[

ζ−1 − c̄j(t)
]

/

Jp
∏

j=1

[ζ − bj(t)]
[

ζ−1 − b̄j(t)
]

,ãäå α(t) � íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ t . Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî íóëåé 2Jnè ïîëþñîâ 2Jp ìîæåò íå ñîâïàäàòü. Çíàê ðàçíîñòè Jn−Jp îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå�óíêöèè Φ(ζ, t) â íóëå è áåñêîíå÷íîñòè: åñëè îí ïîëîæèòåëåí, òàì áóäóò ïîëþñàïîðÿäêà Jn − Jp , åñëè îòðèöàòåëåí � íóëè ïîðÿäêà Jp − Jn .2. Ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä ðåøåíèÿ äëÿ ïóçûðÿñ åäèíñòâåííûì �èîðäîìÄëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷åòîì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ [8�11℄ öå-ëåñîîáðàçíî ñðàçó çàëîæèòü ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ, òî åñòü ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä�óíêöèè g(ζ, t) , îáåñïå÷èâàþùèé óñëîâèå ðàöèîíàëüíîñòè åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ â ïëîñêîñòè ζ . Ó÷èòûâàÿ ¾�èîðäîîáðàçóþùóþ¿ ðîëü ïîëþñîâ ïðîèçâîäíîé
∂g/∂ζ , î êîòîðîé ãîâîðèëîñü âûøå, îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì åäèíñòâåííîãî ïðîñòîãîïîëþñà b = b(t) , ñòðîãî îòëè÷íîãî îò òî÷êè ζ = 0 . Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêèé âèäïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ ïðè íîðìèðîâêå (5) ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òàêèì:

∂g

∂ζ
=

(1 + t)

ζN−1(ζ − b)

N
∏

n=1

(ζ − an) (11)Çäåñü ÷åðåç an = an(t) îáîçíà÷åíû íóëè �óíêöèè (êðàòíûå ïðîñòî ïîâòîðÿþòñÿ)îáùèì ÷èñëîì N > 1 (íà ñàìîì äåëå, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, â ï. 4, ñëó÷àé
N = 1 íåñîäåðæàòåëåí, à ñîäåðæàòåëåí òîëüêî ñëó÷àé N > 2) . Ñîîòâåòñòâåííî, âòî÷êå ζ = 0 ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèñóòñòâóåò ïîëþñ ïîðÿäêà N − 1 .Çàìåòèì, ÷òî íóëè an(t) â îòëè÷èå îò ïîëþñà b(t) â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíèìîãóò ñîâïàñòü ñ òî÷êîé ζ = 0 , òàê ÷òî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ñòåïåíåé ζ â ÷èñëèòåëåè çíàìåíàòåëå ó �óíêöèè ∂g/∂ζ â òî÷êå ζ = 0 â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè íà ñàìîìäåëå ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ïîëþñ ïîðÿäêà N − 1 , à íàïðèìåð, íóëü ïîðÿäêà íå âûøåïåðâîãî.Êàê ñèíãóëÿðíîñòè îòîáðàæàþùåé �óíêöèè g(ζ, t) , ðåàëèçóþùåé êîí�îðìíîåîòîáðàæåíèå ζ → z , íóëè è ïîëþñà ïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ äîëæíû ëåæàòü âíóòðèåäèíè÷íîãî êðóãà |ζ| < 1 :

∀t : |b(t)| < 1; |an(t)| < 1, n = 1, . . . , N. (12)�àöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ (11) äîïóñêàåò è àääèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå, ïðè÷åìâìåñòî íóëåé an(t) ïàðàìåòðàìè ñòàíîâÿòñÿ ìîìåíòû ïðè êàæäîì ñëàãàåìîì [15℄.Àíàëèç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì íåêîòîðîé ñâîáîäû â âûáîðå ïàðàìåòðîâïðèâîäèò ê òàêîìó âèäó �óíêöèè g(ζ, t) :
g(ζ, t) = (1 + t)ζ + d0 ln

[

ζ−1 − b−1(t)
]

+

N−1
∑

m=1

βm(t)

ζm−1
. (13)Çäåñü d0 , b è βm � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì d0 � êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà, à

b(t) , βm(t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè âðåìåíè t .Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíîé èäååé ìåòîäà �óíêöèè Øâàðöà [16℄ óäîâëåòâîðèìãðàíè÷íîå óðàâíåíèå (8), îáåñïå÷èâ åãî âûïîëíåíèå âñþäó â ïëîñêîñòè ζ . Îáå



�ÀÇÄÓÂÀÍÈÅ ÏÓÇÛ�ß Â ËÎÒÊÅ ÕÅËÅ-ØÎÓ 9÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè g(ζ, t) âèäà (13) â ïëîñêîñòè ζ áóäóò ðàöèîíàëü-íûìè �óíêöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ g(ζ, t) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿìóòâåðæäåíèÿ ï. 1. Ïîýòîìó �óíêöèÿ Φ(ζ, t) òàêæå ðàöèîíàëüíà â ïëîñêîñòè ζè ñòðóêòóðíî ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ � ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé ñ îäíèìè èòåìè æå ïîëþñàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïûòàòüñÿ äîáèòüñÿ âçàèìíîãî ñîêðà-ùåíèÿ ïîëþñîâ ïóòåì íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ñâîáîäíûå ïàðàìåò-ðû �óíêöèè g(ζ, t) . Òîãäà ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ [15℄ Φ(ζ, t) âî âñåé ïëîñêîñòè ζáóäåò �óíêöèåé òîëüêî ïàðàìåòðà t , ïðè÷åì âåùåñòâåííîé, âñëåäñòâèå åå èíâà-ðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ P . Â ðåçóëüòàòå èç óòâåðæäåíèÿ ï. 1âûòåêàåòÑëåäñòâèå. Ïóñòü �óíêöèÿ g(ζ, t) èìååò âèä (13) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(12), à �óíêöèÿ Φ(ζ, t) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì g(ζ, t) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (10). Åñëè,óïðàâëÿÿ ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè b(t) , βm(t) , m = 1, . . . , N − 1 , äîáèòüñÿ âû-ïîëíåíèÿ ñîâîêóïíîñòè òàêèõ ëîêàëüíûõ óñëîâèé
Φ(ζ, t)|ζ∼b̄−1 = O(1), Φ(ζ, t)||ζ|∼∞ = O(1), (14)òî �óíêöèÿ g(ζ, t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íîìó ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ(8) è, ñîîòâåòñòâåííî, áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è Õåëå-Øîó î ðàçäóâàþùåìñÿ ïó-çûðå ñ íåêîòîðûì îïðåäåëåííûì çàêîíîì îòáîðà æèäêîñòè Q(t) .Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (14) íîñÿò õàðàêòåð çàïðåòà íà íàëè÷èå îñîáåííîñòåéó �óíêöèè Φ(ζ, t) â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè ζ , è �àêòè÷åñêîå ÷èñëî ëî-êàëüíûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿåìûõ (14), áîëüøå äâóõ. Åñëè, íàïðèìåð, â îêðåñòíîñòèáåñêîíå÷íîñòè ïî ïîñòðîåíèþ ó �óíêöèè Φ(ζ, t) ìîæåò áûòü ïîëþñ 3-ãî ïîðÿäêà,òî èç âòîðîãî óñëîâèÿ (14) áóäåò âûòåêàòü �àêòè÷åñêè òðè ëîêàëüíûõ óñëîâèÿ �çàïðåòà ïîëþñîâ 1-ãî, 2-ãî è 3-ãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî.Âèä çàêîíà Q(t) îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì êîíêðåòíîé �óíêöèè âðåìåíè â íîðìè-ðîâêå (5). Â äàëüíåéøåì çàìåíîé ïåðåìåííîé t → θ(t) ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèåçàäà÷è äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî çàêîíà Q(θ) > 0 [12℄.Çíàÿ âèä ðåøåíèÿ g(ζ, t) è êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà W (ζ) , ìîæíî íàéòè êîì-ïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ñêîðîñòü ïîòåíöèàëüíîãî äâèæåíèÿ

∂W

∂z
=
Q(t)

πζ

(

∂g

∂ζ

)−1

. (15)Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðèçàöèè ðåøåíèÿ â âèäå (13) êðàåâàÿ çàäà-÷à Õåëå-Øîó (1) î ðàçäóâàþùåìñÿ ïóçûðå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëîêàëüíîãî àíàëèçàïîâåäåíèÿ �óíêöèè Φ(ζ, t) â îêðåñòíîñòè åå îñîáûõ òî÷åê.3. ÔîðìàëèçìÈñïîëüçîâàíèå êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ äåëàåò öåëåñîîáðàçíûì è ââåäåíèåêîìïëåêñíîçíà÷íûõ àíàëîãîâ âåêòîðíûõ ïîëåé [13℄. Åñëè â ïëîñêîñòè R
2 äåéñòâóåòâåêòîðíîå ïîëå V(x, y, t) = (vx, vy) , òî, î÷åâèäíî, ìîæíî ãîâîðèòü î äåéñòâóþùåìâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C âåêòîðíîì ïîëå V(z, z̄, t) , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòà-íîâêîé x = (z + z̄)/2 , y = (z − z̄)/2 â âåêòîðíîå ïîëå vx(x, y, t) + i vy(x, y, t) . Òîãäàäëÿ ñêîðîñòè ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó Vp = ∂W/∂z ,îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò Vp = Vp(z̄, t) .Ïóñòü â ïëîñêîñòè R

2 çàäàíî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå V(x, y, t) . Ñëåäóÿ [17, 18℄,ìîæíî ââåñòè ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî R × R
2 , äåéñòâóþùåå â íåì âåêòîðíîåïîëå (1,V) è ïðîèçâîäíóþ Ëè îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ (1,V) . Ñîîòâåòñòâåí-íî, ìîæíî ââåñòè ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî R×C , äåéñòâóþùåå â íåì âåêòîðíîå



10 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂïîëå (1,V) è ïðîèçâîäíóþ Ëè îòíîñèòåëüíî ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Åñëè f(z, t) �àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z è äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåí-íîãî t , òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ (1,V)èìååò âèä [13℄
L(1,V)f ≡ ∂f/∂t+ V∂f/∂z. (16)Ïóñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 1 �óíêöèÿ f(z, t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈

∈ T ⊂ R ðåàëèçóåò êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè Ωz(t) íà Ωζ , à �óíê-öèÿ g(ζ, t) � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Ââîäÿ òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè
φ(t) ≡ t , îïðåäåëèì âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ (φ, f) è (φ, g)

(φ, f) : T × Ωz(t) → T × Ωζ ; (φ, g) : T × Ωζ → T × Ωz(t).Â îáëàñòè T × Ωz(t) äåéñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå (1,V) . Â ðåçóëüòàòå îòîáðà-æåíèÿ (φ, f) â îáëàñòè T × Ωζ åìó áóäåò îòâå÷àòü âåêòîðíîå ïîëå (1,U) . Â ìå-õàíè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïîëå V(z, z̄, t) çàäàåò äâèæåíèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åêîáëàñòè Ωz(t) , à ïîëå U(ζ, ζ̄, t) � äâèæåíèå èõ îáðàçîâ â îáëàñòè Ωζ ïðè îòîáðà-æåíèè (φ, f) . Âçàèìîñâÿçü ýòèõ ïîëåé è îòîáðàæåíèé âûðàæàåò ïðîèçâîäíàÿ Ëè:
(1,U) = L (1,V) (φ, f) . Ñ ó÷åòîì �îðìóëû (16) áóäåì èìåòü

1 ≡ L(1,V)φ(t), U(ζ, ζ̄, t) = (∂f/∂t+ V∂f/∂z)|z=g(ζ,t) . (17)Çàâèñÿùåå îò âðåìåíè t êàê îò ïàðàìåòðà êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå (3) çàäàåòãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðîé îòâå÷àåò íåêîòîðîå êîí�îðìíîå äâèæåíèå òî÷åê�èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ζ ïðè ýòîì âûñòóïàåò â êà÷å-ñòâå ïëîñêîñòè ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ. Ñêîðîñòü òàêîãî äâèæåíèÿ îáîçíà÷èì÷åðåç Vg(z, t) è ïî îïðåäåëåíèþ èìååì
Vg(z, t) = (∂g/∂t)|ζ=f(z,t) . (18)Â ïëîñêîñòè ζ ýòîìó äâèæåíèþ îòâå÷àåò âåêòîðíîå ïîëå Ug(ζ, t) ≡ 0 . Ïîäñòàâ-ëÿÿ åãî â �îðìóëû (17), ïîëó÷èì äðóãóþ �îðìóëó äëÿ ïîëÿ Vg(z, t)

Vg(z, t) = −
∂f

∂t

/

∂f

∂z
. (19)Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãîå êîí�îðìíîå äâèæåíèå, ïîðîæäåííîåîòîáðàæåíèåì (4), êîãäà z âûñòóïàåò ïëîñêîñòüþ ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ. Âýòîé ïëîñêîñòè åìó îòâå÷àåò ïîëå ñêîðîñòåé Vf (z, t) ≡ 0 , à â ïëîñêîñòè ζ � ïî-ëå Uf (ζ, t) , ïî àíàëîãèè ñ (18), (19) èìåþùåå âèä

Uf (ζ, t) =
∂f

∂t

∣

∣

∣

∣

z=g(ζ,t)

= −
∂g

∂t

/

∂g

∂ζ
. (20)Èç �îðìóë (9), (20) íàéäåì íîâîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè Φ(ζ, t) :

Φ(ζ, t) ≡ ζ(∂g/∂ζ) L(1,Uf )r(ζ, t). (21)Òîãäà ýâîëþöèîííîå ãðàíè÷íîå óðàâíåíèå (8) ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ïðî-èçâîäíîé Ëè
ζ = eiσ : L (1,Uf )r(ζ, t) =

Q(t)

πζ

(

∂g

∂ζ

)−1

. (22)Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïåðåïèñàòü ëîêàëüíûå óñëîâèÿ (14) äëÿ �óíêöèè Φ(ζ, t) âòåðìèíàõ ïðîèçâîäíîé Ëè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî çíàòü îñîáåííîñòè ïîëÿ Uf (ζ, t) âêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ . Ñóäèòü î íèõ ëåã÷å â ñëó÷àå, êîãäà â ïàðàìåòðè÷åñêîìïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ (13) âåëè÷èíà N ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà-÷åíèå, à èìåííî: N = 2 , òî åñòü îò ñóììû ÷ëåíîâ âèäà βm(t)ζ1−m îñòàåòñÿ îäíîñëàãàåìîå: β(t) .



�ÀÇÄÓÂÀÍÈÅ ÏÓÇÛ�ß Â ËÎÒÊÅ ÕÅËÅ-ØÎÓ 114. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé N = 2Ïîëàãàÿ N = 2 â �îðìóëå (13), ïðèäåì ê òàêîìó âèäó �óíêöèè g(ζ, t) :
g(ζ, t) = (1 + t)ζ + d0 ln

[

ζ−1 − b−1(t)
]

+ β(t). (23)Çäåñü d0 , b è β � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì d0 � êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà, à
b(t) , β(t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè âðåìåíè t .Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè g(ζ, t)

∂g

∂t
= ζ +

d0b
′(t)

(ζ−1 − b−1)b2
+ β′(t);

∂g

∂ζ
= (1 + t) −

d0ζ
−2

(ζ−1 − b−1)
.Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ ∂g/∂ζ , ïðàêòè÷å-ñêè ïðèâåäåííóþ ê âèäó (11)

∂g

∂ζ
=

(1 + t)ζ(b − ζ) − d0b

(b − ζ)ζ
. (24)Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (20), íàéäåì âèä �óíêöèè Uf (ζ, t)

Uf (ζ, t) = −
(ζ + β′)ζ(b − ζ) + d0b

′(t)b−1ζ2

(1 + t)ζ(b − ζ) − d0b
. (25)Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ Uf (ζ, t) ðàöèîíàëüíà â ïëîñêîñòè ζ , ïðè÷åì íà áåñêî-íå÷íîñòè �óíêöèÿ èìååò ïðîñòîé ïîëþñ. Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (24) è (25) ïîêà-çûâàåò, ÷òî îñòàëüíûå ïîëþñà �óíêöèè Uf (ζ, t) â ïëîñêîñòè ζ ñîâïàäàþò ñ íóëÿìèïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ . Ïîñëåäíèå â ñèëó òðåáîâàíèÿ (12) ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãîêðóãà. Ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèÿ Uf (ζ, t) ðåãóëÿðíà âñþäó â îáëàñòè Ωζ , íî íå âçàìûêàíèè Ωζ .Ó÷èòûâàÿ ýòî, à òàêæå òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âñå ïîëþñà ðàöèîíàëüíîé �óíê-öèè ∂g/∂ζ ëåæàò âíå çàìûêàíèÿ îáëàñòè Ωζ , ïåðåïèøåì óñëîâèÿ (14) ñ ïîìîùüþïðåäñòàâëåíèÿ (21) �óíêöèè Φ(ζ, t) ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîäíîé Ëè îáðàçà �óíêöèèØâàðöà r(ζ, t)

L(1,Uf )r(ζ, t)
∣

∣

ζ∼b̄−1
= O(1),

L(1,Uf )r(ζ, t)
∣

∣

|ζ|∼∞
= O

(

ζ−1
)

.
(26)Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå (7) �óíêöèè g(ζ, t) âèäà (23), íàéäåì îáðàç�óíêöèè Øâàðöà r(ζ, t) â âèäå:

r(ζ, t) =
1 + t

ζ
+ d̄0 ln

[

ζ − b̄−1(t)
]

+ β̄(t) (27)ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû (íåñóùåñòâåííîé, ïîñêîëüêó èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ÷àñò-íûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè).Ñ ó÷åòîì �îðìóëû (16) ïðîàíàëèçèðóåì ëåâûå ÷àñòè óñëîâèé (26) íà ïðåäìåòíàëè÷èÿ îñîáåííîñòåé â çàìûêàíèè îáëàñòè Ωζ . Òàêîâûå ìîãóò áûòü ïîðîæäåíûîñîáåííîñòÿìè �óíêöèè Uf (ζ, t) (ñì. �îðìóëó (25)) è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíê-öèè r(ζ, t) . Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, �óíêöèÿ Uf (ζ, t) â çàìûêàíèè Ωζ èìååòåäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü � ïðîñòîé ïîëþñ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ ∂r/∂t , ∂r/∂ζ �óíêöèè âèäà (27) îñîáåííîñòü òèïà ïðîñòîãî ïîëþñà â òî÷êå
b̄−1 ïîÿâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ñëàãàåìîãî d̄0 ln[ζ− b̄−1(t)] , è òîëüêî çà ñ÷åò íåãî. Ñîîòâåò-ñòâåííî, â ëåâóþ ÷àñòü 1-ãî ëîêàëüíîãî óñëîâèÿ (26) ñóùåñòâåííûé âêëàä ìîæåò



12 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂäàòü òîëüêî ñëàãàåìîå d̄0 ln[ζ − b̄−1(t)] ïðåäñòàâëåíèÿ (27). Â ðåçóëüòàòå ïåðâîåóñëîâèå (26) äàåò
L(1,Uf )

[

ln
(

ζ − b̄−1
)]

∣

∣

ζ∼b̄−1
= O(1). (28)Íåñêîëüêî ñëîæíåå ñî âòîðûì óñëîâèåì (26), à èìåííî óñëîâèåì íà áåñêîíå÷íî-ñòè. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (25), îöåíèì ïîâåäåíèå ïîëÿ Uf (ζ, t) íà áåñêîíå÷íîñòè

|ζ| ∼ ∞ : Uf (ζ, t) = −
ζ

(1 + t)
+O(1). (29)Ñ ó÷åòîì �îðìóëû (16) óáåäèìñÿ, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè (27)íå äàåò ñóùåñòâåííîãî âêëàäà âî âòîðîå óñëîâèå (26), ïîñêîëüêó

{

L (1,Uf )

(

1 + t

ζ

)}∣

∣

∣

∣

|ζ|∼∞

= O
(

ζ−1
)

.Ñîîòâåòñòâåííî, ñàìî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
L (1,Uf )

{

d̄0 ln
[

ζ − b̄−1(t)
]

+ β̄(t)
}∣

∣

|ζ|∼∞
= O

(

ζ−1
)

. (30)Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü ëîêàëüíûõ óñëîâèé (14) ñâåäåíà ê áîëåå ïðîñòîéñîâîêóïíîñòè ëîêàëüíûõ óñëîâèé (28), (30).5. Ôîðìóëèðîâêà äèíàìè÷åñêîé çàäà÷èÑâîáîäíûå ïàðàìåòðû b(t) , β(t) ðåøåíèÿ âèäà (27) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê �à-çîâûå êîîðäèíàòû íåêîòîðîé îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [8℄. Äðóãèìè ñëî-âàìè, óñëîâèÿ (28), (30) ïîçâîëÿþò âûïèñàòü ñèñòåìó äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ b(t) è β(t) .Ïðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà óñëîâèå (30). �àñïèøåì åãî ëåâóþ ÷àñòü ñ ó÷åòîì �îð-ìóëû (16) è îöåíêè (29) ïîâåäåíèÿ Uf (ζ, t) íà áåñêîíå÷íîñòè:
|ζ| ∼ ∞ : L(1,Uf )

{

d̄0 ln
[

ζ − b̄−1(t)
]

+ β̄(t)
}

≈ β̄′(t) −
d̄0ζ

(ζ − b̄−1)(1 + t)
+O(ζ−1).Ñîîòâåòñòâåííî, ñàìî óñëîâèå (30) áóäåò óäîâëåòâîðåíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà

β̄′(t) −
d̄0

(1 + t)
= 0. (31)�åøåíèå ýòîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà β(t) ìîæåò áûòüâûïèñàíî ñðàçó:

β(t) = d0 ln(1 + t) + β(0). (32)Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì óñëîâèå (28). �àñïèøåì åãî ëåâóþ ÷àñòü ñ ó÷åòîì �îð-ìóëû (16)
{

L(1,Uf ) ln
(

ζ − b̄−1
)}∣

∣

ζ∼b̄−1
=

{

b̄−2b̄′ + Uf

ζ − b̄−1

}
∣

∣

∣

∣

ζ∼b̄−1

,è ñîîòâåòñòâåííî, ñàìî óñëîâèå ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
Uf (ζ, t)|

ζ∼b̄−1 = −
b̄′

b̄2
.



�ÀÇÄÓÂÀÍÈÅ ÏÓÇÛ�ß Â ËÎÒÊÅ ÕÅËÅ-ØÎÓ 13Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ñîîòíîøåíèå âûðàæåíèå (25) äëÿ �óíêöèè Uf (ζ, t) è ó÷èòû-âàÿ óæå èçâåñòíûé âèä ïàðàìåòðà β(t) , ïîëó÷èì íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà b(t)
(

1 +
d̄0b̄

1 + t

) (

b−
1

b̄

)

+
d0b

′(t)

b
= b̄′(t)

[

1 + t

b̄

(

b−
1

b̄

)

− d0b

]

. (33)Ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî, íàïðèìåð, ñ ïîìî-ùüþ ïàêåòà MATLAB. Âìåñòå ñ òåì, óðàâíåíèå (33) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíîàíàëîãè÷íî [13℄.6. Èíòåãðèðîâàíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (33)Ïóñòü ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû b(t) è β(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (31), (33), ÷òî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñîâîêóï-íîñòè ëîêàëüíûõ óñëîâèé (28), (30) è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîâîêóïíîñòè ëîêàëüíûõóñëîâèé (14). Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ ï. 2, âñþäó â ïëîñêîñòè ζ âûïîëíÿåòñÿýâîëþöèîííîå ãðàíè÷íîå óðàâíåíèå (8), è ñîîòâåòñòâåííî, ýâîëþöèîííîå ãðàíè÷-íîå óðàâíåíèå (22).Äàëåå, ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (φ, g) (ñì. ï. 3) ïåðåéäåì èç îáëàñòè T × Ωζ âîáëàñòü T×Ωz(t) . Ñ ó÷åòîì èíâàðèàíòíîñòè ïðîèçâîäíîé Ëè îòíîñèòåëüíî îòîáðà-æåíèé [18℄ è îïðåäåëåíèÿ îáðàçà r(ζ, t) �óíêöèè Øâàðöà S(z, t) (ñì. ï. 1) íàéäåì:
z ∈ ∂Ωz(t) :

{

L(1,Uf )r(ζ, t)
}

ζ=f(z,t)
= L(1,Vf )S(z, t) ≡ ∂S/∂t.Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (22) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (15) ïîëó÷èì åùå îäèí âèä ãðà-íè÷íîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ:

z ∈ ∂Ωz(t) : ∂S/∂t = 2 (∂W/∂z) . (34)Èìåííî òàêîé âèä óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ â [10℄, è ïîñëåäóþùåå èíòåãðèðî-âàíèå óðàâíåíèÿ (33) ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì Õîâèñîíà [13℄.Óðàâíåíèå (22) âûïîëíÿåòñÿ âñþäó â ïëîñêîñòè ζ . Ôóíêöèÿ ζ (∂g/∂ζ) , à çíà÷èòè ∂W/∂z , ðåãóëÿðíà âñþäó â çàìûêàíèè Ω̄ζ(t) . Ïîýòîìó óðàâíåíèå (34) âûïîëíÿ-åòñÿ íå òîëüêî íà ãðàíèöå ∂Ωz(t) , íî òàêæå è â çàìûêàíèè îáëàñòè Ω̄z(t) (íî íåâî âñåé ïëîñêîñòè z) :
z ∈ Ω̄z(t) : ∂S/∂t = 2 (∂W/∂z) . (35)Ôîðìóëà (2) �àêòè÷åñêè äàåò îöåíêó ïîâåäåíèÿ ∂W/∂z íà áåñêîíå÷íîñòè |z| →

→ ∞ : ∂W/∂z = O(z−1) . Ñ ó÷åòîì ýòîãî, èç óðàâíåíèÿ (35) íàéäåì îöåíêó ïîâåäå-íèÿ ïðîèçâîäíîé ∂S/∂t âñþäó â çàìûêàíèè îáëàñòè Ω̄z(t)

z ∈ Ω̄z(t) : ∂S/∂t = O(1). (36)Ôóíêöèÿ r(ζ, t) âèäà (27), î÷åâèäíî, èìååò îñîáåííîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè è âòî÷êå ζ = b̄−1(t) . Ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèÿ S(z, t) áóäåò èìåòü îñîáåííîñòè íàáåñêîíå÷íîñòè è â òî÷êå z = B(t) � îáðàçå òî÷êè ζ = b̄−1(t) ïðè îòîáðàæåíèè
g(ζ, t) :

B(t) = g(ζ, t)|ζ=b̄−1(t) . (37)Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå �óíêöèè S(z, t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè B(t) . Ââèäóðåãóëÿðíîñòè �óíêöèè g(ζ, t) â òî÷êå ζ = b̄−1(t) ìîæíî âûïèñàòü ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà [15℄ (øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ζ ):
ζ − b̄−1(t) =

∞
∑

n=1

An(t) [z −B(t)]
n
, A1(t) =

1

g′

∣

∣

∣

∣

ζ=b̄−1

, A2(t) = −
g′′

2 (g′)
3

∣

∣

∣

∣

∣

ζ=b̄−1

, . . .



14 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂÏîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â ïðåäñòàâëåíèå (27) �óíêöèè r(ζ, t) , íàéäåì, ÷òîêîìáèíàöèÿ S(z, t) − d̄0 ln[z − B(t)] â îêðåñòíîñòè òî÷êè B(t) ïðåäñòàâèìà ñëåäó-þùèì îáðàçîì
S(z, t)|z∼B(t) = d̄0 ln [z −B(t)] + d̄0 lnA1(t) + β̄(t) +O (z −B) .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííàÿ îöåíêà ïîâåäåíèÿ �óíêöèè S(z, t) â îêðåñòíîñòèòî÷êè B(t) íå áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü îöåíêå (36) òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿòèïà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

B(t) = B(0), (38)êîòîðîå ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (37) äëÿ B(t) è âèäà (23) �óíêöèè g(ζ, t) çàïèñûâà-åòñÿ â âèäå
1 + t

b̄
+ d0 ln

1 + t

b(t)
+ d0 ln

[

1 − |b(t)|2
]

=
1

b̄(0)
− d0 ln b(0) + d0 ln

[

1 − |b(0)|2
]

. (39)Çäåñü ó÷òåí óæå èçâåñòíûé âèä (32) ïàðàìåòðà β(t) è îòáðîøåíû îäèíàêîâûå êîí-ñòàíòû ñëåâà è ñïðàâà. Ñîîòíîøåíèå (39) è åñòü èñêîìûé èíòåãðàë äè��åðåíöè-àëüíîãî óðàâíåíèÿ (33).7. Î çàêîíå îòáîðà æèäêîñòè íà áåñêîíå÷íîñòèÂûáîð êîíêðåòíîé �óíêöèè âðåìåíè â íîðìèðîâêå (5) îïðåäåëÿåò âèä çàêîíàîòáîðà æèäêîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè Q(t) . Â òî æå âðåìÿ, êàê ïðàâèëî, ýòîò çàêîíáûâàåò çàäàí èçíà÷àëüíî. Çàìåíîé ïåðåìåííîé âðåìåíè t íà ¾íîâîå âðåìÿ¿ θ ìîæ-íî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî çàêîíà Q(θ) > 0 [12℄.Ïóñòü íîâîå âðåìÿ θ ñâÿçàíî ñî ñòàðûì t âçàèìíîîäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì
θ = θ(t) òàê, ÷òî θ′(t) > 0 äëÿ ëþáîãî t > 0, è θ(t) = 0 ïðè t = 0 . Ôóíêöèÿ θ(t)óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ [13℄

t
∫

0

Q(t) dt =

θ
∫

0

Q(θ) dθ. (40)Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå θ(t) äî òåõïîð, ïîêà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Q(t) > 0 . Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ðåøåíèÿ çàäà-÷è Õåëå-Øîó âèäà (13), îòâå÷àþùåãî îïðåäåëåííîìó çàêîíó îòáîðà æèäêîñòè íàáåñêîíå÷íîñòè Q(t) , ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (40) ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷èäëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî çàêîíà Q(θ) > 0 .Êàê ïðàâèëî, â çàäà÷å î ðàçäóâàþùåìñÿ ïóçûðå îòáîð æèäêîñòè íà áåñêîíå÷-íîñòè �èêñèðîâàí: Q(θ) = Q0 . Òîãäà èç âûðàæåíèÿ (40) ñðàçó ñëåäóåò
θ(t) =

1

Q0

t
∫

0

Q(t) dt. (41)Î÷åâèäíî, ýòà �îðìóëà áóäåò ý��åêòèâíà â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûðàæåíèå Q(t)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t íåêîòîðîé �óíêöèè. Íåïîñðåäñòâåí-íûé ïóòü îïðåäåëåíèÿ Q(t) ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè ãðàíè÷íîãî ýâîëþöèîí-íîãî óðàâíåíèÿ (8) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïëîñêîñòè ζ äàåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõïî �îðìå, íî ýêâèâàëåíòíûõ ïî ñóòè âûðàæåíèé äëÿ �óíêöèè Q(t) . Îäíàêî íèîäíî èç íèõ íå áóäåò èìåòü âèä, óäîáíûé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â �îðìóëå (41).



�ÀÇÄÓÂÀÍÈÅ ÏÓÇÛ�ß Â ËÎÒÊÅ ÕÅËÅ-ØÎÓ 15Ïîäõîäÿùåå âûðàæåíèå äëÿ Q(t) ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì äîïîëíèòåëüíîãî àíà-ëèçà óðàâíåíèÿ (35) â áåñêîíå÷íîé òî÷êå ïëîñêîñòè z . Ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíîé
∂W/∂z íà áåñêîíå÷íîñòè äàåò âûðàæåíèå (2). Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå (35)ïîëó÷èì áîëåå òî÷íóþ, ÷åì (36), îöåíêó íà áåñêîíå÷íîñòè

|z| → ∞ :
∂S

∂t
=
Q(t)

πz
+ o(z−1). (42)Â òî æå âðåìÿ, ëîêàëüíûé âèä �óíêöèè Øâàðöà S(z, t) â îêðåñòíîñòè áåñ-êîíå÷íîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì àíàëèçà ïîâåäåíèÿ �óíêöèé r(ζ, t) è g(ζ, t) ,àíàëîãè÷íûì ïðîâåäåííîìó â ï. 6, íî íå â òî÷êå ζ = b̄−1(t) , à íà áåñêîíå÷íîñòè.Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (23) �óíêöèè g(ζ, t) ñ ó÷åòîì óæå èçâåñò-íîãî âèäà (32) ïàðàìåòðà β(t) ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå ζ (z) â îêðåñòíîñòè áåñêî-íå÷íîñòè:

(1 + t)ζ||z|→∞ = z − β(t) − d0 ln

[

1

ζ
−

1

b(t)

]

= z − β(0) − d0 ln

[

−
1 + t

b(t)

]

+O
(

z−1
)

.Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ïðåäñòàâëåíèå (27) îáðàçà r(ζ, t) �óíêöèè Øâàðöà S(z, t) ,ìîæíî îöåíèòü ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ñàìîé �óíêöèè S(z, t) ñ òî÷íîñòüþ äî
o(z−1) :

S(z, t)||z|→∞ = β̄(0) + d̄0 ln z + z−1
[

(1 + t)2 − d̄0D(t)
]

+ o
(

z−1
)

, (43)ãäå ÷åðåç D(t) îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå
D(t) = β(0) +

1 + t

b̄(t)
+ d0 ln

[

−
1 + t

b(t)

]

. (44)Äè��åðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (43) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì îöåíêó ïîâåäåíèå íà áåñ-êîíå÷íîñòè ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (42)
|z| → ∞ :

∂S

∂t
= z−1 d

dt

[

(1 + t)2 − d̄0D(t)
]

+ o
(

z−1
)

.Ïîäñòàâëÿÿ åå íåïîñðåäñòâåííî â ñîîòíîøåíèå (42), íàéäåì âèä çàêîíà Q(t) âòðåáóåìîé �îðìå êàê ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò íåêîòîðîé �óíêöèè:
Q(t)

π
=

d

dt

[

(1 + t)2 − d̄0D(t)
]

.Îòìåòèì, ÷òî ïî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó çàâèñèìîñòü Q(t) ñ íåîáõîäèìîñòüþ âå-ùåñòâåííà. Â òî æå âðåìÿ, âåùåñòâåííîñòü ïðàâîé ÷àñòè íàéäåííîãî äëÿ íåå âû-ðàæåíèÿ íåî÷åâèäíà, ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû ðåøåíèÿ d0 , b(t) è β(t) , à çíà÷èò, èâûðàæåíèå D(t) , âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íû. ×òîáû ïðîÿñíèòü ýòîò âîïðîñ,èñïîëüçóåì íàéäåííûé â ï. 6 èíòåãðàë (39) äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (33) èïåðåïèøåì âûðàæåíèå (44) â âèäå
D(t) = −d0 ln

[

1 − |b(t)|2
]

+ const.Ïîäñòàâëÿÿ åãî â íàéäåííûé âèä çàêîíà Q(t) , ïðèäåì ê äðóãîìó åãî âèäó
Q(t)

π
=

d

dt

{

(1 + t)2 + |d0|
2 ln

[

1 − |b(t)|2
] }

,â êîòîðîì âåùåñòâåííîñòü ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ óæå î÷åâèäíà.



16 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂÑîîòâåòñòâåííî, ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â �îðìóëó (41), ïîëó÷èì äëÿ �óíê-öèè θ(t) òî÷íóþ �îðìóëó
θ(t) =

π

Q0

{

t(2 + t) + |d0|
2 ln

[

1 − |b(t)|2

1 − |b(0)|2

]}

. (45)Ñ åå ïîìîùüþ ïîñòðîåííîå â ï. 4�6 ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçäóâàþùåìñÿ ïóçûðåïðè íîðìèðîâêå (5) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé �èêñèðîâàííîãî îòáîðà æèäêîñòèíà áåñêîíå÷íîñòè: Q(θ) = Q0 .8. Ïðèìåðû è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâÂ êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòàõ ýâîëþöèÿ åäèíñòâåííîãî ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà ðåøå-íèÿ b(t) îïðåäåëÿëàñü ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî è íåÿâíîãî îòíî-ñèòåëüíî b(t) àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (39) äëÿ èíòåðâàëà âðåìåíè t ∈ [0, t∗] ,ïðîõîäèìîãî ñ ìàëûì øàãîì. Çàòåì ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (45) îïðåäåëÿëîñü êî-íå÷íîå âðåìÿ θ∗ = θ(t∗) , çàäàâàëîñü ðàçáèåíèå èíòåðâàëà âðåìåíè [0, θ∗] íà äåñÿòü÷àñòåé: θn = θ∗n/10 , n = 1, . . . , 10 . Ñ ïîìîùüþ òîãî æå âûðàæåíèÿ (45), íî óæåêàê íåëèíåéíîãî è íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî t , îïðåäåëÿëàñü ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü tn = t(θn) ìîìåíòîâ âðåìåíè t , â êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîðèñîâûâàòüïîëîæåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû.Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ 3-õ âàðèàíòîâ âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñâî-áîäíûõ ïàðàìåòðîâ:à) β(0) = 0 , d0 = 0.1 , b(0) = 0.35 , t∗ = 3.2 , θ∗ = θ(t∗) = 51.8421 ;á ) β(0) = 0 , d0 = −i 0.15 , b(0) = 0.3 , t∗ = 2.8 , θ∗ = θ(t∗) = 41.2872 ;â) β(0) = 0 , d0 = −0.1 , b(0) = 0.3 , t∗ = 1.9598 , θ∗ = θ(t∗) = 24.2964 .Ñîîòâåòñòâóþùèå êàðòèíû ýâîëþöèè ïóçûðÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, à, á, â.Çâåçäî÷êîé â ïðàâîé ÷àñòè êàæäîãî ðèñóíêà îòìå÷åíî ïîëîæåíèå òî÷êè z = B(0) .Âàðèàíòû (à) è (â) õàðàêòåðèçóþòñÿ ñèììåòðèåé íà÷àëüíîé è âñåõ ïîñëåäóþùèõêîí�èãóðàöèé ïóçûðÿ îòíîñèòåëüíî îñè x , à âàðèàíò (á ) � îòñóòñòâèåì êàêîé-ëèáîñèììåòðèè. Â âàðèàíòå (â) â êà÷åñòâå t∗ óêàçàíî ïðåäåëüíîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿðåøåíèÿ, êîãäà íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå �îðìèðóåòñÿ òî÷êà âîçâðàòà è äëÿ ïîñëå-äóþùèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ðåøåíèÿ óæå íå ñóùåñòâóåò. Â âàðèàíòàõ (à) è (á )ðåøåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî t > 0, è â êà÷åñòâå t∗ âûáðàí ìîìåíò, êîãäà �è-îðäû äîñòàòî÷íî ïîëíî ñ�îðìèðîâàëèñü, è õàðàêòåð äàëüíåéøåé ýâîëþöèè óæå íåìåíÿåòñÿ.Òàêàÿ ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà â ýâîëþöèè ïåðâîíà÷àëüíî ãëàäêèõ è ìàëî îò-ëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ïóçûðåé ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîéýâîëþöèè ñèíãóëÿðíîñòåé êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ζ → z [8, 10℄. Ó ïðîèçâîäíîé
∂g/∂ζ �óíêöèè z = g(ζ, t) áóäåò äâà ïîëþñà ζ = b(t) , ζ = 0 è äâà íóëÿ ζ = a1,2(t) .Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèÿ (24):

a1,2(t) =
b

2
±

√

b2

4
−

d0b

1 + t
.Çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ, ïðàâîìåð-íû ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ïîëþñà b(t) è íóëè a1,2(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (12).Ïîòðåáîâàòü èõ âûïîëíåíèÿ ìîæíî òîëüêî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîäõîäÿ-ùèì ïóòåì âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ: d0 è b(0) . Âûáîðêîíñòàíòû β(0) , î÷åâèäíî, íåñóùåñòâåí, ïîñêîëüêó îí îïðåäåëÿåò òîëüêî íà÷àëîîòñ÷åòà ïëîñêîñòè z � ïîýòîìó ïðèíèìàëîñü β(0) = 0 . Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîëîæå-íèå ñèíãóëÿðíîñòåé îòîáðàæåíèÿ ζ → z èçìåíÿåòñÿ, íî ïî íåïðåðûâíîñòè óñëîâèÿ(12) óäîâëåòâîðÿþòñÿ åùå, ïî êðàéíåé ìåðå, íåêîòîðîå âðåìÿ.



�ÀÇÄÓÂÀÍÈÅ ÏÓÇÛ�ß Â ËÎÒÊÅ ÕÅËÅ-ØÎÓ 17

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Γ(0)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Γ(0)

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

Γ(0)

а)

б)

в)

�èñ. 2. Ýâîëþöèÿ ðàçäóâàþùåãîñÿ ïóçûðÿ äëÿ âàðèàíòîâ (à), (á ), (â) íà÷àëüíûõ çíà÷åíèéñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ



18 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂÄâèæåíèå ïîëþñà b(t) �óíêöèè ∂g/∂ζ ïîä÷èíÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ-íåíèþ (33). Âûÿâèòü êàêèå-ëèáî òåíäåíöèè ýòîãî äâèæåíèÿ ïóòåì íåïîñðåäñòâåí-íîãî àíàëèçà óðàâíåíèÿ çàòðóäíèòåëüíî ââèäó åãî íåëèíåéíîñòè. Òåì íå ìåíåå,èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ï. 6, óäàåòñÿ óñòàíîâèòü îïðåäåëåííóþ òåíäåíöèþ â äâè-æåíèè ïîëþñà b(t) � ñî âðåìåíåì îí îáÿçàòåëüíî áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ãðàíèöååäèíè÷íîãî êðóãà.Äåéñòâèòåëüíî, âñëåäñòâèå ðàâíîìåðíîãî îòáîðà æèäêîñòè ïî ïåðè�åðèè ëîòêàãðàíèöà Γ(t) áåñêîíå÷íîé îáëàñòè Ωz(t) , çàíÿòîé æèäêîñòüþ, áóäåò ¾ðàçäóâàòü-ñÿ¿. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (37) îáðàç z = B(t) òî÷êè
ζ = b̄−1(t) ïðè îòîáðàæåíèè g(ζ, t) íåîáõîäèìî ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Ωz(t) , è ââè-äó ñîîòíîøåíèÿ (38) ýòîò îáðàç íåïîäâèæåí: B(t) = B(0) . Ñîîòâåòñòâåííî, ¾ðàçäó-âàþùàÿñÿ¿ ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà Γ(t) â �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè áóäåò ïðèáëèæàòüñÿê íåïîäâèæíîìó îáðàçó z = B(0) òî÷êè ζ = b̄−1(t) . Òîãäà è ñàìà òî÷êà ζ = b̄−1(t) ,à çíà÷èò, è òî÷êà ζ = b(t) , áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ê îáðàçó ñâîáîäíîé ãðàíèöû âïëîñêîñòè ζ � åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî åñòü ñî âðåìåíåì |b(t)| → 1 .Â òî æå âðåìÿ, ïåðåâàëèòü òî÷êó z = B(0) ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà íå ìîæåò, èñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíû äâà ñöåíàðèÿ äàëüíåéøåé ýâîëþöèè ðàçäóâàþùåãîñÿïóçûðÿ. Ïåðâûé ñöåíàðèé: íà ãðàíèöå îáðàçóåòñÿ �èîðä, ïðè÷åì ¾ãîëîâà¿ �èîð-äà � ýòî ñàìà òî÷êà z = B(0) . Âåëè÷èíà |b(t)| ýêñïîíåíöèàëüíî ïðèáëèæàåòñÿ ê 1,îñòàâàÿñü, òåì íå ìåíåå, ìåíüøå 1. Ïðè ýòîì arg {b(t)} óæå ïðàêòè÷åñêè óñòàíàâ-ëèâàåòñÿ:

arg b(t) ≈ σ∞ = lim
t→∞

{arg b(t)} .Â ïðåäñòàâëåíèè (23) �óíêöèè g(ζ, t) â îêðåñòíîñòè ζ ∼ eiσ∞ òàêèå ìàëûåèçìåíåíèÿ b(t) îòðàæàþòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì íà ÷ëåíå d0 ln [ζ−1 − b−1(t)] . Òîãäàäëÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû Γ(t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = B(0) è, ñîîòâåòñòâåííî,
ζ ∼ eiσ , σ ∼ σ∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà
ζ ∼ eiσ, σ ∼ σ∞ : g(ζ, t)|σ>σ∞

− g(ζ, t)|σ<σ∞

∼

∼ d0 ln
(

e−iσ − e−iσ∞

)
∣

∣

σ>σ∞

− d0 ln
(

e−iσ − e−iσ∞

)
∣

∣

σ<σ∞

= +iπd0, (46)ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà èìåííî +iπd0 , ïîñêîëüêó ζ õîòü è áëèçêà ê ãðàíèöååäèíè÷íîãî êðóãà, íî âñå-òàêè ïðèíàäëåæèò åãî âíåøíîñòè.Âûðàæåíèå (46) îáúÿñíÿåò ïðÿìîëèíåéíîñòü ¾õâîñòà¿ �èîðäà. Ïîëàãàÿ, ÷òîïðàâàÿ åãî ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàëüíîå ñå÷åíèå �èîðäà, ïîëó÷èì øèðèíó�èîðäà |πd0| è íàïðàâëåíèå ¾õâîñòà¿ �èîðäà îò òî÷êè z = B(0) , çàäàâàåìîå âåê-òîðîì ei arg d0 (ýòî íàïðàâëåíèå ïîëó÷åíî ïîâîðîòîì íà −π/2 íàïðàâëåíèÿ +iπd0) .Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå ¾õâîñòà¿ �èîðäà, çàäàâàåìîãî âåêòîðîì +iπd0 , îïðåäå-ëÿåòñÿ óæå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ñì. âàðèàíòû (à) è (á ) � ïóíêòèðíûåëèíèè). Òàêîé æå õàðàêòåð �îðìèðîâàíèÿ �èîðäîâ íàáëþäàåòñÿ è äëÿ òå÷åíèéÕåëå-Øîó â ëîòêå òèïà êàíàëà [9, 10, 13℄.Îäíàêî ïðè ïðèáëèæåíèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû ê íåïîäâèæíîé òî÷êå z = B(0)âîçìîæåí è âòîðîé ñöåíàðèé ýâîëþöèè, à èìåííî, ïðîñòî ¾ðàçâàë¿ ðåøåíèÿ. Ñâÿ-çàíî ýòî ñ òåì, ÷òî íóëè ïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ äîñòèãàþò ãðàíèöû åäèíè÷íîãî êðó-ãà: |a1,2(t)| = 1 . Â ðåçóëüòàòå íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå îáðàçóåòñÿ òî÷êà âîçâðàòà,ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â íèõ ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé, è ðåøåíèå çàäà÷è ïåðåñòàåò ñóùå-ñòâîâàòü, ñì. âàðèàíò (â).Î äâèæåíèè ñèíãóðÿíîñòåé îòîáðàæàþùåé �óíêöèè � ïîëþñà b è íóëåé a1,2 �äëÿ ýâîëþöèè ïóçûðåé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2, ìîæíî ñóäèòü ïî ãðà�èêàì, ïðè-âåäåííûì íà ðèñ. 3 è 4. Íà ðèñ. 3, à, á, â ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè |b(θ)| è |a1,2(θ)| , à
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n�èñ. 3. Ýâîëþöèÿ | a1 | � êðèâàÿ 1, | a2 | � êðèâàÿ 2, è | b | � êðèâàÿ 3, äëÿ âàðèàíòîâ (à),(á ), (â) íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ (ïî ãîðèçîíòàëè îòëîæåí íîìåð øàãàïî âðåìåíè θ)
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�ÀÇÄÓÂÀÍÈÅ ÏÓÇÛ�ß Â ËÎÒÊÅ ÕÅËÅ-ØÎÓ 21íà ðèñ. 4, à, á, â � çàâèñèìîñòè arg b(θ) è arg a1,2(θ) , ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âàðèàíòîâ(à), (á ), (â).×åòêèõ êðèòåðèåâ, ïîçâîëÿþùèõ íà ýòàïå âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñâîáîä-íûõ ïàðàìåòðîâ ïðåäñêàçàòü, äîñòèãíóò èëè íå äîñòèãíóò ãðàíèöû åäèíè÷íîãîêðóãà íóëè a1,2 ïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ , íåò. Íî ñ ó÷åòîì âñåõ èçâåñòíûõ ðåøåíèéçàäà÷è Õåëå-Øîó [8�13℄ ìîæíî âûñêàçàòü ðÿä ãèäðîäèíàìè÷åñêè îáîñíîâàííûõïðåäïîëîæåíèé:1) Âñå îòêëîíåíèÿ îò ãëàäêîãî õàðàêòåðà ýâîëþöèè ìåæ�àçíîé ãðàíèöû òàêèëè èíà÷å ñâÿçàíû ñ ïðèáëèæåíèåì ýòîé ãðàíèöû ê íåïîäâèæíûì îáðàçàì z =
= B(0) òî÷åê ζ = b̄−1(t) (ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòðàæåíèÿìè îòíî-ñèòåëüíî åäèíè÷íîãî êðóãà ∂Ωζ ïîëþñîâ b(t) ïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ îòîáðàæàþùåé�óíêöèè z → ζ) .2) Àíàëèç íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, êàê ïðàâèëî, ïîçâîëÿåòóæå íà íà÷àëüíîì ýòàïå íàìåòèòü �èîðäû.3) Áóäåò ëè ðåøåíèå ïðîäîëæèìî ïî âðåìåíè äî áåñêîíå÷íîñòè èëè ðàçâàëèòñÿ âêàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè, çàâèñèò îò âåëè÷èíû óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ¾õâîñòà¿�èîðäà è íàïðàâëåíèåì âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî, ñêàæåì, ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòðíà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè ìåæ�àçíîé ãðàíèöû ñ ¾ãîëîâîé¿ �èîðäà. Åñëè ýòîò óãîëáëèçîê ê íóëþ, �èîðä ñ�îðìèðóåòñÿ ïîëíîñòüþ, è ðåøåíèå áóäåò ïðîäîëæèìî äîáåñêîíå÷íîñòè. Åñëè ýòîò óãîë áëèçîê π , òî ñ ïðèáëèæåíèåì ãðàíèöû ê ¾ãîëîâå¿�èîðäà ðåøåíèå îïðåäåëåííî ðàçâàëèòñÿ.Ñ�îðìèðîâàòü áîëåå òî÷íî êîëè÷åñòâåííûå óñëîâèÿ ïðîäîëæèìîñòè èëè íåïðî-äîëæèìîñòè ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè äî áåñêîíå÷íîñòè çàòðóäíèòåëüíî. Íàïðèìåð, âïðèâîäèìîì âàðèàíòå (á ) ýòîò óãîë áëèçîê ê π/2 , ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòèòå÷åíèÿ íàáëþäàþòñÿ ïðè îáõîäå ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ¾ãîëîâû¿ �èîðäà (ðèñ. 2, á).Ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîò æå ìîìåíò íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèâèçíûñâîáîäíîé ãðàíèöû (áîëüøîå, íî êîíå÷íîå). Åñëè ýòîò óãîë óâåëè÷èòü åùå íåìíîãî,ñêàæåì âçÿòü d0 = −0.01− i 0.15 , �èîðä òàêæå íà÷èíàåò �îðìèðîâàòüñÿ, íî êîãäàñâîáîäíàÿ ãðàíèöà îãèáàåò ¾ãîëîâó¿ �èîðäà, ñêîðîñòü òå÷åíèÿ äîñòèãàåò áåñêîíå÷-íîãî çíà÷åíèÿ, è íà ãðàíèöå îáðàçóåòñÿ òî÷êà âîçâðàòà � ðåøåíèå ðàçâàëèâàåòñÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêò � 05-01-00516). SummaryM.M. Alimov. Bubble growth at the Hele-Shaw ell with only one �ord formation.New solution of the one-phase Hele-Shaw problem with the Sa�man&Taylor boundaryondition for growing bubble was found. In ontrast to well-known solutions it is haraterizedby asymmetri property and only one �ord formation.Ëèòåðàòóðà1. Sa�man P.G., Taylor G.I. The penetration of a �uid into a porous medium or Hele-Shawell ontaining a more visous liquid // Pro. Roy. So. London. Ser. A. � 1958. � V. 245,No 1242. � P. 312�329.2. Paterson L. Radial �ngering in a Hele Shaw ell // J. Fluid Meh. � 1981. � V. 113. �P. 513�529.3. Couder Y.,Cardoso O., Dupuy D., Tavernier P., Thom W. Dendriti growth in theSa�man�Taylor experiment // Europhys. Lett. � 1986. � V. 2, No 6. � P. 437�443.
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