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C0(M)|L → C0(L) ×
∏

Z

C([0, 1])äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ñî ñëîåíèåì F (L � ñëîé ñëîåíèÿ, C0(X) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-íûõ �óíêöèé íà X , îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãîâëîæåíèÿ èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ �óíêöèé íà ñëîÿõñëîåíèÿ (M, F ) . Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ ñïåêòðîâ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ òèïàØðåäèíãåðà íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå M ñî ñëîåíèåì F , ïîðîæäåí-íûì äåéñòâèåì îäíîìåðíîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïû Ëè H. Ïîñêîëüêó äåéñòâèåãðóïïû îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ãðóï-ïû, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî H ∼= R . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà (M,F ) ñóùåñòâóåò èíòå-ãðèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà E , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ H.Ìû ñòðîèì âëîæåíèå
C0(M)|L → C0(L) ×

∏

Z

C([0, 1]),ãäå C0(M) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà M , îáðàùàþùèõñÿ â íóëüíà áåñêîíå÷íîñòè, L � ñëîé ñëîåíèÿ F. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî âëîæåíèÿ èçó÷àåìñâîéñòâà îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ �óíêöèé íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ (M,F ) . Ïîëó-÷åíû ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ ñïåêòðîâ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ òèïà Øðåäèíãåðà íàñëîÿõ ñëîåíèÿ. 1. Ñòðóêòóðà C0(M)|LÏóñòü (M,F ) � ìíîãîîáðàçèå ñî ñëîåíèåì, ïîðîæäåííûì äåéñòâèåì îäíîìåðíîéêîììóòàòèâíîé ãðóïïû Ëè H è èíòåãðèðóåìîé ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, èíâàðèàíò-íîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ H . Îáîçíà÷èì èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìàêñè-ìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà ÷åðåç P .Ïîëîæèì HP = {h ∈ H | hP = P} . Òîãäà HP åñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñîäíîé îáðàçóþùåé a ∈ HP (ñëåäîâàòåëüíî, HP
∼= Z).Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ òî÷êè x ∈ P ïîñëåäîâàòåëüíîñòü anx ñîäåðæèò ñõî-äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü anix→ z ∈ P , ni → ∞ . Ïóñòü L � ñëîé ñëîåíèÿ

F , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x . Òîãäà ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
C0(M)|L → C0(L) ×

∏

Z

C([0, 1]).



56 Ï.Í. ÈÂÀÍÜØÈÍÄîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈ P , òàêèõ, ÷òîâ ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U(z) ⊂ P òî÷êè z ëåæèò íåêîòîðàÿ òî÷êà èç
L∩P (òî åñòü Z � ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê L∩P ). Çàìåòèì, ÷òî Z ÿâëÿåòñÿ
HP -èíâàðèàíòíûì. Äåéñòâèòåëüíî, L∩P HP -èíâàðèàíòíî, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîéäè��åîìîð�èçì èç HP ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà L∩Pâ ñåáÿ.Âîçüìåì ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî {zi ∈ Z}i∈N , êîòîðîå âñþäó ïëîòíî â Z . �àñ-ñìîòðèì ∪i∈N[0, a]zi è îòîáðàæåíèå

φ : C0(M)|Sat(Z) →
∏

Z

C([0, 1]), f → {gi(t) = f(ta zi)}i∈N.ßñíî, ÷òî φ � ìîíîìîð�èçì.Çà�èêñèðóåì îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü U(Z) ìíîæåñòâà Z . Äëÿ êàæäîé �óíêöèè
f ∈ C0(M) ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå �óíêöèè f |Sat(Z) : Sat(Z) → R äî�óíêöèè g íà M, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà äîïîëíåíèè ê U(Z) . Ïðè ýòîì, åñëè
f |Sat(Z) ðàâíî íóëþ, òî ïîëîæèì g = 0 .Ïóñòü f0 åñòü îãðàíè÷åíèå �óíêöèè f − g íà L . Ïîêàæåì, ÷òî f0 ∈ C0(L) (íà
L ðàññìàòðèâàåòñÿ òîïîëîãèÿ ñëîÿ). Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü tk → ∞ â R , x ∈ L è ε0 > 0 , òàêèå, ÷òî f(tkx) > ε0 .Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tkx èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó p ∈M . Òîãäà p ëåæèòâ Sat(Z) . Äåéñòâèòåëüíî, tk = nka+ sk , ãäå nk ∈ N , 0 ≤ sk ≤ 1 . Áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî sk ñõîäèòñÿ ê s0 ∈ [0, a] . Òîãäà ankx = (tk − sk)x .Äëÿ ëþáîãî k ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü −sk(tnx) → −sk(p) .Âîçüìåì êàðòó (U, φ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè p , òîãäà (V = −s0(U), φ ◦ (−s0)) �êàðòà â îêðåñòíîñòè −s0p . Ïóñòü K ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > K tkx ∈ U ,è N ∈ N òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N −snp ∈ V . Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîâ äàííûõ êîîðäèíàòàõ íîðìà äè��åðåíöèàëà äè��åîìîð�èçìà sn îãðàíè÷åíà:
||dsn|| < S äëÿ n > N . Îáîçíà÷èâ ÷åðåç d ñòàíäàðòíóþ åâêëèäîâó ìåòðèêó íà Rn ,ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò n0 , k0 , òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ≥ n0 ,
k ≥ k0

d(−sn(tkx),−s0p) ≤ d(−sn(tk)x,−snp) + d(−snp,−s0p) ≤ Sε+ ε < (S + 1)ε.Ñëåäîâàòåëüíî, lim
k,n→∞

−sk(tnx) = −s0p . Òîãäà ankx = (tk−sk)x→ −s0p ∈ P â ñèëóçàìêíóòîñòè P , òî åñòü −s0p ∈ Z . Íî f0|Z = 0 , òî åñòü f0(tkx) → 0 äëÿ ëþáîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè tkx → z ∈ Z èëè ñóùåñòâóåò òàêîå K0 ∈ N , ÷òî äëÿ êàæäîãî
k > K0 f0(tkx) < ε0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.Ïóñòü tkx íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê. �àññìîòðèì òàêîé êîìïàêò K ⊂M , ÷òî
f |M\K < ε0/2 è g|M\K < ε0/2 . Òîãäà

‖f0|M\K‖0 = ‖(f − g)|M\K‖0 ≤ ‖f |M\K‖0 + ‖g|M\K‖0 < ε0.Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N ∈ N , ÷òî tnx ∈ M \ K äëÿêàæäîãî n > N . Ñíîâà ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.Òåïåðü ïîëîæèì ψ : C0(M) → C0(L) , f → f0 . Òîãäà èñêîìîå èíúåêòèâíîåîòîáðàæåíèå åñòü
f → (ψ(f), φ(f)).Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîæåñòâî Z èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû êîíå÷íî, òî â �îð-ìóëèðîâêå òåîðåìû ïðîèçâåäåíèå ∏

Z

C([0, 1]) ìîæíî çàìåíèòü ïðîèçâåäåíèåì ïîêîíå÷íîìó ÷èñëó èíäåêñîâ.



ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û ÍÀ ÑËÎßÕ ÑËÎÅÍÈß, ÏÎ�ÎÆÄÅÍÍÎ�Î ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ R 57Ñëåäñòâèå 1. Îòîáðàæåíèå ψ ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L⋂
Píå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà

x0 ∈ L
⋂
P . Âîçüìåì �óíêöèþ f ñî ñâîéñòâàìè f(x0) 6= 0 , íî f |Sat(Z) = 0 . Òîãäàâ îáîçíà÷åíèÿõ, èñïîëüçóåìûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ �óíêöèÿ g ðàâíà íóëþ, è f0(x0) = f(x0)− g(x0) 6= 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ψíå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì îòîáðàæåíèåì.Íàîáîðîò, åñëè L

⋂
P íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, òî L

⋂
P = Z . Ñëå-äîâàòåëüíî, L ⊂ Sat(Z) . Ïî ïîñòðîåíèþ, g|Sat(Z) = f |Sat(Z) . Òîãäà ψ(f) = f0 =

= (f − g)|L = 0 .Çàìå÷àíèå. 1. Â [1℄ áûëî äîêàçàíî (â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè H ),÷òî åñëè îðáèòà êàæäîé òî÷êè p ∈ P äåéñòâèÿ ãðóïïû HP äèñêðåòíà, òî
C0(M)|L = C0(L) .Äëÿ dimH = 1 èç äèñêðåñòíîñòè îðáèòû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Z èç äîêàçà-òåëüñòâà òåîðåìû 1 ïóñòî, è òåîðåìà 1 âëå÷åò C0(M)|L = C0(L) .2. Åñëè îðáèòà êàæäîé òî÷êè p ∈ P ïðè äåéñòâèè HP ïëîòíà íà ìíîãîîáðàçèè
P è, êðîìå òîãî, íà P ñóùåñòâóåò HP -èíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà, òî äëÿâñåõ ñëîåâ ñëîåíèÿ F îòîáðàæåíèå ψ ðàâíî íóëþ. Äëÿ dimHP ≥ 1 ýòîò ñëó÷àéáûë èçó÷åí â [1℄.Åñëè íà P ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îáðàçóþùàÿ
a ãðóïïû HP ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, òî îòîáðàæåíèÿ φ è ψ îäíîâðåìåííî íå ðàâíûíóëþ. Â [1℄ áûëî äîêàçàíî (äëÿ dimHP ≥ 1), ÷òî C0(M)|L ∼= C0(L) ⊕ C0(L0) , ãäå
p0 ∈ L0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñæàòèÿ a , L � ëþáîé äðóãîé ñëîé.Ïðèìåð 1. Ïðèâåäåì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Äàíæóà (êëàññà C1 )íà T2 (ïîäðîáíî ñì. â [8℄).�àññìîòðèì èððàöèîíàëüíóþ îáìîòêó òîðà T

2 â êà÷åñòâå ñëîåíèÿ. �àññìîò-ðèì òàêîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî çàíóìåðîâàííûõ îòðåçêîâ {Im = [0, lm];
m ∈ Z, lm > 0} , ÷òî1) ∑

i∈Z

li = l < +∞ ,2) lim
m→∞

lm/lm+1 = 1 .Âêëåèì Im íà ìåñòî amx ∈ P , m ∈ Z , ãäå P ∼= S1 � òðàíñâåðñàëüíàÿ ê ñëîÿì ïà-ðàëëåëü íà òîðå T2 , a � îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàíèÿ íà P , x ∈ P � �èêñèðîâàííàÿòî÷êàÂâåäåì îòîáðàæåíèÿ fm : Im → Im+1 , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) dfm/dt > 0 ;2) ñóùåñòâóåò òàêîå δm > 0 , ÷òî íà ïðîìåæóòêàõ [0, δm) è (lm − δm, lm] ïðîèç-âîäíàÿ dfm/dt = 1 ;3) min(1, lm/lm+1)− (1− lm+1/lm)2 ≤ dfm/dt ≤ max(1, lm+1/lm)+(1− lm+1/lm)2 .Äîïîëíèì ñ ïîìîùüþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ïîâîðîò a : S1 → S1 , ïîëó÷èì îòîá-ðàæåíèå f : S1 → S1 . Òîãäà ñëîé L , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç Im , m ∈ Z , ïåðåñåêàåò P âíèãäå íå ïëîòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî f. Çàìûêàíèå æå
L

⋂
P ñîäåðæèò ìíîæåñòâî L′

⋂
P , ãäå ñëîé L′ ∈ F íå ïðîõîäèò ÷åðåç Im . Ïðèýòîì â êàæäîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè èç L′

⋂
P ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åêèç L⋂

P , íî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ L
⋂
P ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé íåëåæèò áîëüøå íè îäíîé òî÷êè èç L⋂

P .Ó ëþáîé òî÷êè x ∈ Im ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ñëîé Lx ,ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x , òîëüêî â ñàìîé òî÷êå x . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ψ èçäîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íåòðèâèàëüíî.



58 Ï.Í. ÈÂÀÍÜØÈÍÄëÿ ëþáîé òî÷êè y 6∈
⋃
Im è äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(y) ýòîé òî÷êè ëþáîéñëîé Lx , x ∈

⋃
Im ïåðåñåêàåò U(y) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ Z .Òîãäà S1 \

⋃
Im ⊂ Z , çíà÷èò, îòîáðàæåíèå φ åñòü ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå íàáåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ∏

C([0, 1]) .Òàêèì îáðàçîì, ñëîåíèå, èíäóöèðîâàííîå ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ Äàíæóà, äà-åò ïðèìåð ñëîåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ φ è ψ îäíîâðåìåííî íåòðèâèàëüíû.2. Îïåðàòîðû íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ, èíâàðèàíòíûåîòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ äèñêðåòíîé ãðóïïû2.1. Ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç S(M) ïðîñòðàíñòâî �óíêöèéØâàðöà íà M [9℄. Ïóñòü P : S(M) → S(M)åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâàìè:1) Ïóñòü (U, φ) åñòü êàðòà íà L . Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ p(t, ξ) èç êëàññà
Sm(φ(U)) (îïèñàíèå ýòîãî êëàññà ñì. â [9℄), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈

∈ S(M) , òàêîé, ÷òî íîñèòåëü f̃ = φ∗(f |U ) åñòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â φ(U) ⊂ R ,
P̃ f = φ∗(Pf) , èìååò âèä

P̃ f(t) =

∫

R

p(t, ξ)
̂̃
f(ξ)eitξdξ, (1)ãäå

̂̃
f(ξ) = 1/(2π)

∫

R

f̃(x)e−ixξdx.2) Äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L , åñëè f |L = g|L , òî Pf |L = Pg|L .Çà�èêñèðóåì òî÷êó x ∈M , è ïóñòü L � ñëîé, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.Ïî îïåðàòîðó P ïîñòðîèì îïåðàòîð Px : L2(R) → L2(R) . Äëÿ êàæäîé òî÷êè t0 ∈ Rè îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè U(t0) , òàêîé, ÷òî ψ : U(t0) → U(t0)x ⊂ L , ψ(t) = txåñòü ãîìåîìîð�èçì, ðàññìîòðèì êàðòó (U(t0)x ⊂ L, φ = ψ−1) . Ïî îïðåäåëåíèþîïåðàòîðà P íà ýòîé îêðåñòíîñòè U(t0) îïðåäåëåíà �óíêöèÿ pU(t0)(t, ξ) èç êëàññà
Sm(U(t0)) . Äëÿ ëþáîé f ∈ S(R) , íîñèòåëü êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â U(t0) , îïðåäåëèì
Px(f)(t) ïî �îðìóëå (1).�ðóïïà HP äåéñòâóåò íà R ëåâûìè ñäâèãàìè: Lh : t→ t+ h .Ëåììà 1. Åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(t0) îïèñàííîãî âûøå òèïà è t ,
h + t ∈ U(t0) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî p(t + h, ξ) = p(t, ξ) , òî äëÿ ëþáîé x ∈ Mîïåðàòîð Px êîììóòèðóåò ñ êàæäûì Lh , h ∈ HP ,Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ñî ñâîé-ñòâîì suppf, Lh(suppf) ⊂ U(t0) âåðíî ðàâåíñòâî PxLhf = LhPxf .Ïóñòü g(t) = f(t+ h) . Òîãäà
Pg(t) =

∫

R

p(t, ξ)ĝ(ξ)eitξdξ =

∫

R

p(t, ξ)f̂(ξ)ei(t+h)ξdξ =

=

∫

R

p(t+ h, ξ)f̂(ξ)ei(t+h)ξdξ = Pf(t+ h).2.2. Îïåðàòîðû íà ïðîñòðàíñòâå ïðåäåëüíî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ�óíêöèé. Ïóñòü (M,F ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: îðáèòà êàæäîéòî÷êè p ∈ P ïðè äåéñòâèè HP ïëîòíà íà ìíîãîîáðàçèè P , êðîìå òîãî, íà P



ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û ÍÀ ÑËÎßÕ ÑËÎÅÍÈß, ÏÎ�ÎÆÄÅÍÍÎ�Î ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ R 59ñóùåñòâóåò HP -èíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé ñëîé Läè��åîìîð�åí R è C0(M)|L åñòü ìíîæåñòâî ïðåäåëüíî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ�óíêöèé íà R [1℄ (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñì. â[3℄). Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû îïðåäåëÿåì ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íàïðîñòðàíñòâå C0(M)|L .�àññìîòðèì êîíñòðóêöèþ èç [4℄ è îáîáùèì åå íà ïðîñòðàíñòâà ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé. Çàäàäèì îïåðàòîð B íà ïðîñòðàíñòâå ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé CΛ(R) ñ ìíîæåñòâîì êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå Λ ñëåäó-þùèì îáðàçîì:
B(v)(x) =

∑

l∈Λ

eilxb(x, l)vl,ãäå vl = lim
T→∞

1/(2T )
T∫

−T

e−ilxv(x)dx .Òåîðåìà 2. B � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äè�-�åðåíöèðóåìûõ ïðåäåëüíî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé C∞
Λ (R) , åñëè äëÿ âñåõ

k ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå Ck > 0 , ÷òî ∣∣∣∣
dk

dxk
b(x, l)

∣∣∣∣ ≤ Ck .Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ B . Äëÿ ýòîãî äî-ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, òî åñòü ðàâ-íîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà èç ïðîèçâîäíûõ, ÿâëÿþùåãîñÿ ñóììîé ðÿäîâ âèäà
∑
l∈Λ

lj
dk

dxk
(b(x, l))eilxvl . Èìååì

∑

l∈Λ

|lj
dk

dxk
(b(x, l))eilxvl| =

∑

l∈Λ

|lj
dk

dxk
(b(x, l))eilx lim

T→∞
1/(2T )

T∫

−T

e−ilxv(x)dx|.Òåïåðü âíåñåì ïîä çíàê ïðåäåëà lj è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì. Ïîëó÷èì
∑

l∈Λ

|lj
dk

dxk
(b(x, l))eilxvl| =

=
∑

l∈Λ

|
dk

dxk
(b(x, l)) lim

T→∞
1/(2T )(−ilj−1v(x)e−ilx)|T−T +

+ i

T∫

−T

v′(x)lj−1e−ilxdx| ≤ Ck‖
dj

dxj
v(x)‖,ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ, à âòîðîå èíòåãðèðîâàíèåì ïî÷àñòÿì ïðèâåäåì ê âèäó (

dj

dxj
v(x))l .Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà B ñëåäóåò èç ýòîé îöåíêè ïðè j = k = 0 .Íàéäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð B êîððåêòíî îïðåäåëåííà ïðîñòðàíñòâå

L2,Λ(R) = {f | lim
T→∞

1/(2T )

T∫

−T

f2dx <∞}.



60 Ï.Í. ÈÂÀÍÜØÈÍ�àññìîòðèì ñêàëÿðíûé êâàäðàò (Bv,Bv) â L2,Λ(R) :
(Bv,Bv) = lim

T→∞
1/(2T )

T∫

−T

∑

j,k∈Λ

ei(j−k)xb(x, j)b(x, k)vjvkdx.Ïóñòü �óíêöèè b(x, l) ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè. Òîãäà èõïðîèçâåäåíèå òîæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé, è ïóñòü
(b(·, j)b(·, k))l åñòü l -é êîý��èöèåíò Ôóðüå �óíêöèè (b(·, j)b(·, k)) .Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî

(Bv,Bv) =
∑

j,k∈Λ

(b(·, j)b(·, k))j−kvjvk.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ B íà L2,Λ(R) äîñòàòî÷íî âû-ïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé äëÿ âñåõ íàáîðîâ (vk)k∈Λ , òàêèõ, ÷òî ∑
k∈Λ

|vk|
2 = 1 :(1) ∣∣ ∑

j,k∈Λ

(b(·, j)b(·, k))j−kvjvk

∣∣ <∞ ;(2) ðÿä ∑
j,k∈Λ

ei(j−k)xb(x, j)b(x, k)vjvk ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x .Åñëè æå åùå b(x, j) = b(j) , òî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî C ∈ R , |b(j)| ≤
≤ C , òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå b(x, j)b(x, k) â ñóììå

lim
T→∞

1/(2T )

T∫

−T

∑

j,k∈Λ

ei(j−k)xb(x, j)b(x, k)vjvkdxìîæíî âûíåñòè çà lim
T→∞

1/(2T )
T∫

−T

è îöåíèòü ñóììó ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-íèêà è òîãî, ÷òî lim
T→∞

1/(2T )
T∫

−T

ei(j−k)xvjvk = δjk|vj |
2 êàê

∣∣∣∣∣∣
lim

T→∞
1/(2T )

T∫

−T

∑

j,k∈Λ

ei(j−k)xb(x, j)b(x, k)vjvk

∣∣∣∣∣∣
≤ C2‖v‖.Åùå îäíèì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìîæíî ñ÷èòàòü ñëåäóþùåå:

(b(x, j), b(x, i)) = δjiCji,ãäå Cji ∈ R è ñóùåñòâóåò òàêîå C ∈ R+ , ÷òî äëÿ âñåõ |Cji| ≤ C i, j ∈ Λ . Äëÿïðîâåðêè óñëîâèÿ ñíîâà ðàññìîòðèì ñóììó, îïðåäåëåííóþ âûøå. Òîãäà
∣∣∣∣∣∣

lim
T→∞

1/(2T )

T∫

−T

∑

j,k∈Λ

ei(j−k)xb(x, j)b(x, k)vjvkdx

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

∑

j,k∈Λ

Aj−k(b(x, j)b(x, k))vjvk

∣∣∣∣∣∣
≤

∑

j∈Λ

|A0||vj |
2 ≤ C.Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå p ∈ Z , ÷òî Λ = {k/pn|k ∈ Z, n ∈ N} . Ïóñòüäëÿ n,m ∈ N , n ≤ m

|Ai/(n1···nk)−j/(n1···nk)(b(x, j)b(x, k))| ≤
1

(1 · · ·k)2i2j2
.
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∣∣∣∣∣∣

lim
T→∞

1/(2T )

T∫

−T

∑

j,k∈Λ

ei(j−k)xb(x, j)b(x, k)vjvkdx

∣∣∣∣∣∣
≤ S3,ãäå S = 1 + 1/4 + . . .+ 1/n2 + . . . .2.3. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà2.3.1. Ñïåêòð îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íà ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëå-íèÿ L2(R). �àññìîòðèì òåïåðü, êàê è ðàíåå, ìíîãîîáðàçèå M ñî ñëîåíèåì, ïî-ðîæäåííûì äåéñòâèåì êîììóòàòèâíîé ãðóïïû Ëè R è èíòåãðèðóåìîé ñâÿçíîñòüþÝðåñìàíà, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ýòîé ãðóïïû. Ïóñòü d

dt
� �óíäà-ìåíòàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå äåéñòâèÿ ãðóïïû R íà M .Îïðåäåëèì îïåðàòîð Øðåäèíãåðà

H : C∞
0 (M) → C∞(M), H = −

d2

dt2
f + V f, (2)ãäå V ∈ C∞

0 (M) . Òîãäà äëÿ êàæäîé x ∈ M îïðåäåëåí îïåðàòîð Øðåäèíãåðà Hxíà L2(R) :
∀f ∈ L2(R) (Hf)(t) = −f ′′(t) + V (tx)f(t).Ïóñòü HP äåéñòâóåò íà P äèñêðåòíî.Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñëîè ñëîåíèÿ F êîìïàêòíû. Òîãäà ñïåêòð Λx îïåðàòîðàØðåäèíãåðà Hx íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x ∈ P , òî åñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè s ∈ Λxè ëþáîé îêðåñòíîñòè U(s) ⊂ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V (x) ⊂ P , ÷òîäëÿ êàæäîé x′ ∈ V (x) ìíîæåñòâî Λx′ ∩ U(s) íåïóñòî.Äîêàçàòåëüñòâî. Íà P ñóùåñòâóåò ìåðà µ , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåé-ñòâèÿ HP (òàê êàê íà P ñóùåñòâóåò HP -èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà [1℄). �àññìîòðèìðàçëîæåíèå (â îáîçíà÷åíèÿõ [6℄)

L2(R × P ) =

⊕∫

P

L2(R)dµ =

⊕∫

P

⊕∫

[0,2π)

L2([0, 2π], dx)
dθ

2π
dµ,èçîìîð�èçì

L2(R, dx) ↔

⊕∫

[0,2π)

L2([0, 2π], dx)
dθ

2πîïðåäåëåí îïåðàòîðîì
U : L2(R, dx) →

⊕∫

[0,2π)

L2([0, 2π], dx)
dθ

2πïî ïðàâèëó
(Uf)(θ, x) =

∑

m∈Z

e−iθmf(x+ 2πm).



62 Ï.Í. ÈÂÀÍÜØÈÍÏî òåîðåìå XIII.88 [6℄
UHxU

−1 =

⊕∫

[0,2π)

Hx(θ)
dθ

2π
, ãäå Hx(θ) = −

d2

dt2 θ
+ Vx.Ïî òåîðåìå XIII.89 (a) [6℄ ñïåêòð êàæäîãî Hx(θ) äèñêðåòåí. Áîëåå òîãî, ïî òåîðåìåXIII.64 [6℄ ñïåêòð Hx(θ) ñîñòîèò èç äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Èç òåîðåìû XII.11 [6℄ ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð Hx(θ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x ∈ P . Íîñïåêòð Hx åñòü îáúåäèíåíèå ñïåêòðîâ H(θ) , îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå áåç òðóäà ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé êîì-ïëåêñíîçíà÷íûõ ïîòåíöèàëîâ V : M → C . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ðåçóëü-òàòû [7, 13℄.Ïóñòü òðàíñâåðñàëü P ∼= Rn è äëÿ êàæäîé x 6= 0 ãðóïïà èçîòðîïèè Hx = 2nZ

(n ≥ 1) , êðîìå òîãî, H0 = Z . Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàæäîãî îïåðàòîðà Hx(θ)îáðàçóþò äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî â R+ , êîòîðîå îòäåëåíî îò íóëÿ. Ñïåêòð îïå-ðàòîðà Hx ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ [am(x), bm(x)] , ãäå am(x) < bm(x) <
< am+1(x) < bm+1(x) . Â ñèëó òåîðåìû 3 ìíîæåñòâà

Σ′
m = {(x, am(x)) x ∈ P} Σ′′

m = {(x, bm(x)) x ∈ P}ñóòü íåïðåðûâíûå ïîâåðõíîñòè â P × R . Èç òåîðåìû XIII.91 [6℄ ñëåäóåò, ÷òî
Σ′

m ∩ Σ′′
m+1 = (0, bm(0) = am+1(0))äëÿ ëþáîãî m .Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà V ïåðåñå÷åíèå Σ′

m è Σ′′
m áóäåò ñîñòîÿòüèç äóã â P × C , ïðîåêòèðóþùèõñÿ â òî÷êó 0 ∈ P ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè

P × C → P .2.3.2. Ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì äåéñòâóåò îïåðàòîð H , � ïðîñòðàí-ñòâî �óíêöèé íà ñëîå. Ïóñòü âñå ñëîè ñëîåíèÿ F êîìïàêòíû. Â [2℄ ïîêàçàíî,÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ α : M → P × R/HP . Ýòàáèåêöèÿ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâà {p}×R/HP íà îòðåçêè ñëîåâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êèèç P . Íà R/HP ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ìåðó, à íà P ðàññìîòðèì ìåðó µP , èí-âàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî HP , ïîñòðîåííóþ ïî HP -èíâàðèàíòíîé ìåòðèêå íà P ,ïîñòðîåííîé â [1℄. Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìåð äàåò ìåðó íà P × R/HP , è ñ ïîìîùüþáèåêöèè α ýòà ìåðà ïåðåíîñèòñÿ íà M. Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííóþ òàêèì îáðàçîììåðó íà M ÷åðåç µ . Ïîëîæèì L2(M) = L2(M,µ) .Ïóñòü H � îïåðàòîð Øðåäèíãåðà (2). Äëÿ êàæäîãî ñëîÿ L ñëîåíèÿ F îïðåäå-ëèì îïåðàòîð
HL : L2(M)|L → L2(M)|L,HL(f |L) = H(f)|L.Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà (2) ÿñíî, ÷òî îïåðàòîð HL îïðåäåëåí êîð-ðåêòíî.Òåîðåìà 4. Ïóñòü âñå ñëîè ñëîåíèÿ F êîìïàêòíû. Òîãäà ñïåêòð îïåðàòîðàØðåäèíãåðà HL íåïðåðûâíî (ñì. òåîðåìó 3) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p ∈ P .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 èìååì C∞

0 (M)|L = C∞(L) . Ñëåäîâàòåëüíî,çàìûêàíèå C∞
0 (M)|L â L2(L, dt) åñòü L2(L, dt) .
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L2(M) = L2(R/HP × P ) =

⊕∫

P

L2(R/HP )dµP =

⊕∫

P

H ′dµP ,ãäå H ′ = l2 , è èçîìîð�èçì L2(R/HP , dx) ↔ H ′ îïðåäåëåí ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.Çàìåòèì åùå, ÷òî L2(L) = ⊕x∈L
⋂

PL
2(R/HP , dx) . Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3, òî åñòü ðåçîëüâåíòà êàæäîãî îïåðàòîðà íà l2 �êîìïàêòíûé îïåðàòîð (�îðìóëà (152) äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íà ñ. 316 èç [6℄). Äàëååïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì òåîðåìû XIII.64 è XII.11 [6℄.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) äåéñòâèå HP ñîõðàíÿåò íåêîòîðóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà P ,2) îðáèòà êàæäîé òî÷êè ïëîòíà.Êàê äîêàçàíî â [1℄, â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðà C0(M)|L ñîñòîèò èç ïðåäåëüíî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé CΛ(L) .Òåîðåìà 5. Ñïåêòð îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà HL = −

d2

dx2
+V íà L , ãäå V åñòüïðåäåëüíî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, íå çàâèñèò îò ñëîÿ L ∈ F .Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è ðàíåå,

L2(M) = L2(R/HP × P ) =

⊕∫

P

L2(R/HP )dµP =

⊕∫

P

H ′dµP ,ãäå H ′ = L2([0, a], dx) ∼= l2 .Â ñèëó ïëîòíîñòè ñëîÿ L íà Sat(P ) çàìûêàíèå L2
Λ(L) ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷-íî äè��åðåíöèðóåìûõ ïðåäåëüíî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé C∞

Λ íà ñëîå ïîíîðìå lim
T→∞

√
1/(2T )

T∫
−T

f2(t)dt ñîâïàäàåò ñ L2(M) . Äàëåå äåéñòâóåì ïî ñõåìå, îïè-ñàííîé âûøå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ), ïðèìåíÿÿ òåîðåìûXIII.64 è XII.11 [6℄.Ñïåêòð HL çäåñü ñîñòîèò èç çàìûêàíèÿ îáúåäèíåíèÿ ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ íà
H ′ íàä òî÷êàìè L⋂

P . Íî â ñèëó çàìêíóòîñòè ñïåêòðà è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòèñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ îò p ∈ P ñïåêòð îïåðàòîðà HL íå çàâèñèò îò ñëîÿ L .Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü L(p) � ñëîé, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó p ∈ P . Åñëè
codimF = 1 , HP ñîõðàíÿåò íåêîòîðóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà P è çàìûêàíèåêàæäîãî ñëîÿ êîìïàêòíî, òî ñïåêòðû ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà HL(p)íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò p â ñìûñëå òåîðåìû 3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå HP -èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêèâ ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé HP -èíâàðèàíòíîé ìåðû [1℄.Åñëè P ∼= R , òî, ïîñêîëüêó a ∈ HP : P → P � èçîìåòðèÿ, äëÿ ëþáîãî x ∈ Pîðáèòà (anx)n∈Z íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî ýòà îðáèòà êîìïàêò-íà òîëüêî â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå a = id . Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿâûòåêàåò èç òåîðåìû 4.Ïóñòü P ∼= S1 . Ïóñòü íà P ñóùåñòâóåò HP -èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà. Òîãäà, åñëèñóùåñòâóåò òî÷êà, ó êîòîðîé îðáèòà êîíå÷íà, òî è îðáèòà ëþáîé òî÷êè êîíå÷íà,è âñå îðáèòû ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå



64 Ï.Í. ÈÂÀÍÜØÈÍêàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ F êîìïàêòåí. Òîãäà óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èçòåîðåìû 4.Åñëè æå íà P íåò òî÷åê ñ êîíå÷íîé ïðè äåéñòâèè HP îðáèòîé, òî ìû ïîïàäàåìâ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3 [11℄, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå HP ñòðîãî ýðãîäè÷íî.Òîãäà èç òåîðåìû 1.1 [11℄ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ P îðáèòà (anx)n∈Zïëîòíà â P . Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.SummaryP.N. Ivanshin. Operators on leaves of the foliation generated by lo
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∏
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