
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 147, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2005
ÓÄÊ 514.16ÎÁ ÈÍÔÈÍÈÒÅÇÈÌÀËÜÍÛÕ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÀÕÏÎ×ÒÈ ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û ÍÀÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÌ �ÀÑÑËÎÅÍÈÈ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ�ÎËÀ��ÀÍÆÅÂÀ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÌ.Â. ÑîðîêèíàÀííîòàöèÿÍà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè îáîáùåííîãî ëàãðàíæåâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíà ïî÷òèñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Äîêàçàíî, ÷òî åñòåñòâåííîå èí�èíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçî-âàíèå ÿâëÿåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûì àâòîìîð�èçìîì ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðûòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûì äâèæåíèåì îáîáùåííîãîëàãðàíæåâà ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ïðîèçâîëüíûå èí�èíèòåçèìàëüíûå àâòîìîð�èçìû ñîõðà-íÿþò íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü è ðàññëîåííóþ ñòðóêòóðó, òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðûËè òàêèõ àâòîìîð�èçìîâ íå ïðåâîñõîäèò n(3n + 5)/2 , ãäå n � ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãîìíîãîîáðàçèÿ.1. Ïóñòü M � n-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, TM � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèåíàä M , π : TM → M � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, (xi) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà
M , (xA) =

(
xi, xn+i = yi

) � åñòåñòâåííûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà TM. Çàäàíèåíåâûðîæäåííîãî ñèììåòðè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ
g = gij(x, y)dxi ⊗ dxj (1)oïðåäåëÿåò íà M îáîáùåííóþ ëàãðàíæåâó ñòðóêòóðó, à Ln = (M, g) íàçûâàåòñÿîáîáùåííûì ëàãðàíæåâûì ïðîñòðàíñòâîì.Ïóñòü ∇ � óñå÷åííàÿ ñâÿçíîñòü Êàðòàíà ðåãóëÿðíîãî îáîáùåííîãî ëàãðàíæåâàïðîñòðàíñòâà Ln ñ êîìïîíåíòàìè Γ∗k

ij (x, y) . Ñâÿçíîñòü Êàðòàíà ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-ðè÷åñêîé è ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé (1): Γ∗k
ij = Γ∗k

ji , ∇g = 0 . Ñâÿçíîñòü ∇ èíäó-öèðóåò íåëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ñ êîý��èöèåíòàìè Nk
i = Γ∗k

ij yj . Âåêòîðíûå ïîëÿ
(δA) = (δi, ∂n+i) , ãäå δi = ∂i − Nk

i ∂n+k , ∂n+i = ∂/∂yi , îáðàçóþò ëîêàëüíûé áàçèñâåêòîðíûõ ïîëåé íà TM . Êîììóòàòîðû âåêòîðíûõ ïîëåé èìåþò âèä
[δA, δB] = RC

ABδC ,ãäå
Rn+k

ij = δjN
k
i − δiN

k
j , Rn+k

in+j = Nk
i·j, Rn+k

n+ij = −Nk
j·i,

Rk
ij = Rk

in+j = Rk
n+ij = Rk

n+in+j = Rn+k
n+in+J = 0.Êîðåïåð, äóàëüíûé {δA} , ñîñòîèò èç �îðì δxA = (dxi, δyi) , ãäå δyi = dyi +Nk

i dxk .Çàìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû Γ∗k
ij ñâÿçíîñòè Êàðòàíà îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõñîîòíîøåíèé: ∇δi

∂j = Γ∗k
ij ∂k .



ÎÁ ÈÍÔÈÍÈÒÅÇÈÌÀËÜÍÛÕ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÀÕ 155�àññìîòðèì íà TM ðèìàíîâó ìåòðèêó G òèïà Ñàñàêè, îïðåäåëåííóþ óñëîâè-ÿìè
G(Xh, Y h) = G(Xv, Y v) = g(X, Y )v,

G(Xh, Y v) = G(Xv, Y h) = 0, (2)ãäå Xh , Y h , Xv , Y v � ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ëè�òû âåêòîðíûõ ïîëåéñ áàçû M íà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM. Â êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà (2) èìååò âèä
G = gijdxi ⊗ dxj + gijδy

i ⊗ δyj . (3)�àñïðåäåëåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîùàäîê ñâÿçíîñòè ∇ îïðåäåëÿåò íà TM êà-íîíè÷åñêóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó J :
JXh = Xv, JXv = −Xh. (4)Ìåòðèêà (2) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé îòíîñèòåëüíî (4), ò. å. G(JX̃, JỸ ) = G(X̃, Ỹ ) äëÿëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X̃, Ỹ íà TM, è ìû èìååì íà TM ïî÷òè ýðìèòîâó ñòðóê-òóðó (G, J) . Ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-�îðìà ýòîé ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì: Ω(X̃, Ỹ ) = G(X̃, JỸ ) . Ôîðìà Ω îïðåäåëÿåò íà TM ïî÷òè ñèìïëåêòè÷å-ñêóþ ñòðóêòóðó

Ω(Xh, Y h) =Ω(Xv, Y v) = 0,

Ω(Xh, Y v) = − Ω(Xv, Y h) = −g(X, Y )v.
(5)Â êîîðäèíàòàõ �îðìà Ω èìååò âèä

Ω = gijδy
i ∧ dxj . (6)Åñëè �îðìà Ω çàìêíóòà: dΩ = 0 , òî îíà îïðåäåëÿåò íà TM ñèìïëåêòè÷åñêóþñòðóêòóðó. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìåòðèêà (1) ðèìàíîâà èëè �èíñëåðîâà, òî Ω � ñèì-ïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà TM .Íà TM ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇̃ . Â ñëó÷àå, êîãäà ìåòðèêà (1) ðè-ìàíîâà, ñâÿçíîñòü ∇ åñòü ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà è ∇̃ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:

∇̃XhY h = (∇XY )h, ∇̃XvY h = ∇̃XvY v = 0, ∇̃XhY v = (∇XY )v. (7)Åñëè (1) � îáîáùåííàÿ ëàãðàíæåâà ìåòðèêà, òî
∇̃XhY h = (∇XhY )h, ∇̃XvY h = ∇̃XvY v = 0.∇̃XhY v = (∇XhY )v. (8)Åñëè ∇̃δA
δB = Γ̃C

ABδC , òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ýòîé ñâÿçíîñòè èìåþò âèä
Γ̃k

ij = Γ̃n+k
in+j = Γ∗k

ij .Ñâÿçíîñòü ∇̃ ñîãëàñîâàíà ñ �îðìîé Ω , ò. å. ∇̃Ω = 0 . Äåéñòâèòåëüíî, â ëîêàëü-íûõ êîîðäèíàòàõ èìååì
δCΩAB − Γ̃P

CAΩPB − Γ̃P
CBΩAP . (9)Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ (9) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåðèé èíäåêñîâ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇kgij = 0ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ∇̃CΩAB = 0 .



156 Ì.Â. ÑÎ�ÎÊÈÍÀ2. Âåêòîðíîå ïîëå X̃ = ξAδA íà TM ÿâëÿåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûì àâòîìîð-�èçìîì ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ω , åñëè ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò Ω âäîëü
X̃ ðàâíà íóëþ: L

X̃
Ω = 0 . Â àäàïòèðîâàííîì ðåïåðå (δA) ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

ξC(δCΩAB − ΩPBRP
CA − ΩAP RP

CB) + δAξP ΩPB + δBξP ΩAP = 0. (10)�àññìîòðèì àâòîìîð�èçìû ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùèå èçïðåîáðàçîâàíèé áàçû, ïðîäîëæåííûõ íà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Â ýòîì ñëó÷àåâåêòîð èí�èíèòåçèìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü ïîëíûé ëè�ò íåêîòîðîãî ïîëÿ
X = ξi(x)∂i áàçû

XC = ξi(x)δi + yk∇kξi∂n+i. (11)Åñëè XC åñòü àâòîìîð�èçì ñòðóêòóðû Ω , òî LXC Ω = 0 . Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (10)äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåðèé èíäåêñîâ
ξC(δCgij − gkjR

k
Ci − gikRn+k

Cn+j) + δiξ
kgkj + ∂n+jξ

n+kgik = 0, (12)
ξC(δCgij − gkjR

n+k
Cn+i − gikRk

Cj) + ∂n+iξ
n+kgkj + δjξ

kgik = 0, (13)
ξC(gkjR

n+k
Ci − gikRn+k

Cj ) + δiξ
n+kgkj − δjξ

n+kgik = 0, (14)
ξC(gkjR

k
Cn+i − gikRn

Cn+j) + ∂n+iξ
kgkj − ∂n+jξ

kgik = 0. (15)Óðàâíåíèÿ (12) è (13) ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì
LXgij = 0, (16)(14) ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì

gkjLXNk
i − gikLXNk

j = 0. (17)Óðàâíåíèÿ (15) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.Èç óðàâíåíèÿ (16) ñëåäóåò LXΓ∗k
ij = 0 , çíà÷èò, LXNk

i = 0 . Òàêèì îáðàçîì, (17)ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè (16). Ñëåäîâàòåëüíî, (10) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà èìååò ìåñòî (16). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëíûé ëè�ò XC âåêòîðíîãî ïîëÿ X áûë èí�è-íèòåçèìàëüíûì àâòîìîð�èçìîì ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ω íà TM,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîðíîå ïîëå X áûëî èí�èíèòåçèìàëüíûìäâèæåíèåì ïðîñòðàíñòâà Ln .Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü àëãåáðû èí�èíèòåçè-ìàëüíûõ àâòîìîð�èçìîâ ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ω ðàâíà ìàêñèìàëü-íîé ðàçìåðíîñòè àëãåáðû Ëè äâèæåíèé ðåãóëÿðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ln , ò. å. ðàâíà
n(n + 1)/2 .3. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå àâòîìîð�èçìû íà TM, ñîõðàíÿþùèå ñëîè. Êàêèçâåñòíî, òàêèå àâòîìîð�èçìû îïðåäåëÿþòñÿ ïðîåêòèðóåìûìè âåêòîðíûìè ïîëÿ-ìè íà TM [1℄. Âåêòîðíîå ïîëå X̃ íà TM ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèðóåìûì, åñëè dπX̃ åñòüâåêòîðíîå ïîëå íà M. Â ýòîì ñëó÷àå â êîîðäèíàòàõ ïîëå X̃ èìååò âèä

X̃ = ξi(x)δi + ξn+i(x, y)∂n+i. (18)Ïîòðåáóåì, ÷òîáû àâòîìîð�èçìû, ñîõðàíÿþùèå ñëîè, îñòàâëÿëè èíâàðèàíòíîéâïîëíå ïðèâîäèìóþ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇̃ , ò. å.
L

X̃
Γ̃C

AB = 0. (19)



ÎÁ ÈÍÔÈÍÈÒÅÇÈÌÀËÜÍÛÕ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÀÕ 157Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (10) â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ξC(∇̃CΩAB − ΩPBSP

AC − ΩAP SP
BC) + ∇̃AξP ΩPB + ∇̃BξP ΩAP = 0, (20)ãäå SC

AB = Γ̃C
AB − Γ̃C

BA − RC
AB � êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèÿ ñâÿçíîñòè ∇̃ .Ïóñòü

ξC
B = ∇̃BξC − ξP SC

BP , (21)òîãäà óðàâíåíèÿ (20) ïðèìóò âèä
ΩCAξC

B + ΩACξC
B = 0. (22)Àíàëîãè÷íî, çàìåíèâ â (19) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîâàðèàíòíûìè, ïîëó÷èì

∇̃A∇̃BξC − ∇̃AξP SC
BP − ξP ∇̃ASC

BP + ξP KC
ABP = 0, (23)ãäå KC

ABP � êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ∇̃ . C ó÷åòîì (21) óðàâíåíèÿ(23) ïðèìóò âèä
∇̃AξC

B + ξP KC
ABP = 0. (24)Íàðÿäó ñ 2n íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè ξC(x, y) � êîìïîíåíòàìè èí�èíèòåçèìàëü-íîãî àâòîìîð�èçìà � ââåäåì íîâûå �óíêöèè

ξAB = ξC
AΩCB. (25)Â ñèëó òîãî, ÷òî ∇̃ ñîãëàñîâàíà ñ Ω , óðàâíåíèÿ (24) ïðèìóò âèä

∇̃AξBC + ξP KABCP = 0, (26)ãäå KABCP = ΩSCKS
ABP .Èç (21), (22), (25), (26) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðíîå ïîëå X̃ ÿâëÿëîñüàâòîìîð�èçìîì ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ñîõðàíÿþùèì ñâÿçíîñòü ∇̃ ,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèè ξA è ξAB ÿâëÿëèñü ðåøåíèåì ñèñòåìûóðàâíåíèé

ξAB − ξBA = 0, (27)
∇̃BξC = ΩCP ξPB + ξP SP

BC , (28)
∇̃AξBC = −ξP KABCP , (29)ãäå ΩCP ΩPA = δC

A . Óðàâíåíèÿ (28) è (29) ïðåäñòàâèìû â âèäå, ðàçðåøåííîì îò-íîñèòåëüíî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îò 2n + 4n2 íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ξA è ξAB ,à óðàâíåíèÿ (27) íàêëàäûâàþò íà �óíêöèè ðÿä àëãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèé. Åñëèóñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (28) è (29) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, òîêàê èçâåñòíî èç [2℄, îáùåå ðåøåíèå çàâèñèò îò r = 2n + 4n2 − s ïðîèçâîëüíûõïîñòîÿííûõ, ãäå s � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèé â (27).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X̃ ïðîåêòèðóåìî íà áàçó, èç (21) ñëåäóåò, ÷òî
ξk
n+j = 0 (n2 óñëîâèé). Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (27) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåðèé èíäåêñîâ:

gikξn+k
j − gkjξ

n+k
i = 0, (30)

gikξk
j + gkjξ

n+k
n+i = 0, (31)

gikξn+k
n+j + gkjξ

k
i = 0, (32)

gikξk
n+j − gkjξ

k
n+i = 0. (33)Óðàâíåíèÿ (30) íàêëàäûâàþò n(n−1)/2 óñëîâèé, óðàâíåíèÿ (31) è (32) çàâèñèìû èîïðåäåëÿþò n2 ñâÿçåé, à (33) äëÿ ïðîåêòèðóåìîãî ïîëÿ âûïîëíåíû òîæäåñòâåííî.Òàêèì îáðàçîì, s = (n− 1)/2 + 2n2 . Ñëåäîâàòåëüíî, r = n(3n + 5)/2 . Èìååò ìåñòî



158 Ì.Â. ÑÎ�ÎÊÈÍÀÒåîðåìà 2. �àçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èí�èíèòåçèìàëüíûõ àâòîìîð�èçìîâïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ω , ñîõðàíÿþùèõ ñëîè êàñàòåëüíîãî ðàññëîå-íèåÿ è ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇̃ , íå ïðåâîñõîäèò n(3n + 5)/2 .Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà X̃ � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà êàñàòåëüíîìðàññëîåíèè, óðàâíåíèÿ (30)�(33) íàêëàäûâàþò íà íåèçâåñòíûå �óíêöèè ξA, ξAB
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