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Аннотация

Рассмотрена задача идентификации механических характеристик волокнистого ком-
позитного материала, из которого путем наложения под углом к краю изготовлены ци-
линдрические панели или предварительно изогнутые пластины. Задача решена на основе
анализа результатов испытаний конструкций с доведением их до потери несущей способ-
ности по причине потери устойчивости. Преимущество предложенного подхода состоит в
том, что в экспериментах не требуется замерять деформации или перемещения указанных
элементов конструкций (при этом не требуется наличие сложных измерительных прибо-
ров, их тарировка, длительная отладка методик проведения эксперимента). Необходимо
определять только критические значения нагрузки, что не требует большого времени на
проведение испытаний. Кроме того, подобные испытания не являются разрушающими при
нагружении, что обеспечивает возможность многократного использования образца при
разных видах нагрузки и условий закрепления. Методика идентификации основана на
минимизации квадратичной невязки между результатами решения прямых задач устой-
чивости и результатами экспериментов. Путем введения в невязку возможных погреш-
ностей измерения экспериментальных данных получена расширенная постановка задачи.
Численными решениями модельных задач показано, что решение задачи устойчиво к
вариациям исходных данных. Предложенный подход позволяет получить расчетные ме-
ханические характеристики композитного материала, близкие к истинным, даже в случае
немалого разброса жесткостных характеристик композитного материала от образца к об-
разцу и погрешности определения критической нагрузки.

Ключевые слова: волокнистый композит, метод идентификации, минимизация,
устойчивость, критическая нагрузка, жесткостные характеристики, численный экспери-
мент

1. Постановка задачи и метод решения

Рассмотрим волокнистый композитный материал (ВКМ) в виде тонкой упру-
гой оболочки, изготовленной разноориентированным наложением слоев. Основные
уравнения, описывающие ее поведение, считаются известными.

Уравнения равновесия можно записать в общем виде

F (w, P, g, k) = 0. (1)
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Здесь w = (wx, wy, wz) и P = (px, py, pz) – векторы перемещения и нагрузки в
осях x, y, z ; k – вектор, составленный из конструктивных параметров; g – вектор
независимых упругих констант ВКМ, подлежащих определению.

Граничные условия представим в виде

f (w, P, g, k) = ψ. (2)

Здесь ψ – вектор известных на границе области физических величин.
Механические характеристики ВКМ принадлежат заранее определенному про-

странству функций, то есть они должны удовлетворять некоторым ограничениям
и условиям. Запишем их в виде

B1(g) = 0, B2(g) ≥ 0. (3)

Будем считать, что мы можем определить формы потери устойчивости и крити-
ческую нагрузку, при которой происходит потеря устойчивости, используя извест-
ные методы [1–8]. Таким образом, предполагаем, что выражение для расчетной
критической нагрузки P расч имеет вид

P расч = P расч(g, k). (4)

Рассмотрим задачу определения констант g на основе минимизации невязки
расчетных и экспериментальных значений критических нагрузок.

Пусть проведены N серий испытаний упругих элементов с доведением их до
потери устойчивости. Обозначим через P эксп

i (i = 1, . . . , N ) найденные из экспе-
римента критические нагрузки, через kэкспi – векторы, составленные из конструк-
тивных параметров экспериментальных образцов.

Подставим kэкспi в соотношение (4) и поставим задачу определения упругих
характеристик ВКМ из следующих соотношений:

P эксп = P расч(g, kэксп). (5)

В общем случае система (5) не может быть решена точно. Поэтому для по-
лучения наилучшего решения системы данную задачу обычно сводят к задаче
математического программирования, то есть к определению минимума функции
цели, представляющей собой некоторую меру невязки уравнений (5).

Традиционной задаче идентификации [9] обычно соответствует следующая це-
левая функция:

δ2
P =

N∑

i=1

(
P расч

i − P эксп
i

P эксп
i

)2

· ni, (6)

где ni – весовые коэффициенты.
При минимизации (6) должны быть учтены ограничения (3). Минимизация

функции (6) может привести к решению, не удовлетворяющему уравнениям (1)
и (2) с приемлемой точностью (вследствие наличия погрешностей определения ис-
ходных данных и погрешностей используемых моделей или же сильной чувстви-
тельности задачи к этим погрешностям).

Если решение задачи в традиционной постановке неустойчиво к вариациям ис-
ходных данных, то необходимо применять какие-либо методы регуляризации. Ино-
гда повышения устойчивости задачи можно добиться, используя формулировку
проблемы идентификации в расширенной постановке [2].

Применительно к данной задаче суть ее заключается в следующем. Во-первых,
считаем, что при изготовлении композиционный материал меняет свои свойства от
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образца к образцу, во-вторых, имеются как погрешности измерения критических
нагрузок P эксп

i , так и погрешности замеров конструктивных параметров экспери-
ментальных образцов kэкспi .

Вместо одного неизвестного вектора g ищем неизвестные P расч
i , gрасчi , kрасчi ,

ψрасч
i , приближенно удовлетворяя следующей системе уравнений:

F (wрасч
i , P расч

i , gрасчi , kрасчi ) = 0, f(wрасч
i , P расч

i , gрасчi , kрасчi ) = ψрасч
i ,

P расч
i − P эксп

i = 0, gрасчi − g = 0, ψрасч
i − ψэксп

i = 0,

kрасчi − kэкспi = 0, i = 1, . . . , N.

(7)

Здесь gрасчi – векторы, принадлежащие предполагаемому классу функций; P расч
i ,

P эксп
i – расчетные и найденные из эксперимента критические нагрузки соответ-

ственно. Соотношения (3) будем считать удовлетворяющими строго.
Введем следующие функции:

∆gi = gрасчi − g, ∆ki = kрасчi − kэкспi ,

∆ψi = ψрасч
i − ψэксп

i , P эксп
i = P расч

i + ∆Pi.

На функции ∆gi, ∆ki, ∆ψi, ∆Pi наложим ограничения, потребовав их ма-
лость:

|∆gi| ¿ |g| , |∆ki| ¿ |kэкспi | , |∆Pi| ¿ |P эксп
i | , |∆ψi| ¿ |ψэксп

i | .

Функция цели в расширенной постановке имеет вид

Φ2 = δ2
P + δ2

∆g + δ2
∆P + δ2

∆k + δ2
∆ψ + (Fα)2 + [(f − ψ)γ]2,

δ2
P =

N∑

i=1

(
P расч

i − P эксп
i

P эксп
i

)2

· ni, δ2
∆P =

3∑

i=1

∆P 2
i · li,

δ2
∆g =

N∑

i

M∑

j

(∆gij)
2 · zi, δ2

∆k =
N∑

i

L∑

j

(∆kij)
2
mi, δ2

∆ψ =
N∑

i

(∆ψiχ)2 . (8)

|∆gij | ≤ βg

∣∣∣∣∣∣

M∑

j=1

gj

∣∣∣∣∣∣
, βg ¿ 1; |∆Pi| ≤ βp |P эксп

i | , βp ¿ 1;

|∆ψi| ≤ βψ |ψэксп
i | , βψ ¿ 1; |∆kij | ≤ βk

∣∣kэкспij

∣∣ , βk ¿ 1.

Здесь M – количество жесткостных характеристик ВКМ; L – количество кон-
структивных параметров образца; ni, li, zi, mi – нормирующие весовые коэффи-
циенты; α, γ, χ – вектора, составленные из нормирующих весовых коэффициен-
тов; P расч

i , gрасчij , векторы ∆gij , ∆Pi, ∆ψi, ∆kij – искомые величины.
Часть уравнений в (7) можно удовлетворить точно, тогда получим задачу на

условный экстремум функции Φ2 .

2. Апробация метода на модельных задачах

Изложим предложенный подход на примере шарнирно закрепленной предва-
рительно изогнутой сжимающей силой тонкой упругой пластины, изготовленной
наложением слоев ВКМ под углом ±ϕ к оси x и находящейся под действием
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центрально приложенной сосредоточенной нагрузки. Рассмотрим случай несим-
метричной формы потери устойчивости. Для всех других вариантов закрепления
краев, внецентренного приложения внешней нагрузки, а также для случая цилин-
дрической панели задача решается совершенно аналогично.

Решение основываем на упрощенной формуле для Pкр , при которой изогнутая
пластинка теряет устойчивость [8]:

Pкр =
aπ3

√
3b2

D, (9)

где D – цилиндрическая жесткость, a – стрела подъема, 2b – длина пролета.
Рассмотрим несколько модельных задач, часть из которых решим в предполо-

жении, что критическая нагрузка найдена из эксперимента с некоторой погреш-
ностью, а другие – в предположении, что учтено также влияние технологических
факторов процесса изготовления упругих элементов, то есть в предположении, что
жесткостные характеристики ВКМ варьируются от образца к образцу.

В качестве теоретически точных значений жесткостных характеристик ВКМ,
из которого изготовлены пластины, приняты следующие значения, приведенные
в [10] для углепластика: E1 = 180 ГПа, E2 = 6.2 ГПа, G12 = G13 = 5 ГПа, ν12 =
= 0.007 , G23 = 4 ГПа (E1, E2 – модули упругости вдоль и поперек армирования,
G12, G23, G31 – модули сдвига, ν12 – коэффициент Пуассона).

Как будет видно из численных экспериментов, применение (8) вместо (6) дей-
ствительно позволяет восстанавливать жесткостные характеристики слоя с доста-
точной точностью как в случае приближенных значений экспериментальных дан-
ных, так и при наличии разброса значений жесткостных характеристик от образца
к образцу.

2.1. Традиционный подход. Согласно вышеизложенному задача иденти-
фикации в традиционной постановке [9, 11, 12] основана на минимизации функции
цели в виде (6):

δ2
P =

N∑

i=1

(
P расч

i − P эксп
i

P эксп
i

)2

· ni, (10)

где P расч
i , P эксп

i – расчетные и найденные из эксперимента критические нагрузки
соответственно; ni – весовые коэффициенты, N – количество проведенных экспе-
риментов.

Для нахождения расчетной критической нагрузки P расч
i используем упрощен-

ную аналитическую формулу (9):

P расч =
aπ3

√
3b2

D. (11)

Цилиндрическая жесткость предварительно сжатой пластинки, образованной
путем наложения под углом ±ϕ к оси x КМ типа ленты, имеет следующий вид
[10, 13]:

D = g11 cos4 ϕ + g22 sin4 ϕ + 2(g12 + 2g33) cos2 ϕ sin2 ϕ,

где gij – жесткостные характеристики композитного материала в осях ортотропии
однонаправленного материала.

При решении задачи нелинейного программирования использовались градиент-
ный (квазиньютоновский) и поисковый (деформируемого многогранника) методы
(использовались стандартные процедуры пакета Mathematica). Полученные с по-
мощью них результаты не имеют какого-либо существенного различия, различной
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Табл. 1
Результаты численных экспериментов по идентификации жесткостных характеристик
gрасч11 , gрасч22 , Dрасч

3 ВКМ в традиционной постановке при различных погрешностях ∆Pi

определения критической нагрузки

δ∆P gрасч11 gрасч22 Dрасч
3

√
δ2

P ki

0%∗∗ 180.25 (0%) 6.2088 (0%) 11.262 (0%) 0 1
0%∗ 179.96 (0.2%) 5.1682 (16.8%) 11.909 (5.7%) 6.06·10−4 1
1% 185.52 (2.9%) 25.369 (308%) 0 0.179 1
5% 184.80 (2.5%) 31.919 (414%) 0 0.067 1
10% 181.84 (0.9%) 41.5 (569%) 0 0.147 1
20% 168.91 (6.3%) 65.562 (955%) 0 0.307 1

Табл. 2
Результаты численных экспериментов по идентификации жесткостных характеристик
gрасч11 , gрасч22 , Dрасч

3 ВКМ в традиционной постановке при различных погрешностях ∆Pi

определения критической нагрузки и наличии технологических изменений

δ∆P + δ∆g gрасч11 gрасч22 Dрасч
3

√
δ2

P ki

0% 180.25 (0%) 6.2088 (0%) 11.262 (0%) 0 1
1% 187.38 (3.9%) 25.498 (310%) 0 5.10·10−3 1
5% 194.04 (7.6%) 32.878 (429%) 0 6.78·10−2 1
10% 200.03 (10.9%) 44.389 (615%) 0 0.147 1
20% 202.69 (12.4%) 76.071 (1125%) 0 0.307 1

оказалась лишь скорость сходимости решения – градиентный метод имеет бо́льшую
скорость по сравнению с поисковым методом.

Численный анализ показал, что указанная методика позволяет определить для
ВКМ две жесткостные характеристики g11 и g22 , а также приведенную жесткость
D3 = g12 + 2g33 , причем для их определения необходимо провести как минимум
три эксперимента с пластинами при разных углах укладки слоев ±ϕ .

Рассмотрим пример определения жесткостных характеристик углепластика по
результатам трех численных экспериментов с различными погрешностями опреде-
ления критической нагрузки и углами ϕ = 25◦, 35◦, 45◦ . В качестве эксперимен-
тальных значений P эксп

i используем величины критических нагрузок, полученных
по формуле (11). При этом принималось, что жесткостные характеристики для
рассматриваемого углепластика имеют следующие значения: g11 = 180.25 ГПа,
g22 = 6.2088 ГПа, D3 = g12 + 2g33 = 11.262 ГПа.

Для решения задачи восстановления жесткостных характеристик g11, g22, D3

в традиционной постановке минимизировалась функция цели (10). Результаты рас-
четов представлены в табл. 1. В первом столбце приведены погрешности измерения
критических нагрузок P эксп

i . Эти погрешности задавались по нормальному закону
распределения случайной величины.

Численный анализ показал, что при решении задачи в традиционной поста-
новке иногда не хватает установленной по умолчанию в пакете Mathematica точ-
ности. Например, в третьей строчке табл. 1 (отмечено одной звездочкой) приведены
результаты, полученные при установленной по умолчанию точности 16 значащих
цифр, а во второй строчке (отмечено двумя звездочками) – при рабочей точности
40 значащих цифр.

Теперь рассмотрим задачу в усложненной постановке. Кроме предположения
о том, что критические нагрузки P эксп

i измерены с некоторой погрешностью, будем
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считать, что жесткостные характеристики композитной ленты меняют (хотя и не
сильно) свои свойства в процессе изготовления конструкции. Результаты реше-
ния задачи идентификации с использованием функции цели (10) представлены
в табл. 2. Так как наилучшие результаты получены при удержании 40 знача-
щих цифр, то при решении следующих задач этого раздела была использована
эта точность. В первом столбце приведены погрешности ∆Pi измерения критиче-
ских нагрузок и изменения жесткостных характеристик ВКМ. Здесь также разброс
исходных данных задавался по нормальному закону распределения случайной ве-
личины.

Из представленных в табл. 1, 2 результатов видно, что небольшой разброс жест-
костных характеристик композитной ленты в процессе изготовления конструкции
или небольшие погрешности измерения критических нагрузок P эксп

i приводят при
использовании традиционного подхода к существенному отличию расчетных зна-
чений малых жесткостных характеристик g22, D3 от истинных.

2.2. Использование расширенной функции цели. Методику расшире-
ния функции цели продемонстрируем первоначально на задаче о нахождении
жесткостных характеристик углепластика, по результатам испытаний трех пла-
стин с углами укладки слоев ϕ = 25◦, 35◦, 45◦ , в которой будем учитывать только
погрешности измерения критической нагрузки ∆Pi .

С учетом предположения о малости погрешности определения критической на-
грузки ∆Pi из эксперимента расчетную критическую нагрузку ищем в виде

Pi = P расч
i (1 + α sin(∆Pi/P расч

i )) ,

где α sin(∆Pi/P расч
i ) имитирует погрешности измерения нагрузки; α – малая без-

размерная величина (α ¿ 1), которая задает порядок погрешности измерения;
P расч

i и ∆Pi – искомые параметры.
Функцию цели примем в виде Φ2 = δ2

P + δ2
∆P , где

δ2
P =

N∑

i=1

(
Pi − P эксп

i

P эксп
i

)2

· ni, δ2
∆P =

N∑

i=1

∆P 2
i · li.

Функция цели расширена за счет новых варьируемых параметров: ∆Pi – по-
грешностей измерения критической нагрузки; ni, li – нормирующих весовых ко-
эффициентов.

Для сравнения с традиционным подходом рассмотрим задачу о нахождения
жесткостных характеристик углепластика при тех же значениях P расч

i , которые
были использованы при составлении табл. 1. Полученные при решении задачи ре-
зультаты представлены в табл. 3, в первом столбце которой приведена погрешность
измерения критической нагрузки.

Из табл. 3 видно, что решение задачи в расширенной постановке устойчиво к по-
грешностям исходных данных, и предложенный подход позволяет получить расчет-
ные механические характеристики, близкие к истинным, даже в случае большой
погрешности определения критической нагрузки.

Теперь рассмотрим задачу о нахождении жесткостных характеристик угле-
пластика по результатам испытаний трех пластин с углами укладки слоев ϕ =
= 25◦, 35◦, 45◦ , в которой будем учитывать как технологические факторы изго-
товления (считаем, что при изготовлении композиционный материал меняет свои
свойства от образца к образцу), так и погрешности измерения критической на-
грузки ∆Pi . В этом случае функцию цели расширяем следующим образом:

Φ2 = δ2
P + δ2

∆P + δ2
∆g11

+ δ2
∆g22

+ δ2
∆D3

,
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Табл. 3
Результаты численных экспериментов по идентификации жесткостных характеристик
gрасч11 , gрасч22 , Dрасч

3 ВКМ в расширенной постановке при различных погрешностях опре-
деления критической нагрузки

δ∆P gрасч11 gрасч22 Dрасч
3

√
δ2

P ni ki

0% 180.25 (0%) 6.2088 (0%) 11.262 (0%) 0 1 1
1% 180.69 (0.2%) 6.1831 (0.4%) 11.435 (1.5%) 7.58·10−3 10−5 1
5% 180.3 (0.03%) 6.1973 (0.2%) 11.23 (0.3%) 2.78·10−4 10−8 1
10% 180.27 (0.01%) 6.3479 (2.2%) 11.211 (0.4%) 4.71·10−7 10−10 1
20% 180.3 (0.02%) 6.4461 (3.8%) 11.156 (0.9%) 5·10−12 10−14 1

Табл. 4
Результаты численных экспериментов по идентификации жесткостных характеристик
gрасч11 , gрасч22 , Dрасч

3 ВКМ в расширенной постановке при различных погрешностях опреде-
ления критической нагрузки и наличии разброса жесткостных характеристик от образца
к образцу

δ∆P + δ∆g gрасч11 gрасч22 Dрасч
3

√
δ2

P ni, li, mi ki

0% 180.25 (0%) 6.2088 (0%) 11.262 (0%) 0 1 1
1% 182.52 (1.2%) 6.0781 (2.1%) 11.523 (2.3%) 6.83·10−5 10−4 1
5% 189.31 (5%) 6.1635 (0.7%) 11.663 (3.6%) 4.51·10−8 10−7 1
10% 198.35 (10%) 5.8721 (5.4%) 12.241 (8.7%) 2.78·10−4 10−7 1
20% 216.43 (20%) 5.4507 (12.2%) 13.255 (17.7%) 2.72·10−4 10−8 1

где

δ2
∆g11

=
3∑

i=1

(
∆gi

11

)2 · ki, δ2
∆g22

=
3∑

i=1

(
∆gi

22

)2 · zi,

δ2
∆D3

=
3∑

i=1

(
∆Di

3

)2 ·mi, δ2
∆P =

3∑

i=1

∆P 2
i · li.

Расчетные жесткостные характеристики ищем в виде

g11 = gрасч11 (1 + β1 sin(∆g11/g11)), g22 = gрасч22 (1 + β2 sin(∆g22/g22)),

D3 = Dрасч
3 (1 + β3 sin(∆D3/D3)), gрасч11 > 0, gрасч22 > 0, Dрасч

3 > 0.

Здесь βi sin(·) – максимально возможная относительная величина изменения жест-
костей (βi ¿ 1); zi, li, mi, ki – нормирующие весовые коэффициенты, gрасч11 , gрасч22 ,
Dрасч

3 , ∆g11,∆g22, ∆D3 – искомые параметры. Результаты расчетов представлены
в табл. 4, в первом столбце которой приведены погрешности измерения критиче-
ской нагрузки и изменения жесткостных характеристик от образца к образцу. Ана-
лиз этих результатов показывает, что и в этом случае расширение функции цели
ведет к регуляризации задачи.

Заключение

Преимущество решения задачи определения механических характеристик ме-
тодами идентификации на основе анализа данных испытаний на устойчивость
оболочечных конструкций заключается в том, что для определения жесткостных
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характеристик в эксперименте не требуется проводить замеры деформаций или пе-
ремещений. Это сильно упрощает и удешевляет эксперимент, уменьшает время его
проведения. Кроме того, подобные испытания можно сделать неразрушающими.

На тестовых задачах показано, что при использовании традиционного подхода
небольшой от образца к образцу разброс жесткостных характеристик композитной
ленты (вызванный, например, процессом изготовления конструкции) и небольшие
погрешности измерения критической нагрузки приводят в задаче идентификации
к существенному отличию расчетных значений малых жесткостных характеристик
от истинных (то есть задача неустойчива к возмущению начальных данных). Таким
образом, применение стандартного подхода в реальных задачах идентификации,
вероятнее всего, приведет к получению результатов сильно отличающихся (в разы)
от истинных.

Путем численных экспериментов показано, что решение задачи в расширенной
постановке устойчиво к вариациям исходных данных. Предложенный подход позво-
ляет получить расчетные механические характеристики композитного материала,
близкие к истинным даже в случае немалого разброса жесткостных характеристик
композитного материала (до 20%) от образца к образцу и большой погрешности
(до 20%) определения критической нагрузки.
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Abstract

The problem of identifying the mechanical characteristics of a fibrous composite mate-
rial (FCM), from which cylindrical panels or pre-curved plates are made by superposition at
an angle to the edge, has been considered. The problem has been solved using the analysis of
the results of the tests of structures with bringing them to the loss of bearing capacity due to
loss of stability.

The advantage of the proposed approach is no necessity to measure the deformation or
movement of these structural elements during experiments (this does not require the pres-
ence of complex measuring devices, their calibration, long-term debugging of the experimental
techniques). Only the critical values of the load, which can be tested in a short period of
time, must be determined. In addition, such tests are not destructive under loading, which
enables the repeated use of the sample under different types of load and conditions of fixing.
The identification technique is based on minimizing the quadratic discrepancy between the re-
sults of solving direct problems of stability and the results of experiments. By introducing
the discrepancy of possible errors in experimental data measurement, an extended formula-
tion of the problem has been obtained. Numerical solutions of the model problems show that
the solution of the problem is stable to variations of the original data. The proposed approach
allows to obtain the calculated mechanical characteristics of the composite material close to
true even in the case of a considerable variation in the stiffness characteristics of the composite
material from sample to sample and errors in determining the critical load.

Keywords: fiber composite, identification method, minimization, stability, critical load,
stiffness characteristics, numerical experiment
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