
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ КАЗАНСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ

2017, Т. 159, кн. 2 ISSN 2541-7746 (Print)
С. 231–245 ISSN 2500-2198 (Online)

УДК 539.3

НЕСТАЦИОНАРНОЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОЕ
ДВИЖЕНИЕ УПРУГОГО МОМЕНТНОГО

ПОЛУПРОСТРАНСТВА ПОД ДЕЙСТВИЕМ
НЕСТАЦИОНАРНЫХ НОРМАЛЬНЫХ
ПОВЕРХНОСТНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Чан Ле Тхай1 , Д.В. Тарлаковский1,2

1Московский авиационный институт (национальный исследовательский
университет) , г. Москва, 125993, Россия

2НИИ механики МГУ имени М.В. Ломоносова, г. Москва, 119192, Россия

Аннотация

Рассматривается упругое однородное изотропное полупространство, заполненное сре-
дой Коссера. Деформированное состояние характеризуется независимыми векторами пе-
ремещения и поворота. В начальный момент времени и на бесконечности возмущения
отсутствуют. На границе полупространства заданы нормальные перемещения. Все компо-
ненты напряженно-деформированного состояния полагаются ограниченными. Использу-
ется цилиндрическая система координат с осью, направленной вглубь полупространства.
С учетом осевой симметрии разрешающая система уравнений включает в себя три ги-
перболических уравнений относительно скалярного потенциала и ненулевых компонент
векторного потенциала и вектора поворота. Компоненты векторов перемещений, угла по-
ворота, тензоров напряжений и моментов напряжений связаны с потенциалы известными
соотношениями.

Решение задачи ищется в виде обобщенных сверток заданного перемещения с соот-
ветствующими поверхностными функциями влияния. Для построения последних приме-
няются преобразования Ханкеля по радиусу и Лапласа по времени. Все изображения
представляются в виде трех слагаемых. Первые из них соответствуют волне растяжения-
сжатия, а два других определяются связанными между собой волнами сдвига и враще-
ния. Оригиналы первых составляющих находятся точно с помощью последовательного
обращения преобразований. Для остальных же слагаемых используется разложение в
степенные ряды по малому параметру, характеризующему связь волн сдвига и враще-
ния. Найдены изображения первых двух коэффициентов этих рядов. Соответствующие
оригиналы определяются последовательным обращением преобразований.

Приведены примеры расчетов регулярных составляющих функций влияния зернис-
того композита из алюминиевой дроби в эпоксидной матрице.

Ключевые слова: среда Коссера, поверхностные функции влияния, метод малого
параметра, интегральные преобразования Лапласа и Ханкеля, связь плоской и осесим-
метричной задач

Введение

При исследовании динамических процессов в композиционных материалах, ко-
торые в последнее время широко используются в конструкциях объектов авиа-
ционной и ракетно-космической техники [1–7], требуются модели сплошных сред,
отличные от традиционных. Например, классическая теория упругости основыва-
ется на идеализированной модели упругого континуума, в которой материальная
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частица совпадает с точкой, а деформированное состояние описывается переме-
щением точки. Несмотря на то что теория упругости успешно описывает распре-
деление напряжений в конструкциях, существуют и модели сред, учитывающих
внутренний момент количества движения, при которых она становится неприме-
нимой.

Общая теория моментной упругости впервые была разработана братьями
Э. и Ф. Коссера в 1910 г. [8]. Здесь в отличие от классической теории упругости
деформация среды описывается не только вектором перемещения u , но и векто-
ром поворота ω , являющимся функцией координат частицы и времени. Линейная
теория среды Коссера рассмотрена в статье [9], а дополнительный учет температур-
ного поля приведен в [10–14]. В статье [11] исследована начально-краевая задача
линейной динамики термоупругих оболочек Коссера с полостями. В работе [15]
рассматривается задача о распространении поверхностных волн в среде Коссера
(случай полупространства). В [16] исследовано распространение нестационарных
поверхностных возмущений для полуплоскости, заполненной псевдоконтинуумом
Коссера. Осесимметричные волны в аналогичной среде со сферическими грани-
цами рассмотрены в работах [17–19]. Публикации о распространении нестацио-
нарных поверхностных возмущений в полупространстве, занятом средой Коссера,
практически отсутствуют. Одна из таких задач и рассматривается ниже.

1. Постановка задачи

В цилиндрической системе координат r, ϑ, z (r ≥ 0, −π < ϑ ≤ π, z ∈ R)
рассматривается полупространство z ≥ 0 .

Предполагается, что полупространство заполнено упругой однородной изотроп-
ной средой Коссера. Ее осесимметричное движение описывается следующими со-
отношениями:

– уравнения относительно скалярного потенциала ϕ и ненулевой компоненты
ψ векторного потенциала перемещений (точками обозначены производные по вре-
мени):

ϕ̈ = ∆ϕ, ψ̈ =
(
γ−2
1 + α

)
∆ψ + 2αω − (

γ−2
1 + α

) ψ

r2
,

ω̈ = γ−2
2 ∆ω − 2αβ∆ψ − 4αβω − 1

r2

(
γ−2
2 ω − 2αβψ

)
;

(1)

– связь касательного u и нормального w перемещений с потенциалами:

u =
∂ϕ

∂r
− ∂ψ

∂z
, w =

∂ϕ

∂z
+

1
r

∂(rψ)
∂r

; (2)

– связь напряжений и перемещений:

σrr =
∂u

∂r
+ ϑ

(
∂w

∂z
+

u

r

)
, σϑϑ =

u

r
+ ϑ

(
∂u

∂r
+

∂w

∂z

)
,

σzz =
∂w

∂z
+ ϑ

(
∂u

∂r
+

u

r

)
, σrz =

(
γ−2
1 + α

) ∂w

∂r
+

(
γ−2
1 − α

) ∂u

∂z
+ 2αω,

σzr =
(
γ−2
1 + α

) ∂u

∂z
+

(
γ−2
1 − α

) ∂w

∂r
− 2αω,

µrϑ =
∂ω

∂r
− κ

ω

r
, µϑr = −ω

r
+ κ

∂ω

∂r
, µzϑ =

∂ω

∂z
, µϑz = κ

∂ω

∂z
.

(3)

Отметим, что при α = 0 второе и третье уравнения в (1) становятся независимыми.



ДВИЖЕНИЕ УПРУГОГО МОМЕНТНОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА 233

Здесь использованы безразмерные величины (при одинаковом начертании они
обозначены штрихами, которые в последующем изложении опущены):

u′i =
ui

L
, r′ =

r

L
, z′ =

z

L
, τ =

c1t

L
,

ϕ′ =
ϕ

L2
, ψ′ =

ψ

L2
, ω′ = ω, γ2

1 =
c2
1

c2
2

, γ2
2 =

c2
1

c2
3

,

κ =
γ − ε

γ + ε
, σ′ξς =

σξς

λ + 2µ
, µ′ξς =

Lµξς

γ + ε
, β =

ρL2

J
,

c2
1 =

λ + 2µ

ρ
, c2

2 =
µ

ρ
, c2

3 =
γ + ε

J
,

α′ =
α

ρc2
1

=
α

λ + 2µ
, ϑ =

λ

λ + 2µ
= 1− 2γ−2

1 , {ξ, ς} = {r, ϑ, z} ,

(4)

где λ, µ – упругие постоянные Ламе; α, β, γ, ε – физические параметры момент-
ной среды; ρ – плотность среды; t – размерное время; L – некоторый характерный
линейный размер; J – мера инерции среды при вращении (плотность момента инер-
ции).

В начальный момент времени среда находится в невозмущенном состоянии:

ϕ |τ=0 = ϕ̇ |τ=0 = ψ |τ=0 = ψ̇ |τ=0 = ω |τ=0 = ω̇ |τ=0 = 0 (5)

Все искомые функции предполагаются ограниченными, а на граничной плоско-
сти касательные силы и угол поворота равны нулю и заданы нормальные переме-
щения:

σzr |z=0 = 0, w |z=0 = w0 (r, τ) , ω |z=0 = 0. (6)

Искомые компоненты напряженно-деформированного состояния, перемещения
и угол поворота как решения начально-краевой задачи (1)–(3), (5) и (6) записываем
в виде свертки по времени и обобщенной свертки по радиусу r (они обозначаются
звездочками). Под последней понимается следующий интеграл:

f (r) ∗Gν =

∞∫

0

f (ξ) Gν (r, ξ, z, τ) dξ.

Здесь Gν (r, ξ, z, τ) – поверхностные функции влияния, где индекс ν принимает
одно из следующих значений: u, w, ω, zz, rz, zr, rϑ, ϑr, zϑ или ϑz .

В приводимых ниже равенствах нижнему индексу функции влияния соответ-
ствуют компоненты напряженно-деформированного состояния Uν (r, z, τ) , под ко-
торыми понимаются u, w, ω, σzz, σrz, σzr, µrϑ, µϑr, µzϑ или µϑz :

Uν (r, z, τ) = w0 (r, τ) ∗ ∗Gν ,

здесь

Gu = u, Gw = w, Gω = ω, Gzz = σzz, Grz = σrz,

Gzr = σzr, Grϑ = µrϑ, Gϑr = µϑr, Gzϑ = µzϑ, Gϑz = µϑz

(7)

есть решения уравнений (1) с начальными условиями (5) и следующими гранич-
ными условиями:

σzr |z=0 = 0, w |z=0 = δ (r − ξ) δ (τ) , ω |z=0 = 0; (8)

Здесь и далее δ (ξ) – дельта-функция Дирака [20, 21].
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2. Изображения поверхностных функций влияния

К начально-краевой задаче (1)–(3), (5) и (8) применяем преобразование Лапласа
по времени τ и Ханкеля по радиусу r нулевого порядка “0” для ϕ , w и первого
порядка “1” для ψ , u , ω (значки “L” и “H ” указывают на соответствующие изоб-
ражения; s и q – параметры этих преобразований). Тогда уравнения (1) переходят
в следующие соотношения:

∂2ϕHL

∂z2
− (

q2 + s2
)
ϕHL = 0,

(
γ−2
1 + α

) ∂2ψHL

∂z2
− [(

γ−2
1 + α

)
q2 + s2

]
ψHL + 2αωHL = 0,

γ−2
2

∂2ωHL

∂z2
− 2αβ

∂2ψHL

∂z2
− (

γ−2
2 q2 + s2 + 4αβ

)
ωHL + 2αβq2ψHL = 0.

(9)

Изображения необходимых для отыскания функций Грина перемещений и на-
пряжений, а также граничных условий (8) определяются по формулам

uHL = −qϕHL − ∂ψHL

∂z
, wHL =

∂ϕHL

∂z
+ qψHL; (10)

σHL
zr =

(
γ−2
1 + α

) ∂uHL

∂z
− (

γ−2
1 − α

)
qwHL − 2αωHL; (11)

σHL
zr

∣∣
z=0

= 0, wHL
∣∣
z=0

=
1
2π

, ωHL |z=0 = 0. (12)

Общее решение первого уравнения в (9) с учетом его ограниченности имеет вид

ϕHL (q, z, s) = C0 (q, s) E0 (q, z, s) ,

E0 = exp (−k0 (q, s) z), k0 (q, s) =
√

q2 + γ2
0s2, γ0 = 1, Re

√
q2 + γ2

0s2 > 0,
(13)

где C0 – постоянная интегрирования.
Из двух последних уравнений в (9) получаем равенство

ωHL =
1
2α

{[(
γ−2
1 + α

)
q2 + s2

]
ψHL − (

γ−2
1 + α

) ∂2ψHL

∂z2

}
(14)

и уравнение четвертого порядка

A
∂4ψHL

∂z4
−B

∂2ψHL

∂z2
+ CψHL = 0, (15)

где

A = P0 + αQ0, B = P1

(
q2, s2

)
+ αQ1

(
q2, s2

)
, C = P2

(
q2, s2

)
+ αQ2

(
q2, s2

)
,

P0 = γ−2
1 γ−2

2 , Q0 = γ−2
2 ,

P1 (q, s) = 2γ−2
1 γ−2

2 q + γ2s, Q1 (q, s) = 2γ−2
2 q + s + 4βγ−2

1 ,

P2 (q, s) = γ−2
1 γ−2

2 q2 + γ2qs + s2, Q2 (q, s) = γ−2
2 q2 + qs + 4βγ−2

1 q + 4βs,

γ2 = γ−2
1 + γ−2

2 .

Соответствующее обыкновенному дифференциальному уравнению (15) харак-
теристическое уравнение есть

Aκ2 −Bκ + C = 0, κ = k2. (16)
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Его корни вычисляются по формулам

k1,2 (q, s) =
√

κ1,2 (q, s), κ1,2 (q, s) =
B ±√∆

2A
, Re k1,2 > 0, ∆ = B2 − 4AC. (17)

Тогда ограниченное общее решение уравнения (15) записывается следующим об-
разом:

ψHL (q, z, s) = C1 (q, s) E1 + C2 (q, s)E2 =
2∑

l=1

Cl (q, s)El, El = e−kl(q,s)z, (18)

где Cl – произвольные постоянные.
Подставляя (13) и (18) в равенства (10) и (11) с учетом (14), получаем

uHL = −qC0E0 +
2∑

l=1

klClEl, wHL = −k0C0E0 + q

2∑

l=1

ClEl,

ωHL =
1
2α

2∑

l=1

Tl(q, s)ClEl, γ2
1σHL

zr = 2qk0C0E0 −
2∑

l=1

k2
3(q, s)ClEl,

(19)

где
Tl (q, s) =

(
γ−2
1 + α

) [
q2 − k2

l (q, s)
]
+ s2, k2

3(q, s) = 2q2 + γ2
1s2. (20)

Использование этих равенств и граничных условий (12) приводит к системе
линейных алгебраических уравнений относительно C0, C1 и C2 :

AC =
1
2π

b, (21)

где

A =




2qk0(q, s) −k2
3(q, s) −k2

3(q, s)
−k0 (q, s) q q

0 T1 (q, s) T2 (q, s)


 , C =




C0 (q, s)
C1 (q, s)
C2 (q, s)


 , b =




0
1
0


 .

Решение системы (21) имеет вид

C0 (q, s) = − k2
3(q, s)

2πγ2
1s2k0 (q, s)

, C1 (q, s) =
qT2 (q, s)

πγ2
1s2R (q, s)

,

C2 (q, s) = − qT1 (q, s)
πγ2

1s2R (q, s)
, R (q, s) = T1 (q, s)− T2 (q, s) .

(22)

Принимая во внимание равенства (22), из (19) с учетом обозначений (7) находим
изображения функций влияния, соответствующих (10) и (14):

GHL
χ =

2∑

j=0

GHL
χj , χ = {u,w, ω} . (23)

Здесь

GHL
u0 =

qk2
3(q, s)

2πγ2
1s2k0 (q, s)

E0(q, z, s), GHL
w0 =

k2
3(q, s)

2πγ2
1s2

E0(q, z, s), GHL
ω0 = 0; (24)
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GHL
u1 =

qT2 (q, s) k1 (q, s)
πγ2

1s2R (q, s)
E1(q, z, s), GHL

u2 = −qT1 (q, s) k2 (q, s)
πγ2

1s2R (q, s)
E2(q, z, s),

GHL
w1 =

q2T2 (q, s)
πγ2

1s2R (q, s)
E1(q, z, s), GHL

w2 = − q2T1 (q, s)
πγ2

1s2R (q, s)
E2(q, z, s),

GHL
ω1 =

qT1 (q, s)T2 (q, s)
2απγ2

1s2R (q, s)
E1(q, z, s), GHL

ω2 = −qT1 (q, s) T2 (q, s)
2απγ2

1s2R (q, s)
E2(q, z, s).

(25)

3. Оригиналы функций GHL
χ0

Оригиналы функций в (24) могут быть найдены последовательным обращением
преобразований с использованием их свойств. Для этого нетривиальные изображе-
ния представляем в виде

GHL
u0 (q, z, s) =

1
π

(
q2

γ2
1s2

+
1
2

)
fH1L
10 (q, s, z),

GHL
w0 (q, z, s) =

1
π

(
q2

γ2
1s2

+
1
2

)
fH0L
20 (q, s, z) ,

(26)

где

fH1L
1j (q, s, z) =

q exp
(
−z

√
q2 + γ2

j s2
)

√
q2 + γ2

j s2
,

fH0L
2j (q, s, z) = exp

(
−z

√
q2 + γ2

j s2
)
, j = 0, 1, 2.

(27)

Сначала для функций (27) с помощью таблиц, приведенных в [21], находим
оригиналы преобразования Ханкеля:

fL
1j(r, s, z) =

r

r3
3

(1 + γjr3s) exp (−γjr3s),

fL
2j(q, s, z) =

z

r3
3

(1 + γjr3s) exp(−γjr3s),

r3 =
√

r2 + z2.

Затем обращаем преобразование Лапласа [22]:

f1j(r, z, τ) =
r

r3
3

[δ(τ − γjr3) + γjr3δ
′(τ − γjr3)] ,

f2j(r, z, τ) =
z

r3
3

[δ(τ − γjr3) + γjr3δ
′(τ − γjr3)] .

(28)

Остальные оригиналы определяем с использованием свойств преобразований
[21–25]:

[
q2

s2
fH1L
1j (q, s, z)

]H−1
1 L−1

=
r

r6
3

[
3τ(4z2 − r2)H(τ − γjr3)+

+2γjr3(2z2 − r2)δ(τ − γjr3)− γ3
j r2r2

3δ
′(τ − γjr3)

]
,

[
q2

s2
fH0L
2j (q, s, z)

]H−1
0 L−1

=
z

r6
3

[
3τ

(
2z2 − 3r2

)
H(τ − γjr3)+

+2γ2
j r3

(
z2 − 2r2

)
δ(τ − γjr3)− γ3

j r2r2
3δ
′(τ − γjr3)

]
.

(29)
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Применяя (28) и (29), оригиналы функций (26) представляем так:

Gu0(r, z, τ) = u0r(r, z, τ) + u0s(r, z, τ),

Gw0(r, z, τ) = w0r(r, z, τ) + w0s(r, z, τ),

где

u0r(r, z, τ) =
3rτ(4z2 − r2)

πγ2
1r6

3

H(τ − γ0r3),

w0r(r, z, τ) =
3τz

(
2z2 − 3r2

)

πγ2
1r6

3

H(τ − γ0r3),

u0s(r, z, τ) =
1

2πγ2
1r5

3

{
r
[
4γ0(2z2 − r2) + γ2

1r2
3

]
δ(τ − γ0r3)+

+γ0rr3

(
γ2
1r2

3 − 2γ2
0r2

)
δ′(τ − γ0r3)

}
,

w0s(r, z, τ) =
z

2πγ2
1r5

3

{[
4γ2

0

(
z2 − 2r2

)
+ γ2

1r2
3

]
δ(τ − γ0r3)+

+γ0rr3

(
r3γ

2
1 − 2γ2

0r
)
δ′(τ − γ0r3)

}
.

Остальные функции Gχ0 находятся с помощью формул (3).

4. Оригиналы остальных функций влияния

Поскольку найти оригиналы остальных функций влияния в аналитическом
виде не представляется возможным, раскладываем все искомые функции в сте-
пенные ряды по малому параметру α (коэффициентам рядов соответствует до-
полнительный нижний индекс). А именно функции (23), (25) и κ в уравнении (16)
представляем в виде

Gχ (r, z, τ) =
∞∑

m=0

Gχm (r, z, τ) αm,

Gχj (r, z, τ) =
∞∑

m=0

Gχjm (r, z, τ) αm, j = 1, 2;

(30)

κ =
∞∑

m=0

κmαm. (31)

С помощью последнего ряда находим

κ2 =
∞∑

m=0

κ̃mαm, κ̃0 = κ2
0,

κ̃1 = 2κ1κ0, κ̃m = 2κmκ0 +
m−1∑

j=1

κm−jκj , m ≥ 2.

(32)

Подставляя (31) и (32) в уравнение (16), получаем равенство

P0κ
2
0 − P1

(
q2, s2

)
κ0 + P2

(
q2, s2

)
+

∞∑
m=1

(P0κ̃m + Q0κ̃m−1)αm−

−
∞∑

m=1

[
P1

(
q2, s2

)
κm + Q1

(
q2, s2

)
κm−1

]
αm + Q2

(
q2, s2

)
α = 0,



238 ЧАН ЛЕ ТХАЙ, Д.В. ТАРЛАКОВСКИЙ

из которого вытекает рекуррентная система уравнений:

P0κ
2
0 − P1

(
q2, s2

)
κ0 + P2

(
q2, s2

)
= 0; (33)

P0κ̃1 + Q0κ̃0 − P1

(
q2, s2

)
κ1 −Q1

(
q2, s2

)
κ0 + Q2

(
q2, s2

)
=

= 2P0κ1κ0 + Q0κ
2
0 − P1

(
q2, s2

)
κ1 −Q1

(
q2, s2

)
κ0 + Q2

(
q2, s2

)
= 0; (34)

P0


2κmκ0 +

m−1∑

j=1

κm−jκj


 + Q0

m−1∑

j=0

κm−1−jκj − P1

(
q2, s2

)
κm−

−Q1

(
q2, s2

)
κm−1 = 0, m ≥ 2. (35)

Корни уравнения (33) имеют вид (второй индекс здесь и далее указывает на
номер ветви коэффициента κm в (31) в соответствии с (17)):

κ0l = q2 + γ2
l s2, l = 1, 2. (36)

Подставляя (36) в (34), а затем полученные результаты в (34) и (35), приходим
к следующим равенствам для второго и третьего коэффициентов разложения (31):

κ11 = −γ4
1s2, κ12 = 4βγ2

2 , (37)

κ21 =
4βγ2

1

γ−2
1 − γ−2

2

+ γ6
1s2, κ22 =

4βγ2
2

γ−2
2 − γ−2

1

. (38)

Коэффициенты разложений

kl =
∞∑

m=0

kmlα
m, l = 1, 2

находим с использованием (17) и (36)–(38):

k0l =
√

κ0l, k1l =
κ1l

2k0l
, k2l =

κ2l − k2
1l

2k0l
, . . . (39)

Далее в окончательных формулах ограничиваемся линейными по α членами и
приближенные равенства везде заменяем точными:

kl = k0l + αk1l.

Соответствующие равенства для экспонент в (18) имеют вид

El = (1− k1lαz) exp (−k0lz). (40)

Здесь в соответствии с (39)

k0l =
√

q2 + γ2
l s2, l = 1, 2, k11 = −γ4

1s2

2k01
, k12 =

2βγ2
2

k02
. (41)

Кроме того, с учетом (36)–(38) и (41) строим линейные по α представления
функций Tl (q, s) и R (q, s) в (20) и (22):

T1 (q, s) = T12 (q, s)α2, T12 (q, s) = − 4βγ2
1γ2

2

γ2
2 − γ2

1

,

T2 (q, s) = T20 (q, s) + αT21 (q, s) ,

T20 (q, s) = γ−2
1

(
γ2
1 − γ2

2

)
s2, T21 (q, s) = −γ−2

1 γ2
2

(
4β + γ2

1s2
)
,

R (q, s) = T1 (q, s)− T2 (q, s) = −T20 (q, s)− αT21 (q, s) .
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Подставляя их в (25), с учетом (40) получаем следующие коэффициенты рядов
(30):

GHL
u10(q, z, s) = − 1

π

(
q2

γ2
1s2

+ 1
)

fHL
11 (q, s, z),

GHL
u11(q, z, s) =

γ2
1

2π

[
fHL
11 (q, s, z)− zfHL

31 (q, s, z)
]
,

GHL
u2 (q, z, s) = 0;

GHL
w10(q, z, s) = − 1

πγ2
1

q2

s2
fHL
21 (q, s, z) , GHL

w11(q, z, s) = − γ2
1

2π
zfHL

41 (q, s, z) ,

GHL
w2 (q, z, s) = 0;

GHL
ωl0 (q, z, s) = 0, GHL

ωl1 (q, z, s) = (−1)l T12 (q, s)
2πγ2

1s2
fHL
3l (q, s, z), l = 1, 2,

где

fH1L
3j (q, s, z) = qe−zk0j , fH0L

4j (q, s, z) =
q2e−zk0j

k0j
, j = 1, 2.

Оригиналы этих и связанной с ними функции определяются аналогично (28)
[21–23]:

f3j(r, z, τ) =
rz

r5
3

[
3δ(τ − γjr3) + 3γjr3δ

′(τ − γjr3) + γ2
j r2

3δ
′′(τ − γjr3)

]
,

f4j(r, z, τ) =
1
r5
3

{(
2z2 − r2

)
[δ(τ − γjr3) + γjr3δ

′(τ − γjr3)]−

−γ2
j r2

3r
2δ′′(τ − γjr3)

}
;

(42)

[
fH1L
3j (q, s, z)

s2

]H−1
1 L−1

=
rz

r5
3

[
3τH(τ − γjr3) + γ2

j r2
3δ(τ − γjr3)

]
. (43)

Используя (28), (29), (42) и (43), окончательно получаем

Gu1(r, z, τ) = u1r(r, z, τ) + u1s(r, z, τ), Gu2(r, z, τ) = 0,

Gw1(r, z, τ) = w1r(r, z, τ) + w1s(r, z, τ), Gw2(r, z, τ) = 0,

Gω1(r, z, τ) = ω1r(r, z, τ) + ω1s(r, z, τ), Gω2(r, z, τ) = ω2r(r, z, τ) + ω2s(r, z, τ),

где

u1r(r, z, τ) =− 3rτ(4z2 − r2)
πγ2

1r6
3

H(τ − γ1r3),

u1s(r, z, τ) =
r

πr3
3

[
−2(2z2 − r2)

γ1r2
3

− 1 + α
γ2
1

2

(
1− 3z2

r2
3

)]
δ(τ − γ1r3)+

+
γ1r

πr2
3

[
r2

r2
3

− 1 + α
γ2
1

2

(
1− 3z2

r2
3

)]
δ′(τ − γ1r3)− α

γ4
1rz2

2πr3
3

δ′′(τ − γ1r3),

w1r(r, z, τ) =− 3τz
2z2 − 3r2

πγ2
1r6

3

H(τ − γ1r3),

w1s(r, z, τ) =− z

2πr5
3

[
4

(
z2 − 2r2

)
+ α γ2

1

(
2z2 − r2

)]
δ(τ − γ1r3)+

+
γ1z

2πr4
3

[
2r2 − α γ2

1

(
2z2 − r2

)]
δ′(τ − γ1r3) + α z

γ4
1r2

2πr3
3

δ′′(τ − γ1r3),
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3

ω1r(r, z, τ) =
6αβγ2

2rzτ

πr5
3 (γ2

2 − γ2
1)

H(τ − γ1r3), ω1s(r, z, τ) =
2αβγ2

1γ2
2rz

πr3
3 (γ2

2 − γ2
1)

δ(τ − γ1r3),

ω2r(r, z, τ) = − 6αβγ2
2rzτ

πr5
3 (γ2

2 − γ2
1)

H(τ − γ2r3), ω2s(r, z, τ) = − 2αβγ4
2rz

πr3
3 (γ2

2 − γ2
1)

δ(τ − γ2r3).

Остальные функции Gχ1, Gχ2 находятся с помощью формул (3).

5. Примеры расчетов

Полагаем, что материалом, заполняющим полупространство, является зерни-
стый композит из алюминиевой дроби в эпоксидной матрице, со следующими фи-
зическими характеристиками [26]:

λ = 7.59 ГПа; µ = 1.89 ГПа; α = 7.45 МПа;

γ + ε = 2.64 кН; J = 0.429 · 10−3 кг/м.

В качестве характерного линейного размера принимаем L = 1 м. При этом
безразмерные параметры в (4) таковы:

γ1 = 6.016, γ2 = 0.919, β = 120046.6, α′ = 6.6 · 10−6

На рис. 1–3 представлены зависимости регулярных составляющих функций
влияния Gu, Gw и Gω от координаты z при r = 0.3 для трех моментов вре-
мени: τ = 0.4, τ = 0.6 и τ = 0.8 .

Отметим качественное отличие этих результатов от тех, которые имели бы ме-
сто при использовании классической теории упругости. Разрывы первого рода
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на рис. 1–3 соответствуют фронту дополнительной «моментной» (обусловленной
моментной теорией упругостью) волны, распространяющейся со скоростью 1/γ2 .
Для модели классической упругой среды эта волна, естественно, отсутствовала бы,
и аналогичные разрывы соответствовали бы фронту волны сдвига, распространяю-
щейся со скоростью 1/γ1 .

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 15-08-00787).

Литература

1. Badriev I.B, Banderov V.V., Makarov M.V. Mathematical simulation of the problem
of the pre-critical sandwich plate bending in geometrically nonlinear one dimensional
formulation // IOP Conf. Ser.: Mater. Sci. Eng. – 2017. – V. 208, No 1. – Art. 012002,
P. 1–7. – doi: iopscience.iop.org/1757-899X/208/1/012002.

2. Бадриев И.Б., Макаров М.В., Паймушин В.Н. Контактная постановка задач меха-
ники подкрепленных на контуре трехслойных оболочек с трансверсально-мягким за-
полнителем // Изв. вузов. Матем. – 2017. – № 1. – С. 77–85.

3. Бадриев И.Б., Макаров М.В., Паймушин В.Н. Численное исследование физически
нелинейной задачи о продольном изгибе трехслойной пластины с трансверсально-
мягким заполнителем // Вестн. Перм. нац. исслед. политехн. ун-та. Механика. –
2017. – № 1. – С. 39–51.

4. Badriev I.B., Makarov M.V., Paimushin V.N. Longitudinal and transverse bending by a
cylindrical shape of the sandwich plate stiffened in the end sections by rigid bodies //
IOP Conf. Ser.: Mater. Sci. Eng. – 2016. – V. 158, No 1. – Art. 012011, P. 1–9. – doi:
iopscience.iop.org/10.1088/1757-899X/158/1/012011.

5. Badriev I.B., Makarov M.V., Paimushin V.N. Numerical investigation of physically
nonlinear problem of sandwich plate bending // Proc. Eng. – 2016. – V. 150. – P. 1050–
1055. – doi: 10.1016/j.proeng.2016.07.213.

6. Badriev I.B., Makarov M.V., Paimushin V.N. Mathematical simulation of nonlinear
problem of three-point composite sample bending test // Proc. Eng. – 2016. – V. 150. –
P. 1056–1062. – doi: 10.1016/j.proeng.2016.07.214.

7. Badriev I.B., Garipova G.Z., Makarov M.V., Paymushin V.N. Numerical solution
of the issue about geometrically nonlinear behavior of sandwich plate with transversal
soft filler // Res. J. Appl. Sci. – 2015, – V. 10, No 8. – P. 428–435. – doi:
10.3923/rjasci.2015.428.435.

8. Cosserat E., Cosserat F. Theorie des corps deformables. – Paris: Librairie Scientifique
A. Hermann et Fils, 1909. – 226 p.

9. Аэро Э.Л., Кувшинский Е.В. Основные уравнения теории упругости сред с враща-
тельным взаимодействием частиц // Физика твердого тела. – 1960. – T. 2, № 7. –
С. 1399–1409.

10. Новацкий В. Теория упругости. – М.: Мир, 1975. – 872 с.

11. Birsan M. Several results in the dynamic theory of thermoelastic Cosserat shells
with voids // Mech. Res. Commun. – 2006. – V. 33, No 2. – P. 157–176. – doi:
10.1016/j.mechrescom.2005.08.008.

12. Birsan M. Thermal stresses in cylindrical Cosserat elastic shells // Eur. J. Mech.,
A: Solids. – 2009. – V. 28, No 1. – P. 94–101. – doi: 10.1016/j.euromechsol.2008.03.001.

13. Kumar R., Gupta R.R. Propagation of waves in transversely isotropic micropolar
generalized thermoelastic half space // Int. Commun. Heat Mass Transfer. – 2010. –
V. 37, No 10. – P. 1452–1458. – doi: 10.1016/j.icheatmasstransfer.2010.08.001.



242 ЧАН ЛЕ ТХАЙ, Д.В. ТАРЛАКОВСКИЙ

14. Nistor I. Generalized theory of Cosserat thermoelastic media // Bull. Inst. Polytech.
Jassy. – 1991. – V. 37, No 1. – P. 89–96.

15. Кулеш М.А., Матвеенко В.П., Шардаков И.Н. О свойствах поверхностных волн
в упругой среде Коссера // Математическое моделирование систем и процессов: Сб.
науч. тр. – Пермь: ПГТУ, 2006. – Вып. 14. – С. 109–113.

16. Суворов Е.М., Тарлаковский Д.В., Федотенков Г.В. Плоская задача об ударе твер-
дого тела по полупространству, моделируемому средой Коссера // Прикл. матем. и
механика. – 2012. – T. 76, Вып. 5.– С. 850–859.

17. Лай Тхань Туан, Тарлаковский Д.В. Распространение нестационарных кинематиче-
ских возмущений от сферической полости в псевдоконтинууме Коссера // Механика
композиционных материалов и конструкций. – 2011. – T. 17, № 2. – С. 184–195.

18. Лай Тхань Туан, Тарлаковский Д.В. Распространение нестационарных осесим-
метричных возмущений от поверхности шара, заполненного псевдоупругой сре-
дой Коссера // Электронный журнал «Труды МАИ». – 2012. – № 53. – URL:
http://trudymai.ru/published.php?ID=29267/.

19. Лай Тхань Туан, Тарлаковский Д.В. Дифракция нестационарных волн на сфери-
ческой полости в псевдоконтинууме Коссера // Радиоэлектроника. Наносистемы.
Информационные технологии. – 2013. – T. 5, № 1. – С. 119–125.

20. Ван Дер Поль Б., Бреммер Х. Операционное исчисление на основе двустороннего
преобразования Лапласа. – М.: Иностр. лит., 1952. – 506 с.

21. Горшков А.Г., Медведский А.Л., Рабинский Л.Н., Тарлаковский Д.В. Волны в сплош-
ных средах. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2004. – 472 с.

22. Деч Г. Руководство к практическому применению преобразования Лаплас и Z-пре-
образования. – М.: Наука, 1971. – 288 с.

23. Сагомонян А.Я. Волны напряжения в сплошных средах. – М.: Изд-во Моск. ун-та,
1985. – 416 с.

24. Слепян Л.И., Яковлев Ю.С. Интегральные преобразования в нестационарных зада-
чах механики. – Л.: Судостроение, 1980. – 344 с.

25. Снеддон И. Преобразования Фурье. – М.: Иностр. лит.„ 1955. – 688 с.

26. Ерофеев В.И. Волновые процессы в твердых телах с микроструктурой. – М.: Изд-во
Моск. ун-та, 1999. – 328 с.

Поступила в редакцию
28.02.17

Чан Ле Тхай, аспирант кафедры «Сопротивление материалов, динамика и прочность
машин»

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)
Волоколамское шоссе, д. 4, г. Москва, 125993, Россия

E-mail: tranlethaivvk@gmail.com

Тарлаковский Дмитрий Валентинович, доктор физико-математических наук, про-
фессор, заведующий лабораторией динамических испытаний; заведующий кафедрой «Со-
противление материалов, динамика и прочность машин»

НИИ механики МГУ имени М.В. Ломоносова
Мичуринский проспект, д. 1, г. Москва, 119192, Россия

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)
Волоколамское шоссе, д. 4, г. Москва, 125993, Россия

E-mail: tdvhome@mail.ru



ДВИЖЕНИЕ УПРУГОГО МОМЕНТНОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА 243

ISSN 2541-7746 (Print)

ISSN 2500-2198 (Online)

UCHENYE ZAPISKI KAZANSKOGO UNIVERSITETA.
SERIYA FIZIKO-MATEMATICHESKIE NAUKI

(Proceedings of Kazan University. Physics and Mathematics Series)

2017, vol. 159, no. 2, pp. 231–245

Nonstationary Axisymmetric Motion of an Elastic Momentum Semi-Space
under Non-Stationary Normal Surface Movements

Tran Le Thaia∗ , D.V. Tarlakovskiia,b∗∗

aMoscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, 125993 Russia
bResearch Institute of Mechanics, Moscow State University, Moscow, 119192 Russia

E-mail: ∗tranlethaivvk@gmail.com, ∗∗tdvhome@mail.ru

Received February 28, 2017

Abstract

An elastic homogeneous isotropic half-space filled with the Cosserat medium has been con-
sidered. The deformed state is characterized by independent displacement and rotation vectors.
At the initial instant of time and at infinity, there are no perturbations. On the boundary of
a half-space, normal displacements have been given. All components of the stress-strain state
are supposed to be limited. A cylindrical coordinate system with an axis directed inward into
the half-space has been used. With allowance for axial symmetry, the resolving system of equa-
tions includes three hyperbolic equations with respect to the scalar potential and the nonzero
components of the vector potential and the rotation vector. The components of displacement
vectors, rotation angle, stress tensors, and stress moments are related to the potentials by
the known relationships.

The solution of the problem has been sought in the form of generalized convolutions of
the given displacement with the corresponding surface influence functions. To construct
the latter, Hankel transforms along the radius and Laplace transforms in time have been
applied. All images have been presented in three terms. The first of them correspond to
the tension-compression wave, and the other two are determined by the associated shear and
rotation waves. The originals of the first components have been found accurately by means of
successive reversal of the transformations. For the remaining terms, we have used expansion in
power series in a small parameter characterizing the connection between the shear and rotation
waves. The images of the first two coefficients of these series have been found. The correspon-
ding originals have been determined by the successive inversion of the transformations.

Examples of calculations of the regular components of the influence of a granular composite
from an aluminum shot in an epoxy matrix have been given.
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