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Аннотация

Работа посвящена вопросам исследования структуры лунной поверхности с использо-
ванием многопараметрического анализа и методов фрактальной геометрии. Для построе-
ния цифровой модели лунной поверхности использовались данные космических миссий
Clementine, Kaguya и LRO. В процессе выполнения работы построена электронная база
альтиметрических измерений, которые приведены в единую систему отсчета данных с по-
мощью робастного моделирования. Для построения цифровой модели альтиметрические
спутниковые данные разлагались в гармонические ряды по сферическим функциям. За-
тем с использованием созданной модели определены фрактальные параметры и коэффи-
циенты фрактального подобия структуры поверхности Луны и построены диаграммы
их распределения в монохромном и цветном вариантах. Для анализа цифровой кар-
тографической поверхности использовался метод оценки фрактальных коэффициентов
подобия и фрактальных размерностей. Цифровая модель трансформирована в цветовую
карту согласно высотной цветовой шкале. С использованием авторского метода опреде-
лены цветовые фрактальные размерности SRGB (Square, Red, Green, Blue) для модели
лунной поверхности. Проведен анализ более 150 площадей SRGB, и для них найдены цве-
товые фрактальные параметры. Полученные результаты могут быть использованы при
создании глобальной структурной модели Луны.
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Введение

В последние годы существенно расширилось число стран, участвующих в ис-
следованиях Луны. К многолетним программам России и США присоединились
ученые Европейского Космического Агентства, Японии, Китая, Индии. Среди
наиболее интересных проектов прошедших лет следует назвать проекты NASA
Clementine (1994 г.) [1], Lunar Prospector (1998–1999 гг.) [2], Лазерная локация
Луны (1969–2010 гг.) [3]; европейский спутник SMART-1 (2003–2006 гг.) [4]; япон-
ский спутник Kaguya (2007–2009 гг.) [5]; китайские зонды Chang’e 1 (2007–2009 гг.),
Chang’e 2 (2010 г.); Chang’e 3 (2014 г.) [6], Chang’e 4 (2018 г.) [7]; американский
спутниковый дуэт LRO (2009–2010 гг.) [8]; индийские спутники Chandrayaаn-1
(2008–2009 гг.), Chandrayaаn-2 (2013 г.) [9]; космическая миссия GRAIL [10]. Рос-
сийские планы космических миссий к Луне включают в себя проведение работ,
которые обеспечат привязку снимков лунной поверхности к системе селенографи-
ческих координат. Выполнение этих планов может вывести селенодезию на уро-
вень, сравнимый с геодезией Земли. В то же время анализ данных в упомянутых
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проектах предъявляет повышенные требования к описанию сложной динамиче-
ской и гравитационной модели структуры Луны. Повышение точности коорди-
натных измерений, запланированное в ближайших российских миссиях к Луне,
должно обеспечить существенно более высокий уровень моделирования цифро-
вых лунных карт [11]. При этом их построение является исходным базисом для
изучения Луны космическими методами. Точность посадки космических моду-
лей на поверхность Луны в настоящее время задается эллипсом ошибок размером
30× 15 км [12]. При геологических исследованиях для взятия образцов пород или
проведения их анализа на месте используются луноходы. Доставка научной аппа-
ратуры в запланированное место исследований позволит многократно снизить их
стоимость и повысить эффективность. Еще более актуальным достижение высо-
кой точности координатного обеспечения космической деятельности на Луне бу-
дет при создании постоянной лунной станции из доставляемых с Земли модулей:
нужно будет либо доставлять модули на расстоянии их стыковки гибкими узлами,
либо предусмотреть средства перемещения на значительные расстояния крупных
модулей по лунной поверхности [13]. Положение каждой точки на поверхности
Луны определяется тремя величинами – долготой, широтой и радиус-вектором,
отсчитываемым от лунного центра масс. Для повышения точности координатного
сопровождения миссий во времени необходимо разработать теоретические основы
как проводимых спутниковых наблюдений, так и обработки их результатов.

Обработка экспериментальных данных выполнялась при помощи оригинальных
численных алгоритмов и компьютерных программ, включающих в себя построение
цифровой лунной карты. С одной стороны, сканирование физической поверхности
Луны с помощью спутникового альтиметра описывает рельеф с высокой точно-
стью, но не может использоваться для создания опорной селеноцентрической сети
[14]. С другой стороны, лунные позиционные наблюдения в системе звезд могут
использоваться для создания опорной селеноцентрической сети, но не позволяют
создать цифровую карту Луны высокого разрешения [15]. Все вышеперечислен-
ные аспекты возникают по той причине, что космические измерения относятся
к системе, у которой оси не совпадают с осями инерции Луны, а центр отсчета
координат лежит в центре масс. Такая система называется квазидинамической,
и ее имеет большинство построенных ранее моделей Луны. Поэтому главная за-
дача нашей работы связана с созданием имитационной модели лунной физической
поверхности на основе современных спутниковых наблюдений.

При исследовании как структурных параметров, так и эволюционных харак-
теристик небесных тел успешно применяются различные подходы статистического
оценивания [16–18]. К ним относятся и методы, основанные на фрактальной геомет-
рии. Фрактальность предполагает высокую степень идентичности при масштабиро-
вании. Ключевыми задачами при этом являются расчет фрактальной размерности
(ФР) для наборов данных, полученных в результате эксперимента, а также опреде-
ление условий, при которых исследуемая структура проявляет фрактальность. Так
как базовым свойством фрактальных структур является их самоподобие, наборы
экспериментальных данных характеризуются ФР и коэффициентом самоподобия
(КС). Наличие фрактальности обнаружено и в динамических системах, приме-
рами которых являются поверхности малых (астероиды) и сравнительно круп-
ных (Марс, Земля) небесных тел. В настоящей статье на основании описанных
в работе [19] подходов разработана авторская методика высокоточного учета КС
и цветовых ФР по набору свойств анализируемых моделей.
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1. Создание цифровой модели лунной поверхности

Для создания цифровой модели было использовано разложение в гармониче-
ский ряд по сферическим функциям альтиметрических данных космических мис-
сий Clementine, Kaguya, LRO согласно выражению [20, 21]:

h(λ, β) =
N∑

n=0

n∑
m=0

(Cnm cos mλ + Snm sin mλ) · Pnm(cos β) + ε, (1)

где h(λ, β) – функция высоты, зависящая от долготы и широты; λ, β – долгота,
широта (известные параметры); Cnm, Snm – гармонические нормализованные ам-
плитуды; Pnm – функции Лежандра, нормализованные и ассоциированные; ε –
случайная регрессионная ошибка.

Разложение альтиметрических измерений по сферическим функциям в гармо-
нический ряд является основным методом для анализа структуры поверхности
Луны, при этом применяются численно-аналитический подход и методы робаст-
ного анализа. В настоящее время регрессионное моделирование наиболее часто
используется для обработки наблюдений. С помощью регрессионного моделирова-
ния можно создавать модели с включением в обработку разнородных наблюдений.
Регрессионная модель содержит системные связи искомых параметров с данными
наблюдений. Можно выделить четыре основных момента регрессионного модели-
рования:

1) перевод наблюдательных данных в математическую форму;
2) создание регрессионной модели связи искомых параметров и наблюдатель-

ных данных;
3) нахождение искомых параметров решением регрессионной модели методом

наименьших квадратов (LSM);
4) выбор и создание наиболее адекватной структуры модели с использованием

искомых параметров.
Таким образом, для построения цифровых лунных карт применено регрессион-

ное моделирование.
С этой целью этого был создан программный комплекс «Автоматизированная

система трансформации координат» (ASTC). Существуют специальные программ-
ные комплексы (SSP), построенные российскими и зарубежными коллективами
и направленные на анализ наблюдений с применением методов математической
статистики. Однако эти SSP не подходят для проблем селенодезии, рассматривае-
мых в настоящей работе. Программный пакет ASTC построен по модульному прин-
ципу. Компоненты этого программного пакета позволяют проводить исследования
в любой области селенодезии. В данном варианте используется системный подход,
основанный на математических системах анализа наблюдений, позволяющий авто-
матизировать как редукцию наблюдений, так и управление процессом обработки.
Автоматизированная система ASTC предназначена для проведения процедур ре-
грессионного моделирования и анализа процессов, происходящих в астрономиче-
ских и геодезических системах. В частности, этот программный пакет позволяет
изучать топографию и гравитационное поле Луны. К основным возможностям па-
кета программного обеспечения относятся создание стохастических моделей с по-
следующим определением неизвестных параметров, а также полный контроль над
вычислительным процессом. Этот программный комплекс разработан с учетом спе-
цифического подхода к решению поставленных задач, который требовал большого
количества вариантов решения и использования различных методов обнаружения
ошибок неизвестных. Актуальным остается вопрос согласования остатка с основ-
ными параметрами МНК при определении параметров модели.
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Программные модули, включенные в ASTC, позволяют решить переопределен-
ные и нормальные системы условных линейных алгебраических уравнений. Реше-
ние таких уравнений реализовано на основе МНК. Выходные данные представля-
ют собой параметры значений элементов корреляционной матрицы, искомые пара-
метры и их ошибки, внешние и внутренние показатели качества, характеризующие
точность вычислений и используемые для уточнения структуры цифровых карт.
Существует возможность использования пошагового регрессионного анализа, ко-
торый применяется для получения модели с меньшим количеством наблюдений n ,
чем число коэффициентов p . Это возможно, поскольку термины вводятся в модель
последовательно, и процедура расчета может закончиться раньше, чем появятся
избыточные решения.

В результате разложения спутниковых данных миссий Clementine, Kaguya
и LRO была построена цифровая модель физической поверхности Луны. Анализу
данных цифровой модели посвящен следующий раздел.

2. Метод анализа цифровой модели поверхности Луны

Допустим, что исследуемая сложная физическая структура представляется
в виде частично упорядоченного множества A(N2) , где N2 – число элементов
aij в множестве aij ∈ A(N2) , где i, j = 1 . . . N .

Предположим также, что элементы этого множества имеют определенные об-
щие свойства Hξ(a) , характерные только этим элементам ∀aij(aij ∈ (a | Hξ(a))) .
В том случае, если существует более одного свойства, рассматриваемое множество
будет характеризоваться несколькими значениями ФР. Определим верхнюю и ниж-
нюю границы множества A(N2) по всем свойствам Hξ(a) как Gξ = supA(N2)
и gξ = inf A(N2) . Сопоставляя верхней и нижней границам числа Rξ и rξ со-
ответственно, покроем исследуемое множество кубической структурой объемом
Vξ = (Rξ−rξ)3 . Очевидно, что каждый элемент A(N2) будет покрывать некоторую
область, площадь которой sξ = (Rξ − rξ)2/N2 . При этом на каждое подмножество
исследуемого множества, количество которых составит sup Q(k)(n2) ∈ Q(k)(n2) ,
будет приходиться куб объема ϑξ = Vξ/α3 , а общая площадь всех элементов под-
множества будет равна Sξ(n2) = sξn

2 .
Вычислим ФР Dξ множества A(N2) по свойству Hξ(a) через угол наклона

зависимости log Γξ(n2) от log sξ(n2) , где Γξ(n2) – количество несоприкасающихся
граней кубических структур, покрывающих подмножество Q(k)(n2) :

Dξ =
∑

γ

log Γξ(n2
γ+1)− log Γξ(n2

γ)
| log Sξ(n2

γ+1) | − | log Sξ(n2
γ) |

αγ+1 − αγ

N − 1
. (2)

Коэффициент самоподобия Kξ будет задаваться отношением

Kξ =
Do

ξ

Dξ
, (3)

в котором символом Do
ξ обозначена ФР самоподобного множества:

Do
ξ =

log Γξ(N2)− log Γξ(1)
| log Sξ(N2) | − | log Sξ(1) | . (4)

При анализе фрактальных характеристик альтиметрических моделей Луны,
разработанных на основании данных спутниковых миссий Clementine, Kaguya
и LRO, цветовые коды пикселей выбраны в качестве параметров ξ : Red (ξ = R) ,
Green (ξ = G) и Blue (ξ = B) .
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Рис. 1. Система SRGB

Рис. 2. Изменение коэффициента самоподобия в зависимости от селенографических дол-
готы и широты

В результате рассматриваемые поверхностные структуры были описаны тремя
ФР – DR , DG , DB . По этим значениям сформированы треугольники и определены
их площади (SRGB) (рис. 1), которые с высокой степенью чувствительности к из-
менению цветовых показателей характеризуют исследуемые области поверхности.

По результатам редукции альтиметрических данных сформированы изображе-
ния вариаций коэффициентов самоподобия (рис. 2) и 3D-модель значений фрак-
тальной размерности (рис. 3) для различных областей цифровой модели поверх-
ности Луны.

На рис. 2 модель поверхности разделена на квадратные области со стороной
15◦ по селенографическим долготе и широте. Показано также, что КС изменяется
в диапазоне от 0.8 до 1, что подтверждает фрактальность рассмотренной модели.

На рис. 3 представлены значения площади SRGB для квадратных областей
(сторона = 15◦ ) рассматриваемой модели.

Исследование распределения площади SRGB по участкам лунной поверхности
позволяет определить зоны с идентичной структурой. В качестве примера на рис. 4
приведена диаграмма изменений SRGB по долготе при фиксированной широте
(45◦ < ϕ < 60◦) .

Равенство значений SRGB для нескольких участков лунной сферы указывает
на подобие представленных на них структур.
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Рис. 3. Изменение площади SGRB в зависимости от селенографических долготы и широты

Рис. 4. Диаграмма распределения площади SGRB в зависимости от долготы при фикси-
рованной широте (45◦ < ϕ < 60◦)

3. Анализ макрофигуры Луны

В настоящее время, несмотря на успехи космических и наземных исследований
Луны, не существует селеноцентрической модели макрофигуры лунной сферы. Тем
не менее без знания динамических параметров фигуры Луны очень трудно решать
вопросы, связанные с ее эволюционной теорией и определением спин-орбитальных
характеристик. Учитывая все вышесказанное, в настоящей работе с использовани-
ем уравнения (1) построены модели макрофигуры Луны (ММЛ) на основе разло-
жения в гармонический ряд по сферическим функциям данных альтиметрических
наблюдений космических миссий Clementine, LRO, KAGUYA и каталога “DSC” [22].
В процессе создания ММЛ проведен анализ влияния на точность получаемых гар-
монических коэффициентов различных порядков разложения. Определено, что,
начиная с 18-го порядка, увеличение порядка разложения нецелесообразно. На ос-
нове этого установлены оптимальные структуры параметров моделей и их влияние
на точность определения гармонических коэффициентов. В результате проведен-
ных исследований получены системы высотных изогибс, покрывающих всю лунную
сферу и являющихся основой цифровой макрофигуры Луны.
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Рис. 5. Сравнение сечений макрофопрофилей Луны для моделей, построенных на основе
данных каталога “DSC” (линия 1), и космических миссий Kaguya (линия 2), Clementine
(линия 3) и LRO (линия 4) (селенографическая долгота −20◦ ). По оси X отложены
высоты в км; по оси Y – значения селенографических широт в градусах

С целью определения достоверности полученных данных построенных моделей
использован метод сравнения топографических изогипс. В нашем случае в качестве
эталонной поверхности для анализа взяты данные каталога “DSC”.

Следует отметить, что в настоящее время наиболее полной считается модель
макрорельефа лунной поверхности, построенная в JPL (США) на основе гармони-
ческого анализа, которая содержит коэффициенты до 70-го порядка разложения
[23]. Модель охватывает площадь поверхности Луны, ограниченную параллелями
+75◦ для северной и −75◦ для южной широты. Тем не менее для наших иссле-
дований разложения по сферическим функциям 17-го порядка оказались вполне
достаточными.

Для сравнения моделей получены поперечные сечения плоскостью лунного ме-
ридиана лунных сфер, смоделированных разложением уравнения (1) по сфериче-
ским функциям с использованием данных наблюдений лунных миссий Kaguya [24],
LRO [25], Clementine [26] и каталога “DSC” [21]. Определены сечения для следую-
щих значений селенографических долгот (40◦; 20◦; 0◦; −20◦; −40◦) , каждая точка
в сечении определялась с шагом 20◦ по селенографической широте. Соответст-
венно, на рис. 5 представлены сечения макрорельефа Луны для четырех селено-
графических гармонических моделей для селенографической долготы −20◦ . Здесь
по оси X отложены высоты в км относительно среднего радиуса Луны 1738 км;
по оси Y – значения селенографических широт в градусах.

Сравнение данных всех сечений, построенных для селенографических долгот
(40◦; 20◦; 0◦; −20◦; −40◦) показало, что:

1) средний высотный уровень для северной части лунной сферы меньше сред-
него уровня для южного полушария;

2) сечения модели, построенной по данным лунной миссии Clementine, очень
близки сечениям, полученным на основе данных каталога “DSC”. При этом формы
сечений моделей Kaguya и LRO значительно отличаются от сечений моделей
Clementine и DSC.
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Заключение

В настоящей работе рассмотрены аспекты, связанные с созданием цифровой
селенографической спутниковой модели (DSSM) с использованием фрактальной
геометрии и многопараметрического гармонического анализа. Наблюдательные
данные для построения DSSM получены лунными миссиями Clementine, Kaguya
и LRO. Цифровая селенографическая спутниковая модель создана на основе спут-
никовых данных и метода многопараметрического гармонического анализа и по-
крывает всю сферу Луны. Как результат, получены данные о подобных по струк-
туре областях DSSM. На основе современных исследований можно сделать вывод
о том, что подобные области сформировались при равнозначных химических и
физических процессах. Такой вывод является важным при разработке плането-
физических эволюционных теорий. Полученные в работе результаты являются
важными для выборки наиболее подходящих областей для посадки на поверх-
ность Луны космических аппаратов и размещения обитаемой роботизированной
лунной базы. Построенные цифровые карты будут использоваться при создании
селеноцентрической системы навигационного обеспечения [27, 28].
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Abstract

The problems related to the investigation of the lunar surface structure using the methods
of multi-parameter analysis and fractal geometry were considered. In order to build a digital
model of the lunar surface, we used the data from the Clementine, Kaguya, and LRO space
missions. An electronic database of altimetry measurements was constructed. These measure-
ments were confined to a single reference system by robust modeling. For the construction of
the digital model, the altimetry satellite data were expanded into harmonic series of the sphe-
rical functions. After that, we used the developed model to determine fractal parameters and
fractal similarity coefficients of the lunar surface structure and plotted diagrams of their distri-
bution in monochromatic and color modes. The digital cartographic surface was analyzed by
the method of fractal geometry aimed at assessing the fractal similarity coefficients and fractal
dimensions. The digital model was transformed into a color map with regard to the color
height scale. A method was developed to identify SRGB (Square, Red, Green, Blue) dimen-
sions for the model of lunar surface. More than 150 SRGBs were analyzed, and color fractal
parameters were found for them. The obtained results can be helpful for creating a global
model of the lunar structure.

Keywords: space satellite measurements, digital maps of lunar surface, multi-parameter
analysis, fractal geometry
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Figure Captions

Fig. 1. SRGB system.

Fig. 2. Distribution of the self-similarity coefficient values depending on the selenographic
longitude and latitude.

Fig. 3. Changes in the SGRB area depending on the selenographic longitude and latitude.

Fig. 4. Diagram of the SGRB area progression depending on the longitude at a fixed
latitude of (45◦ < ϕ < 60◦) .

Fig. 5. Comparison of the cross sections of lunar macroprofiles for the models built based on
the data of the DSC catalogue (line 1), as well as from the Kaguya (line 2), Clementine (line 3),
and LRO (line 4) space missions (selenographic longitude −20◦ ). X axis – heights, km; Y
axis – selenographic latitudes, degrees.
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