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ÓÄÊ 517.546 Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒßÕ,ÎÏ�ÅÄÅËßÅÌÛÕ ÊÎÍÔÎ�ÌÍÛÌ �ÀÄÈÓÑÎÌÀ.Í. Àõìåòîâà, À.Â. ÕìåëüíèöêàÿÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà, ïî-ñòðîåííîé íàä åäèíè÷íûì êðóãîì èëè åãî âíåøíîñòüþ, äëÿ îáëàñòè ñ âûïóêëîé ãðàíè-öåé, ñîäåðæàùåé ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãîðàäèóñà, ïîñòðîåííîé íàä ïîëóïëîñêîñòüþ, äëÿ îáëàñòè ñ ïîëèãîíàëüíûìè ãðàíèöàìè.Èññëåäîâàíû ïîâåðõíîñòè ïðåîáðàçîâàííûõ êîí�îðìíûõ ðàäèóñîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîí�îðìíûé ðàäèóñ, ïîâåðõíîñòü êîí�îðìíîãî ðàäèóñà, âûïóê-ëàÿ îáëàñòü, âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, êîý��èöèåíò ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè.Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ïëîñêîñòè z, èìåþùàÿ áîëåå îäíîéãðàíè÷íîé òî÷êè. Êîí�îðìíûì (èëè âíóòðåííèì) ðàäèóñîì îáëàñòè D îòíîñè-òåëüíî òî÷êè z0 ∈ D íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà R = R(D, z0), ðàâíàÿ ðàäèóñó êðóãà
|w| < R, ÿâëÿþùåãîñÿ êîí�îðìíûì îáðàçîì îáëàñòè D â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ�óíêöèè w = F (z) : F (z0) = 0, F ′(z0) = 1.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîí�îðìíîãî ðàäèóñà îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D â òî÷êå zîáû÷íî ïîëüçóþòñÿ �îðìóëîé [1]

R(D, z) = |f ′(ζ)|(1 − |ζ|2), (1)ãäå z = f(ζ) � �óíêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà
E = {ζ : |ζ| < 1} íà îáëàñòü D = f(E). Ïðè ýòîì âûðàæåíèå (1) îïèñûâàåòïîâåðõíîñòü Ω â R

3 íàä îáëàñòüþ D èëè êðóãîì E.Èíîãäà ïðè ïîñòðîåíèè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà äëÿ îáëàñòè D âìåñòî E â êà÷å-ñòâå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ìîãóò áûòü âûáðàíû âíåøíîñòü E− åäèíè÷íîãî êðóãà
E èëè ïîëóïëîñêîñòü. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîí�îðìíîãî ðàäèóñà ïðè ýòîìèçìåíèòñÿ, õîòÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïîëíîñòüþ ñîõðàíèòñÿ. Äëÿ îáëàñòåé ñ áåñ-êîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé íà ãðàíèöå èëè âíóòðè îáëàñòè êîí�îðìíûé ðàäèóñâ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â îáùåé �îðìóëåâèäà (1).Â ïåðâîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ñòàòüè, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîäîëæåíèåì [2] è [3], äîêà-çàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü êîí�îðìíîãî ðàäèóñà äëÿ îáëàñòè ñ âûïóêëîé ãðàíèöåé,âêëþ÷àþùåé ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê, òåðÿåò ñâîéñòâî âûïóêëîñòè ïðè ïîñòðîå-íèè íàä åäèíè÷íûì êðóãîì E èëè íàä âíåøíîñòüþ E− åäèíè÷íîãî êðóãà E . Äëÿìíîãîóãîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ îáëàñòåé ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ ýòèõ óòâåðæäåíèé(ïîä ìíîãîóãîëüíîé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòüþ áóäåì ïîíèìàòü îáëàñòü, ïîëó÷åí-íóþ ïîñëå çàìåíû ãðàíèö ïðÿìîëèíåéíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðîñòûìè âûïóêëûìèêðèâûìè).Êðîìå òîãî, èçó÷åíû ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà
R(D, z) = 2 Im ζ ·|f ′(ζ)| = 2 Im ζ

n∏

k=1

|ζ−ak|
αk−1, D = f(P ), P = {ζ : Im ζ > 0}, (2)



180 À.Í. ÀÕÌÅÒÎÂÀ, À.Â. ÕÌÅËÜÍÈÖÊÀßäëÿ îáëàñòåé ñ ïîëèãîíàëüíûìè ãðàíèöàìè ïðè âûáîðå ïîëóïëîñêîñòè P â êà÷å-ñòâå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè.Âòîðàÿ ÷àñòü ñòàòüè ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèåì ïîâåðõíîñòåé, îïèñûâàåìûõ�óíêöèÿìè eR(z) , Rn(z) , n ∈ Z , è äðóãèõ, ãäå R(z) � êîí�îðìíûé ðàäèóñ. Ïîëó-÷åíî îáîáùåíèå ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòåé ïðåîáðàçîâàííûõ êîí�îðìíûõ ðàäèóñîâ.1. �àññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ â êðóãå E �óíêöèþ f(ζ) = c0 + ζ + c2ζ
2 + · · · , îäíî-ëèñòíî îòîáðàæàþùóþ E íà âíóòðåííîñòü D âûïóêëîé ëèíèè L. Ïðåäñòàâëåíèå

f ′(ζ) = exp



−

1

π

2π∫

0

ln(1 − e−iθζ) dα(θ)



 dζ, α(2π) − α(0) = 0, (3)îïðåäåëÿåò âåñü êëàññ âûïóêëûõ �óíêöèé f (àíàëîãè÷íî [4, . 507℄). Çäåñü ìîíî-òîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ α(θ) îïðåäåëÿåòñÿ â ñâîèõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòèêàê

α(θ) = lim
r→1

α(r, θ),ãäå
α(r, θ) = θ +

π

2
+ arg f ′(reiθ), Lr = f(reiθ), 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 < r < 1.ÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Ïîâåðõíîñòü Ω+ êîí�îðìíîãî ðàäèóñà äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè Dñ ïðÿìîëèíåéíûì ó÷àñòêîì ãðàíèöû l ⊂ ∂D , ïîñòðîåííàÿ íàä E, íå ÿâëÿåòñÿïîâåðõíîñòüþ, âûïóêëîé ââåðõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü îáðàç òî÷êè ζ = 1ëåæàùèì íà ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå ãðàíèöû îáëàñòè D òàê, ÷òî äóãà γε ⊂ ∂E,ñîäåðæàùàÿ ζ = 1 è ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè e−iε è eiε, áóäåò ïåðåõîäèòü â íåêîòîðûéïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê ãðàíèöû f(γε) ⊂ l ⊂ ∂D (ñì. ðèñ. 1). Èñõîäÿ èç ïðèíöèïàñèììåòðèè, ïðîäîëæèì �óíêöèþ f ÷åðåç äóãó γε â îêðåñòíîñòü Bε̃ = {|ζ − 1| <

< ε̃}. Ïîñëå ýòîãî ζ = 1 ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé àíàëèòè÷íîñòè ïðîäîëæåííîé �óíêöèè,êîòîðóþ îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç f.
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Рис. 1Ïîñêîëüêó íà äóãå γε �óíêöèÿ α(θ) = const, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü θ íàîòðåçêå ε ≤ θ ≤ 2π − ε.Âûðàæåíèå äëÿ êîí�îðìíîãî ðàäèóñà ïðè ζ = ξ, ξ ∈ [−1, 1], çàïèøåòñÿ â âèäå
R(ξ) = |f ′(ξ)|(1 − ξ2), ïðè÷åì

|f ′(ξ)| = exp




−
1

2π

2π−ε∫

ε

ln(1 − 2ξ cos θ + ξ2) dα(θ)




 . (4)Òîãäà
R′(ξ) = (1 − ξ2)|f ′(ξ)|′ξ − 2ξ|f ′(ξ)|,



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒßÕ. . . 181è ïîýòîìó R′(1) = −2|f ′(ξ)|
∣∣
ξ=1

< 0, ïîñêîëüêó f ′(1) 6= 0 â ñèëó íåîáõîäèìîãîóñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè �óíêöèè f.Äàëåå,
R′′(ξ) = (1 − ξ2)|f ′(ξ)|′′ξξ − 4ξ|f ′(ξ)|′ξ − 2|f ′(ξ)|.Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â âûðàæåíèè (4) íå èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêîéîñîáåííîñòè, äè��åðåíöèðóÿ ïî ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì

|f ′(ξ)|′ξ = |f ′(ξ)| ·



−
1

2π

2π−ε∫

ε

2ξ − 2 cos θ

1 − 2ξ cos θ + ξ2
dα(θ)



 .Â ñèëó ðàâåíñòâà
|f ′(ξ)|′ξ

∣∣
ξ=1

= −|f ′(ξ)|
∣∣
ξ=1îêîí÷àòåëüíî èìååì

R′′(1) = 2|f ′(ξ)|
∣∣
ξ=1

> 0.Òàê êàê �óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â Bε̃, òî R′′(ξ) > 0 â Bε̃. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà èìååòñÿ íåâûïóêëàÿ ââåðõ êðèâàÿ R(ξ), îáðà-çîâàííàÿ ðàññå÷åíèåì ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòèêðóãà E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü êîí�îðìíîãî ðàäèóñà, ïîñòðîåííàÿ íàä
E, íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ.Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà è äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ êàê ÷àñòíîãîñëó÷àÿ îáëàñòåé ñ ïðÿìîëèíåéíûì ó÷àñòêîì ãðàíèöû.Ïðèâåäåì íåêîòîðîå îáîáùåíèå òåîðåìû 1 äëÿ âûïóêëûõ êðèâîëèíåéíûõ ìíî-ãîóãîëüíèêîâ. Â êà÷åñòâå îòîáðàæàþùåé �óíêöèè ðàññìîòðèì èíòåãðàë Êðèñòî�-�åëÿ �Øâàðöà

f(ζ) =

ζ∫

0

n∏

k=1

(ζ − ak)αk−1 dζ, ζ ∈ E, ak = eiϕk , (5)ñ óñëîâèåì
n − 2 <

n∑

k=1

αk < n − 1, 0 < αk 6 1. (6)ÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 2. Ïóñòü D � âûïóêëûé êðèâîëèíåéíûé ìíîãîóãîëüíèê, ñîîòâåò-ñòâóþùèé èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (5) ñ óñëîâèåì (6). Ïîâåðõíîñòü Ω+êîí�îðìíîãî ðàäèóñà äëÿ îáëàñòè D, ïîñòðîåííàÿ íàä êðóãîì, íå ÿâëÿåòñÿ ïî-âåðõíîñòüþ, âûïóêëîé ââåðõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè âûïóêëîé âíèç ëè-íèè â âåðòèêàëüíîì ñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà ñ óðàâíåíèåì
R(ζ) = (1 − |ζ|2)

n∏

k=1

|ζ − ak|
αk−1.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ak 6= −1, k = 1, 2, . . . , n.Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì t ∈ (−π/2; π/2) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ðàññå÷å-íèé ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà ïëîñêîñòÿìè ζ∗ = −1+ reit, r > 0. Êðèâûå
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R(ζ∗) = (2r cos t − r2)

n∏

k=1

|1 + ak|
αk−1

n∏

k=1

∣∣∣∣1 − r
eit

1 + ak

∣∣∣∣
αk−1

.Âòîðîé ìíîæèòåëü â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè íå âëèÿåò íà èññëåäóåìóþ õàðàêòå-ðèñòèêó ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü �óíêöèþ
Φ(r) = (2r cos t − r2)

n∏

k=1

∣∣∣∣1 − r
eit

1 + ak

∣∣∣∣
αk−1è çàïèñàòü åå ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ

Φ(r) = 2r cos t − r2 − 2r2 cos t

n∑

k=1

(αk − 1)
cos t(1 + cosϕk) + sin t sin ϕk

2(1 + cosϕk)
+ o

(
r2
)
.Çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé â íóëå, î÷åâèäíî, çàâèñèò îò âûáîðà ñå÷åíèÿ, òî åñòüîò t . Ïîýòîìó âûïèøåì êîý��èöèåíò ïðè r2 â âèäå �óíêöèè

k2(t) = −

(
1 + cos t

n∑

k=1

(αk − 1)
cos t(1 + cosϕk) + sin t sin ϕk

1 + cosϕk

)
, t ∈

(
−

π

2
;
π

2

)
.Âîçüìåì ñå÷åíèå ïðè t = 0 . Òîãäà

k2(0) = −

(
1 +

n∑

k=1

(αk − 1)

)
= n − 1 −

n∑

k=1

αk,è èç óñëîâèÿ (6) ëåãêî ïîëó÷àåì îöåíêó 0 < k2(0) < 1, èç êîòîðîé âûòåêàåò ñïðà-âåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà, ïîñòðîåííîãîíàä âíåøíîñòüþ êðóãà. �àññìîòðèì ìåðîìîð�íóþ âî âíåøíîñòè êðóãà E �óíêöèþ
F (ζ) = ζ + c0 + c−1ζ

−1 + c−2ζ
−2 + · · · , ζ ∈ E−, îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùóþ E−íà âíåøíîñòü D− çàìêíóòîé âûïóêëîé ëèíèè L .Ïðåäñòàâëåíèå

F ′(ζ) = exp





1

π

2π∫

0

ln

(
1 −

eiθ

ζ

)
dα(θ)




 , α(2π) − α(0) = 0, (7)îïðåäåëÿåò âåñü êëàññ �óíêöèé F (àíàëîãè÷íî [4, . 507℄). Ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-ùàÿ �óíêöèÿ α(θ) ïîíèìàåòñÿ çäåñü òàê æå, êàê è ðàíåå.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3. Ïîâåðõíîñòü Ω− êîí�îðìíîãî ðàäèóñà äëÿ âíåøíîñòè âûïóêëîéîáëàñòè D ñ ïðÿìîëèíåéíûì ó÷àñòêîì ãðàíèöû l ⊂ ∂D , ïîñòðîåííàÿ íàä E−,íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ, âûïóêëîé âíèç.Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ïåðâîíà÷àëüíûå ñîîáðàæåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåî-ðåìû 1 áóäóò èìåòü ñèëó è â äàííîì ñëó÷àå, ïîýòîìó ïðîäîëæèì îòîáðàæàþùóþ�óíêöèþ ÷åðåç äóãó îêðóæíîñòè òàê, ÷òîáû òî÷êà ζ = 1 ñòàëà àíàëèòè÷åñêîé äëÿïðîäîëæåííîé �óíêöèè.



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒßÕ. . . 183Ïóñòü ζ = ξ, ξ ∈ [−1, 1]. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (7) äëÿ ïðîèçâîäíîé
|F ′(ξ)| =

1

ξ2
exp





1

2π

2π−ε∫

ε

ln(1 − 2ξ cos θ + ξ2) dα(θ)




 .Òîãäà R′(ξ) = (ξ2 − 1)|f ′(ξ)|′ξ + 2ξ|f ′(ξ)| è R′(1) = 2|f ′(ξ)|
∣∣
ξ=1

≥ 0.Äàëåå,
R′′(ξ) = (ξ2 − 1)|f ′(ξ)|′′ξξ + 4ξ|f ′(ξ)|′ξ + 2|f ′(ξ)|. (8)Ïîñêîëüêó

|F ′(ξ)|′ξ = |F ′(ξ)|


 1

2π

2π−ε∫

ε

2ξ − 2 cos θ

1 − 2ξ cos θ + ξ2
dα(θ) −

2

ξ


 ,òî |F ′(ξ)|′ξ

∣∣
ξ=1

= −|F ′(ξ)|
∣∣
ξ=1

, è ñëåäîâàòåëüíî,
R′′(1) = −2|F ′(ξ)|

∣∣
ξ=1

< 0.Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ F àíàëèòè÷íà â Bε̃, òî R′′(ξ) < 0 â Bε̃. Ñëåäîâàòåëüíî,íà ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà èìååòñÿ íåâûïóêëàÿ âíèç êðèâàÿ R(ξ), îáðà-çîâàííàÿ ðàññå÷åíèåì ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòèêðóãà.Çàìåíÿÿ ïðÿìîëèíåéíûå ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà âûïóêëûìè êðèâûìè, ïîëó-÷èì íåêîòîðîå îáîáùåíèå òåîðåìû 3. Â êà÷åñòâå îòîáðàæàþùåé �óíêöèè ðàññìîò-ðèì èíòåãðàë Êðèñòî��åëÿ �Øâàðöà
F (ζ) =

ζ∫

1

n∏

k=1

(ζ − ak)βk−1 dζ

ζ2
, ζ ∈ E−, ak = eiϕk , (9)ñ óñëîâèåì

n ≤

n∑

k=1

βk < n + 2, 1 6 βk < 2. (10)ÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 4. Ïóñòü D− � âíåøíîñòü âûïóêëîãî êðèâîëèíåéíîãî ìíîãîóãîëü-íèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (9) ñ óñëîâèåì (10).Ïîâåðõíîñòü Ω− êîí�îðìíîãî ðàäèóñà äëÿ D− , ïîñòðîåííàÿ íàä âíåøíîñòüþêðóãà, íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ, âûïóêëîé âíèç.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâåðõíîñòü êîí�îðìíîãî ðàäèóñà îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé
R(ζ) = (|ζ|2 − 1)

1

|ζ|2

n∏

k=1

|ζ − ak|
βk−1.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì ak 6= −1, k = 1, 2, . . . , n. Ïðè êàæäîì �èê-ñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè t ∈ (π/2; 3π/2) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ðàññå÷åíèé ïî-âåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà ïëîñêîñòÿìè ζ∗ = −1 + reit, r > 0. Êðèâûå,îáðàçîâàííûå â ñå÷åíèè, îïèøóòñÿ âûðàæåíèåì

R(ζ∗) =
r2 − 2r cos t

1 + r2 − 2r cos t

n∏

k=1

|1 + ak|
βk−1

n∏

k=1

∣∣∣∣1 − r
eit

1 + ak

∣∣∣∣
βk−1

.



184 À.Í. ÀÕÌÅÒÎÂÀ, À.Â. ÕÌÅËÜÍÈÖÊÀßÂòîðîé ìíîæèòåëü íå âëèÿåò íà èíòåðåñóþùóþ íàñ õàðàêòåðèñòèêó ïîâåðõíîñòè.Ïîýòîìó ðàññìîòðèì �óíêöèþ
Φ(r) =

r2 − 2r cos t

1 + r2 − 2r cos t

n∏

k=1

∣∣∣∣1 − r
eit

1 + ak

∣∣∣∣
βk−1è çàïèøåì åå ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ

Φ(r) = −2r cos t + r2 − 4r2 cos2 t +

+ 2r2 cos t
n∑

k=1

(βk − 1)
cos t(1 + cosϕk) + sin t sinϕk

2(1 + cosϕk)
+ o

(
r2
)
.Çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé â íóëå âíîâü çàâèñèò îò âûáîðà ñå÷åíèÿ, òî åñòü îò t .Ïîýòîìó âûïèøåì êîý��èöèåíò ïðè r2 â âèäå �óíêöèè

k2(t) = 1 − 4 cos2 t + cos t

n∑

k=1

(βk − 1)
cos t(1 + cosϕk) + sin t sin ϕk

1 + cosϕk

, t ∈

(
π

2
;
3π

2

)
.Âîçüìåì ñå÷åíèå ïðè t = π . Òîãäà

k2(π) = −3 − n +

n∑

k=1

βk.Èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèå ñâåðõó èç (10) äëÿ n∑
k=1

βk, ïîëó÷èì
k2(π) = −3 − n +

n∑

k=1

βk < −1.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü íå ìîæåò áûòü âûïóêëîé âíèç.Òåïåðü óñòàíîâèì àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòèêîí�îðìíîãî ðàäèóñà íàä ïîëóïëîñêîñòüþ P.Òåîðåìà 5. Ïîâåðõíîñòü Ω+ êîí�îðìíîãî ðàäèóñà äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ïðÿ-ìîëèíåéíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ïîñòðîåííàÿ íàä ïîëóïëîñêîñòüþ, íå ÿâëÿåòñÿ ïî-âåðõíîñòüþ, âûïóêëîé ââåðõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàë Êðèñòî��åëÿ �Øâàðöà äëÿ âûïóêëîãî ïðÿìîëè-íåéíîãî n-óãîëüíèêà èìååò âèä
f(ζ) =

ζ∫

ζ0

n∏

k=1

(ζ − ak)αk−1 dζ, ζ ∈ P, Im ζ0 > 0,ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ak è αk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
−∞ < a1 < · · · < an < +∞,

n∑

k=1

αk = n − 2, 0 < αk 6 1.�àññìîòðèì ðàññå÷åíèå ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà ïðè ζ∗ = x + iy, êîãäà
x = 0 , òî åñòü ïðè ζ∗ = iy. Â ñå÷åíèè ïîëó÷èì êðèâóþ ñ óðàâíåíèåì

R(ζ∗) = 2y

n∏

k=1

|iy − ak|
αk−1 = 2Φ(y).
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Φ(y)=y

n∏

k=1

|iy−ak|
αk−1 =y

1+
n∑

k=1

(αk−1)
n∏

k=1

∣∣∣∣i −
ak

y

∣∣∣∣
αk−1

∼ Cy−1, y → ∞, C > 0. (11)Î÷åâèäíî, â ïîëóîêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè (ëåæàùåé â ïîëóïëîñ-êîñòè P ) â óêàçàííîì ñå÷åíèè �óíêöèÿ Φ(y) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç, îòêóäàñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.Çàìå÷àíèå 1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â ñëó÷àå êî-íå÷íîãî ïðÿìîëèíåéíîãî (n + 1)-óãîëüíèêà, êîãäà ïðîîáðàçîì (n + 1)-é âåðøèíûÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà.Èíòåãðàë Êðèñòî��åëÿ �Øâàðöà äëÿ âûïóêëîãî (n + 1)-óãîëüíèêà èìååò òîòæå âèä, íî n∑
k=1

αk 6= n− 2 . Äîïîëíèòåëüíàÿ âåðøèíà f(∞) îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé,åñëè n∑
k=1

αk < n− 1 . �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè n∑
k=1

αk < n− 2 , òî åñòü n∑
k=1

αk =

= n − 2 − ε , ε > 0 , òî ïðè ó÷åòå ýòîãî óñëîâèÿ â (11) ïîëó÷èì
Φ(y) = y1+n−2−ε−n

n∏

k=1

∣∣∣∣i −
ak

y

∣∣∣∣
αk−1

∼ Cy−1−ε, y → ∞, C > 0.Åñëè n − 2 <
n∑

k=1

αk < n − 1 , n∑
k=1

αk = n − 2 + ε , 0 < ε < 1 , òî â (11) ïîëó÷èì
Φ(y) = y1+n−2+ε−n

n∏

k=1

∣∣∣∣i −
ak

y

∣∣∣∣
αk−1

∼ Cy−1+ε, y → ∞, C > 0.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè â óêàçàííîì ñå÷åíèè�óíêöèè ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè âíèç.Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäñòàâëåíèþ (7), ïîâåðõíîñòüêîí�îðìíîãî ðàäèóñà, ïîñòðîåííàÿ íàä ïîëóïëîñêîñòüþ, íå áóäåò íè âûïóêëîéââåðõ, íè âûïóêëîé âíèç.2. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå
Φ = Φ(z) = Ψ[R(z)], (12)ÿâëÿþùååñÿ ñóïåðïîçèöèåé íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè Ψè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà R(z) = R(D, z) ≡ R, R ≥ 0. Ïðè ýòîì êàæäîé òî÷êå

z0 = f(ζ0) ∈ D ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé
Ψ[R(z0)] íà ïîâåðõíîñòè ñ óðàâíåíèåì (12). Áóäåì èññëåäîâàòü ñâÿçü âûïóêëî-ñòè ââåäåííîé ïîâåðõíîñòè ñ âûïóêëîñòüþ ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé �àêò. Åñëè Ψ′(R) ≥ 0, Ψ′′(R) < 0, R ≥ 0, è ïîâåðõ-íîñòü êîí�îðìíîãî ðàäèóñà íàä îáëàñòüþ D âûïóêëà ââåðõ, òî ïîâåðõíîñòü ñóðàâíåíèåì (12) òàêæå âûïóêëà ââåðõ. Èìåþòñÿ è äðóãèå ñâÿçè ìåæäó ðàññìàò-ðèâàåìûìè ïîâåðõíîñòÿìè, êîòîðûå ìû î�îðìèì â âèäå òàáëèöû (îäíà ñòðîêàòàáëèöû áóäåò ïðåäñòàâëÿòü îäíî ñàìîñòîÿòåëüíîå óòâåðæäåíèå). Äëÿ óêàçàíèÿâûïóêëîñòè ââåðõ è âíèç áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû ⌢ è ⌣ ñîîòâåòñòâåííî.Èìååò ìåñòî



186 À.Í. ÀÕÌÅÒÎÂÀ, À.Â. ÕÌÅËÜÍÈÖÊÀßÒåîðåìà 6. Äëÿ ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (12) è ïîñòðîåííîé íàäîáëàñòüþ D, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ñëåäóþùåé òàá-ëèöû:
Ψ′(R) Ψ′′(R) R(z) Ψ[R(z)]

> 0 ≤ 0 ⌢ ⇒ ⌢

⌣ ⇐ ⌣

≥ 0 ⌣ ⇒ ⌣

⌢ ⇐ ⌢

6 0 ≤ 0 ⌣ ⇒ ⌢

⌢ ⇐ ⌣

≥ 0 ⌢ ⇒ ⌣

⌣ ⇐ ⌢Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì åãî äëÿ îäíîãî ñëó÷àÿ, ñïðàâåäëèâîñòü îñòàëüíûõäîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Âûïèøåì íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå
Ψzz = Ψ′′R2

z + Ψ′Rzz, Ψzz̄ = Ψ′′|Rz|
2 + Ψ′Rzz̄.Ïóñòü Ψ′(R) 6 0 , Ψ′′(R) 6 0 (òðåòèé ñëó÷àé â òàáëèöå). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâàïåðâîé èìïëèêàöèè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî |Rzz | 6 Rzz̄ , òî åñòü R(z) âûïóêëà âíèç.Òîãäà îöåíèì

|Ψzz| 6 |Ψ′′||Rz|
2 + |Ψ′||Rzz | 6 −Ψ′′|Rz|

2 − Ψ′Rzz̄ = −Ψzz̄ ⇒ |Ψzz| 6 −Ψzz̄.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü Ψ[R(z)] âûïóêëà ââåðõ.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé èìïëèêàöèè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî |Ψzz| 6 Ψzz̄ . Òîãäà
Ψ′′|Rz|

2 + Ψ′Rzz̄ > |Ψ′′R2
z + Ψ′Rzz| > |Ψ′||Rzz| − |Ψ′′||Rz|

2 = −Ψ′|Rzz| + Ψ′′|Rz|
2.Îòñþäà

−Ψ′|Rzz | 6 Ψ′Rzz̄ ⇒ |Rzz | 6 −Rzz̄.Èòàê, ïîâåðõíîñòü R(z) âûïóêëà ââåðõ.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîý��èöèåíòà ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè λ = 1/R(z) èç âû-ïóêëîñòè ââåðõ ïîâåðõíîñòè R(z) ñëåäóåò âûïóêëîñòü âíèç ïîâåðõíîñòè Ψ(R(z)),à èç âûïóêëîñòè ââåðõ ïîâåðõíîñòè Ψ(R(z)) = 1/R(z) � âûïóêëîñòü âíèç ïîâåðõ-íîñòè R(z).Çàìå÷àíèå 3. Íåâûïîëíåíèå îáðàòíûõ èìïëèêàöèé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïî-âåðõíîñòè ñâÿçàíî ñ âîçìîæíûì (íî íå îáÿçàòåëüíûì) ïîÿâëåíèåì íà íåé ñåäëîâûõòî÷åê è òîëüêî èõ.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîâåðõíîñòü Ψ[R(z)] âûïóêëà ââåðõ, òî åñòü |Ψzz| 6

6 −Ψzz̄ . Òîãäà
− Ψ′′|Rz|

2 − Ψ′Rzz̄ > |Ψ′′R2
z + Ψ′Rzz| >

> |Ψ′′||Rz |
2 − |Ψ′||Rzz| = −Ψ′′|Rz |

2 + Ψ′|Rzz |.Ñëåäîâàòåëüíî,
Ψ′|Rzz| 6 −Ψ′Rzz̄ ⇒ |Rzz | > −Rzz̄,è ïîâåðõíîñòü R(z) íå ìîæåò áûòü âûïóêëîé ââåðõ.



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒßÕ. . . 187Òåïåðü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü R(z) âûïóêëà ââåðõ è âûïîëíÿåòñÿ ñî-îòíîøåíèå |Rzz| 6 −Rzz̄ ⇒ −|Rzz| > Rzz̄ . Òîãäà îöåíèì
|Ψzz| > |Ψ′′||Rz |

2 − |Ψ′||Rzz| > |Ψ′′||Rz |
2 + |Ψ′|Rzz̄ = −Ψ′′|Rz|

2 −Ψ′Rzz̄ = −Ψzz̄ ⇒

⇒ |Ψzz| > −Ψzz̄.Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü Ψ[R(z)] íå ìîæåò áûòü âûïóêëîé ââåðõ.Äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ â òàáëèöå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû èçëîæåííûì.�àñïðîñòðàíÿÿ ïîíÿòèå êîí�îðìíîãî ðàäèóñà íà íåîäíîñâÿçíûé ñëó÷àé [5℄, ïî-ñòðîèì ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî áóäåò ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6. �àññìîò-ðèì êîí�îðìíûé ðàäèóñ
R(D, z) = −2|z| ln |z|äëÿ îáëàñòè D = f(E) = {0 < |z| < 1} ñ �óíêöèåé

z = f(ζ) = exp
ζ + 1

ζ − 1
, ζ ∈ E.Ïîâåðõíîñòü êîí�îðìíîãî ðàäèóñà R(D, z) ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé [2] : íàäêîëüöîì 0 < |z| < e−1 ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç ñåäëîâûõ òî÷åê, à íàä êîëüöîì

e−1 < |z| < 1 ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ.Âîçüìåì �óíêöèþ
Ψ[R(z)] = cos

(
eπR

4

)
= cos

(πe

2
|z| ln |z|

)
, 0 < |z| < 1.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Φ = Ψ[R(z)] ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ÷àñòåé:íàä êîëüöîì {0 < |z| < ρ1} îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ, íàä êîëüöîì {e−1 <

< |z| < ρ2} � âûïóêëîé âíèç, íàä êîëüöàìè {ρ1 < |z| < e−1} è {ρ2 < |z| < 1}ñîñòîèò èç ñåäëîâûõ òî÷åê. SummaryA.N. Akhmetova, A.V. Khmelnitskaya. On Some Surfaes De�ned by Conformal Radius.In this paper, we study the properties of the onformal radius surfae onstruted overa unit disk or over the exterior of a unit disk for a domain with a onvex boundary urveontaining retilinear part. We also disuss the properties of the onformal radius surfaeonstruted over a half-plane for a domain with a polygonal boundary urve as well as theproperties of the surfae of the reonstruted onformal radius.Key words: onformal radius, surfae of the onformal radius, onvex domain, onvexpolygon, oe�ient of the hyperboli metri.Ëèòåðàòóðà1. Haegi H.R. Extremalprobleme und Ungleihungen konformer Gebietsgr�ossen // Compo-sitio Mathematia. � 1951. � T. 8. � P. 81�111.2. Àêñåíòüåâ Ë.À., Àõìåòîâà À.Í., Õìåëüíèöêàÿ À.Â. Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé êîí-�îðìíîãî ðàäèóñà äëÿ èíòåãðàëîâ Êðèñòî��åëÿ�Øâàðöà // Ìàòåðèàëû Ñåäüìîéìåæäóíàðîä. êàçàí. øê.-êîí�. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. ìàòåì. î-âà, 2005. � Ñ. 10�11.3. Àêñåíòüåâ Ë.À., Àõìåòîâà À.Í., Õìåëüíèöêàÿ À.Â. Î âûïóêëîñòè ïîâåðõíîñòåé,îïðåäåëÿåìûõ êîí�îðìíûì ðàäèóñîì ïëîñêîé îáëàñòè // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. �2007. � � 4. � C. 10�20.
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