
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ КАЗАНСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ

2017, Т. 159, кн. 3 ISSN 2541-7746 (Print)
С. 282–295 ISSN 2500-2198 (Online)

УДК 539.3

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ
ИССЛЕДОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО

ВЫПУЧИВАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК,
ЗАПОЛНЕННЫХ СЫПУЧИМ МАТЕРИАЛОМ,

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПОПЕРЕЧНОЙ СИЛЫ

В.Г. Баженов1 , Е.Г. Гоник2 , А.И. Кибец1 ,
М.В. Петров2 , Т.Г. Федорова2 , И.А. Фролова2

1Научно-исследовательский институт механики Национального исследовательского
Нижегородского государственного университета им. Н.И. Лобачевского,

г. Нижний Новгород, 603950, Россия
2Чувашский государственный университет им. И.Н. Ульянова,

г. Чебоксары, 428015, Россия

Аннотация

Численно и экспериментально исследован процесс упругопластического деформиро-
вания, потери устойчивости и закритического поведения консольно закрепленных тон-
костенных цилиндрических оболочек средней длины, нагружаемых на торцах попереч-
ной силой. Определяющая система уравнений сформулирована в переменных Лагранжа
в трехмерной динамической постановке. Упругопластическое деформирование описано
соотношениями теории течения. Геометрическая нелинейность (большие формоизмене-
ния) учтена с помощью пересчета геометрии оболочки в каждый момент времени. Числен-
ное решение задачи основано на методе конечных элементов и явной конечно-разностной
схеме интегрирования по времени типа «крест». Изучено влияние геометрических пара-
метров и сыпучего заполнителя на выпучивание оболочек. Численно и экспериментально
показано, что в рассматриваемой задаче сыпучий заполнитель повышает значение кри-
тической нагрузки, но его влияние на форму потери устойчивости несущественно.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, заполнитель, пластические деформа-
ции, выпучивание, эксперимент, расчет

Введение

Задача об устойчивости цилиндрической оболочки сопряжена с различными
техническими приложениями (расчет авиационных конструкций, трубопроводов,
транспортных систем и др.). Различные аспекты этой проблемы рассматривались
в работах [1–29]. Результаты экспериментальных исследований устойчивости ци-
линдрических оболочек приведены в [1–6]. Вопросам устойчивости цилиндриче-
ских оболочек при локальных нагружениях посвящены работы [7–10]. Теорети-
ческий и экспериментальный анализ устойчивости ортотропных цилиндрических
оболочек при изгибе проведен в [11, 12]. Численное исследование нелинейного де-
формирования и устойчивости овальных цилиндрических оболочек при комбини-
рованном нагружении выполнено в [13]. Устойчивость оболочек при взаимодей-
ствии с заполнителем изучалась в [14–19]. Влияние геометрических параметров на
устойчивость цилиндрических оболочек теоретически и экспериментально иссле-
довалось в [11, 12, 20, 21]. Устойчивость и закритическое поведение упругопла-
стических цилиндрических оболочек рассматривались в [15–17, 21–24]. Результаты
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теоретических и экспериментальных исследований, показали, что упругопластиче-
ские деформации существенно снижают критические нагрузки. Дополнительную
информацию о публикациях по рассматриваемой теме можно найти в [25–29].

Трудность решения задачи при поперечном изгибе (под действием сосредото-
ченных сил или распределенной нагрузки) обусловлена тем, что в зависимости от
геометрии оболочки и жесткостных параметров потеря устойчивости может про-
исходить по двум типам: от действия касательных напряжений (по типу кручения)
и нормальных напряжений (по типу сжатия-изгиба) [11, 12]. При этом как каса-
тельные, так и нормальные напряжения являются существенно неоднородными
(локализованными), и их максимальные значения достигаются в различных зонах
оболочки. Существенное влияние на картину волнообразования и критическую на-
грузку оказывают начальные несовершенства геометрии оболочки и другие фак-
торы [15, 28]. Решение задачи значительно усложняется, если потеря устойчивости
оболочки сопровождается образованием пластических деформаций. Мало исследо-
ванными остаются вопросы потерм устойчивости и закритического упругопласти-
ческого деформирования оболочек при их взаимодействии с заполнителем.

Методы и результаты решения задачи устойчивости упругопластических обо-
лочек в бифуркационной постановке «по Эйлеру» в предположении однородности
и безмоментности напряженного состояния изложены в [30]. В связи с развити-
ем математического моделирования численных методов и программных средств
появились новые возможности решения задач устойчивости упругопластических
конструкций в геометрически нелинейной постановке как неидеальных систем с
начальными несовершенствами формы при сложных нагружениях. При этом вме-
сто критических бифуркационных нагрузок определяются предельные нагрузки и
соответствующие формоизменения конструкций. Для численного решения подоб-
ных квазистатических задач в теории упругости хорошо разработан метод про-
должения по обобщенному параметру [31]. Для упругопластических задач этот
метод мало пригоден ввиду зависимости решения от истории нагружения. Бо-
лее перспективным является применение динамической формулировки задачи с
использованием в качестве параметра нагружения модифицированного времени
[32]. В квазистатических задачах в этом случае роль регуляризатора численного
решения выполняют инерционные члены, вклад которых регулируется выбором
соответствующей скорости нагружения и ее реверсом при разгружениях [32]. При
использовании численных методов и программных комплексов [11, 13, 15, 20, 21,
23, 24, 29] возникают определенные трудности с выбором расчетных схем и фор-
мированием конечно-элементных сеток, что, в свою очередь, требует проведения
дополнительных исследований. Цель настоящей работы состоит в численном и экс-
периментальном изучении упругопластического деформирования, потери устойчи-
вости и закритического поведения консольно закрепленных цилиндрических обо-
лочек при изгибе поперечной силой с использованием вычислительной системы
(ВС) «Динамика-3» [33, 34] и экспериментальной методики [16]. Сопоставление с
экспериментальными данными позволяет оценить достоверность результатов чис-
ленного решения. Выполнен анализ влияния геометрических параметров и сыпу-
чего заполнителя на устойчивость оболочек.

1. Методика экспериментального исследования
устойчивости тонкостенной цилиндрической оболочки

Схема установки для испытаний изображена на рис. 1. Экспериментальная
установка состояла из жесткой стальной стенки (1), оправки (2), образца - ци-
линдрической оболочки с жесткой вставкой – круглым диском на нагружаемом
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Рис. 1. Схема установки для испытаний

Табл. 1

Серия Радиус Толщина стенки Длина h/R L/R
испытаний R, мм h, мм L, мм

1 32.80 0.10 135 0.0030 4.12
2 32.80 0.10 270 0.0030 8.24
3 41.65 0.12 165 0.0029 3.96

Рис. 2. Диаграмма деформирования алюминиевого сплава

торце (3), двух полуколец (4), четырех болтов для крепления полуколец к жест-
кой стенке (5), индикатора часового типа ИЧ-10 (6), тензодатчиков с измерите-
лем деформаций (7), нагружающего устройства с гирями (Q) . Металлическая
оправка (2), выточенная по внутреннему диаметру образца, жестко приваривалась
к стенке (1). На оправку плотно насаживался один торец испытываемого образца
(3) и на его нагруженную поверхность надевались полукольца (4), которые стяги-
вались между собой и болтами (5) крепились к стальной стенке (1). Шаг нагрузки
F варьировался от 10 Н на начальном этапе до 1 Н при подходе к критическому
значению. Вертикальное перемещение нагружаемого торца образца (3) измерялось
с помощью индикатора часового типа (6). Размеры образцов приведены в табл. 1.

Исследуемые образцы изготовлены путем глубокой вытяжки из алюминиевого
сплава 3004 в состоянии Н19. Диаграмма деформирования алюминиевого сплава
представлена на рис. 2.

В каждой серии экспериментов испытывались по 10 образцов с последующей
статистической обработкой результатов [35]. Рассматривался изгиб полых образов
и заполненных на 90% сыпучим материалом (железным порошком ПЖ-5 плотно-
стью 2.62 г/см3) .
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2. Определяющая система уравнений

Деформирование оболочки описывается в переменных Лагранжа с позиций ме-
ханики сплошных сред [36, 37] в динамической постановке [32]. Наряду с общим
базисом X = [X1X2X3] введем местную (сопутствующую) систему координат x =
= [x1x2x3] [38] с направляющими косинусами nij :

xi = nijXj , i, j = 1, 2, 3 (1)

(по повторяющимся индексам ведется суммирование). Здесь x3 – координата, от-
считываемая от срединной поверхности оболочки и нормальная к ней, x1, x2 орто-
гональны к x3 . Деформации поперечного сдвига предполагаем малыми, что позво-
ляет считать местный базис ортогональным в течение всего процесса деформирова-
ния. Компоненты тензора скоростей деформаций в местном базисе ε̇ij выражаются
через компоненты ėij скорости деформаций в общем базисе по формулам

ε̇ij = nimnjkėmk, (2)

ėij определяются в метрике текущего состояния

ėij = (U̇i,j + U̇j,i)/2, i, j = 1, 2, 3, Xi = Xi|t=0 +

t∫

0

U̇i dt (3)

Здесь Ui – перемещения в общей декартовой системе координат X , индекс после
запятой означает частную производную по соответствующей пространственной пе-
ременной, точка над символом – частную производную по времени t .

Уравнение движения выводится из баланса виртуальных мощностей [37]:
∫

Ω

σijδε̇ijdV +
∫

Ω

ρÜiδU̇idV =
∫

Γp

PiδU̇idγ, i, j = 1, 2, 3) (4)

где σij – компоненты тензора напряжений Коши; ρ – плотность; Pi – распреде-
ленная нагрузка; Ω - исследуемая область; Γp – зона действия внешнего давления;
δε̇ij и δU̇i – вариации ε̇ij и U̇i (на поверхности с заданными кинематическими
граничными условиями δU̇i = 0).

Упругопластическое деформирование материала описывается соотношениями
теории течения [39–41]

σ′ij = σij + σV δij , σ̇V = −3Kε̇V , ε̇V = ε̇ii/3,

ε̇
′e
ij = ε̇ij − ε̇V δij − ε̇p

ij , ε̇p
ii = 0, σ̇′ij = 2Gε̇

′e
ij ,

ε̇p
ij =

λ̇∂f

∂σ′ij
, f = σ′ijσ

′
ij −

2
3
σ2

T = 0;

σT = σT (χ), χ =

√
2
3

t∫

0

√
ε̇
′p
ij ε̇

′p
ij dt.

(5)

Здесь σ′ij , ε̇′ij , σv , ε̇v – девиаторные и шаровые компоненты тензоров напряже-
ния и скоростей деформаций; ε̇p

ij – скорости пластических деформаций; G , K –
модули сдвига и объемного сжатия; δij – символы Кронекера; f – поверхность
текучести Мизеса, σT – предел текучести; λ̇ – параметр, тождественно равный
нулю при упругом деформировании и определяемый при упругопластическом де-
формировании из условия прохождения мгновенной поверхности текучести через
конец вектора догрузки.
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Нагружение оболочки осуществлялось в два этапа. На первом этапе (t ≤ t0)
моделировалось нагружение оболочки собственным весом сыпучего заполнителя.
В расчетах весовая нагрузка аппроксимировалась аналитической функцией, зави-
сящей от пространственных переменных и времени [21, 23]. Распределение весовой
нагрузки вдоль оси вращения оболочки предполагалось равномерным. В попереч-
ном сечении изменение давления P по повороту задавалось формулой

P = PT sin(φ/2), 0 ≤ φ ≤ 2π

PT =

{
P1t/t0, t ≤ t0,

P1, t > t0,
P1 = Po




L∫

0

2π∫

0

sin(ϕ/2) dϕdx



−1

,
(6)

где Po – вес заполнителя, L – длина оболочки. Для уменьшения влияния инерци-
онных сил на решение задачи время нарастания нагрузки t0 должно быть на по-
рядок больше периода колебаний конструкции по низшей форме. На втором этапе
задавалась скорость вертикального смещения торца оболочки предварительно на-
груженного действием весомого заполнителя.

Определяющая система уравнений (1)–(6) дополнялась кинематическими гра-
ничными и начальными условиями.

3. Метод решения

Для дискретизации определяющей системы уравнений (1)–(6) применяются мо-
ментная схема метода конечных элементов и явная конечно-разностная схема ин-
тегрирования по времени типа «крест» [41–44]. Оболочка заменяется лагранжевой
сеткой, состоящей из 8-узловых конечных элементов (КЭ). В узлах сетки опре-
деляются ускорения

{
Ü

}
, скорости

{
U̇

}
и перемещения {U} в общей системе

координат {X} = {X1X2X3}T . Предполагается, что деформации поперечного
сдвига в конечных элементах малы, а смещения и углы поворота КЭ как жест-
кого могут быть большими. В каждом конечном элементе вводится локальный
базис {x} = {x1x2x3}T (1), отслеживающий его вращение как жесткого целого
пошаговым пересчетом направляющих косинусов осей [41, 44]. Конечный элемент
с помощью полилинейного изопараметрического преобразования отображается на
куб −1 ≤ ξi ≤ 1, i = 1, 2, 3 :

xi =
8∑

k=1

xk
i Nk (ξ 1 ξ 2 ξ 3) , Nk = (1 + ξ1/ξk

1 )(1 + ξ2/ξk
2 )(1 + ξ3/ξk

3 )/8. (7)

Здесь xk
i , ξk

i – координаты узлов в базисах x, ξ ; Nk – функции формы. Компо-
ненты скорости деформаций ε̇ij на КЭ аппроксимируются линейными функциями

ε̇ij = ε̇0
ij + ε̇1

ijξ1 + ε̇2
ijξ2 + ε̇3

ijξ3, (8)

где ε̇0
ij – значения компонент скорости деформаций в центре КЭ (безмоментные

составляющие), а ε̇k
ij = ∂ε̇ij/∂ξk = const – их градиент (моментные составляю-

щие) [41]. С применением формул численного интегрирования [43] напряжения,
определенные в локальном базисе, заменяются статически эквивалентными узло-
выми силами, которые проецируются в общую систему координат. После замены
интегрирования по области Ω суммированием по конечным элементам, получим
дискретный аналог уравнений движения

[M ]{Ü} = {F} (9)
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Табл. 2

Серия Процент Критическая сила Процент увеличения
испытаний заполнения Qcr, кН Qcr для заполненного

образцов эксперимент расчет образца

1 0 (пустой) 0.153 0.16 40.590 0.215 0.223

2 0 0.060 0.063 16.990 0.070 0.0747

3 0 0.262 0.269 30.290 0.341 0.349

Табл. 3

R2/R1 h2/h1 L2/L1
Q1

cr/Q2
cr

пустой образец заполненный образец
1 1 2 2.56 3.07

Табл. 4

R3/R1 h3/h1 L3/L1
Q3

cr/Q2
cr

пустой образец заполненный образец
1.27 1.2 1.22 1.71 1.59

где [M ] – диагональная матрица масс; {Ü}, {F} – векторы, составленные из уско-
рений узлов КЭ-сетки и результирующих узловых сил в общей системе координат.
Система обыкновенных дифференциальных уравнений (9) интегрируется с исполь-
зованием явной конечно-разностной схемы типа «крест». В результате расчетов
определяется зависимость поперечной силы и прогиба оболочки с учетом веса за-
полнителя.

Изложенная КЭ-методика реализована в рамках вычислительной системы
«Динамика-3», аттестованной в научно-техническом центре по ядерной и радиа-
ционной безопасности [33] и Госстандарте РФ [34].

4. Сопоставление и анализ результатов расчетов и экспериментов

При численном решении задачи количество КЭ оболочки варьировалось от 3200
до 6400 в зависимости от ее длины. Количество КЭ в окружном направлении было
постоянным (40 КЭ). Для повышения точности по длине оболочки применялось
локальное сгущение сетки в зоне потери устойчивости и в зоне приложения на-
грузки. Результаты численного и экспериментального исследований упругопласти-
ческого деформирования и выпучивания консольно защемленной цилиндрической
оболочки под действием поперечной нагрузки приведены в табл. 2 и на рис. 3

В табл. 2 приведены значения критической нагрузки, полученные в расчетах и
экспериментах для образцов 1–3, геометрические параметры которых приведены
в табл. 1. В табл. 3, 4 показаны критические нагрузки для образцов серий 1 и 2
(табл. 3) и образцов серий 1 и 3 (табл. 4) при одинаковых значениях прогибов на
торцах оболочек в эксперименте и при численных расчетах. На рис. 3 представлена
форма примыкающего к опорной стенке фрагмента оболочки без заполнителя из
первой серии испытаний (h/R = 0.03 , L/R = 4.12) после потери устойчивости (а –
расчет, б – эксперимент).

По расчетным и экспериментальным данным при достижении поперечной на-
грузкой критического значения сначала образуются ромбовидные вмятины вблизи
заделки в сжатой зоне образца перпендикулярно к его оси («изгибная» форма
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а) б)

Рис. 3. Форма примыкающего к опорной стенке фрагмента оболочки без заполнителя при
h/R = 0.03 , L/R = 4.12 после потери устойчивости (а – расчет, б – эксперимент)

выпучивания в зоне максимальных продольных сжимающих напряжений [11]).
Затем образуются вмятины на боковых поверхностях образца, направленные под
углом к его оси («сдвиговая» форма выпучивания в зоне максимальных касатель-
ных напряжений). Для других вариантов оболочки, представленных в табл. 1, кар-
тина волнообразования качественно не менялась. Потеря устойчивости оболочки
происходит в области вмятин при малых упругопластических деформациях, не пре-
восходящих 1%. На момент потери устойчивости и значение критической нагрузки
существенно влияет диаграмма деформирования материала [23].

Сыпучий заполнитель создает давление на внутреннюю поверхность оболочки,
препятствующее образованию вмятин, и изгибающий момент от равномерно рас-
пределенной по длине оболочки весовой нагрузки. Первый фактор увеличивает
критическую поперечную нагрузку Qcr , а второй уменьшает. Кроме того, при
оценке Qcr необходимо учитывать взаимодействие «изгибной» и «сдвиговой» форм
выпучивания цилиндрических оболочек средней длины. При изгибе упругой кон-
сольно закрепленной оболочки поперечной силой Q , приложенной на торце, мак-
симальные нормальные σmax и касательные τmax напряжения определяются фор-
мулами [11]

σmax = QL/πhR2, τmax = Q/πhR. (10)

«Сдвиговая» форма выпучивания характерна для коротких оболочек, а «из-
гибная» – для длинных оболочек [11, 12].

Сыпучий заполнитель увеличивает Qcr на 16.9–40.5% в зависимости от геомет-
рии оболочки (табл. 2). Как видно из табл. 3, с увеличением длины оболочки в два
раза уменьшается критическая поперечная нагрузка, что объясняется увеличением
σmax от действия весовой нагрузки. При практически пропорциональном увеличе-
нии радиуса, толщины и длины оболочки на 20% возрастает роль изгибающего
момента от весовой нагрузки и критическая поперечная нагрузка увеличивается
в меньшей степени, чем в серии испытаний 1 (табл. 2, 4).

В целом наблюдается хорошее соответствие между результатами вычислитель-
ных и натурных экспериментов по формам волнообразования (рис. 3) и критиче-
ским нагрузкам (табл. 2).

Заключение

Результаты проведенных теоретических и экспериментальных исследований по-
казывают, что для всех образцов сыпучий заполнитель увеличивает значение кри-
тической поперечной нагрузки. В рассмотренных вариантах задачи наблюдалась
качественно одинаковая картина упругопластического выпучивания оболочки,
не зависящая от наличия заполнителя. Напряженно-деформированное состояние
и критические нагрузки для геометрически подобных цилиндрических оболочек
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различаются, если не корректировать весовую нагрузку от заполнителя. Хорошее
соответствие результатов расчетов и экспериментов подтвердило эффективность
вычислительной модели упругопластического выпучивания цилиндрических обо-
лочек, заполненных сыпучим материалом.

Благодарности. Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ
(проект № 16-38-60051-мол_а_дк).
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Abstract

The process of elastoplastic deformation, loss of stability and supercritical behavior of
cantilevered thin-walled cylindrical shells of medium length loaded at the end face by trans-
verse force, has been numerically and experimentally investigated. The defining system of
equations has been formulated in the Lagrange variables in a three-dimensional dynamic for-
mulation. The elastic-plastic deformation has been described by the relations of the theory of
flow. Geometric nonlinearity (large deformations) has been taken into account by recalculating
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the geometry of the shell at each instant of time. The numerical solution of the problem is
based on the finite element method and an explicit finite-difference time-integration scheme of
the “cross” type. The effect of geometric parameters and loose filler on shell buckling has been
studied. It has been shown numerically and experimentally that the bulk filler in the problem
under consideration raises the value of the critical load, but its effect on the form of stability
loss is insignificant.

Keywords: cylindrical shell, aggregate, plastic deformation, buckling, experiment, calcu-
lation
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Figure Captions

Fig. 1. Scheme of the installation for testing.

Fig. 2. Diagram of aluminum alloy deformation.

Fig. 3. The shape of the shell fragment adjacent to the supporting wall without filler at
h/R = 0.03, L/R = 4.12 after the loss of stability (a – calculation, b – experiment).
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