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   Математика (в двух частях): Часть 1. Учебно-методический ком-
плекс для студентов заочной и дистанционной форм обучения по эко-
номическим направлениям подготовки бакалавров. /Составитель: Уг-
лов А.Н. -Набережные Челны: Изд-во: НЧИ К(П)ФУ, 2019, 121 с. 

 
1.Цель и задачи дисциплины, её место в учебном процессе.  

   Цель преподавания дисциплины «Математика» - формирование системы 
базовых знаний по данной дисциплине, которая позволит будущим специа-
листам решать в своей повседневной деятельности актуальные задачи науки 
и практики, понимать написанные на современном научном уровне результа-
ты других исследований и тем самым совершенствовать свои профессио-
нальные навыки. 
     Основными задачами дисциплины являются: 
- ознакомление обучающихся с фундаментальными понятиями и фактами 
математики, необходимыми для применения современных математических 
методов при решении задач науки, экономики и управления; 
-привлечение внимания студентов к возможностям использования математи-
ческих методов при исследовании различных задач; 
-развитие навыков к математическому моделированию прикладных задач; 
-воспитание абстрактного мышления и умения строго обосновать соответст-
вующие факты; 
-развитие логического и алгоритмического мышления; 
-овладение классическим математическим аппаратом для дальнейшего ис-
пользования в приложениях. 
     Данная дисциплина является основой при изучении дисциплин, исполь-
зующих современные математические методы. В свою очередь, для изучения 
данной дисциплины необходимо знание элементарной математики.  
     В результате изучения данной дисциплины студент должен: 
- знать теоретические основы линейной и векторной алгебры, аналитической 
геометрии, дифференциального и интегрального исчислений, числовых и 
функциональных рядов, дифференциальных уравнений, теории вероятностей 
и математической статистики. 
- уметь использовать полученные знания для решения практических задач. 
     Изучение  дисциплины предусматривает проведение лекционных, практи-
ческих занятий и самостоятельную работу студентов. В лекциях излагается 
содержание тем программы с учетом требований, установленных для специа-
листа в квалификационной характеристике. Практические занятия проводят-
ся с целью закрепления теоретических основ курса, получения практических 
навыков решения математических задач. Контроль знаний осуществляется с 
помощью контрольных работ, зачётов и экзаменов.   
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2. Содержание и структура дисциплины (часть 1). 

2.1 Содержание дисциплины (наименование тем). 
Тема. Определители.  
Определители 2-ого, 3-его, порядков, порядка n. Свойства определителей. 
Миноры и алгебраические дополнения. Разложение определителя по элемен-
там строки или столбца. Вычисление определителей.  
Тема. Матрицы.  
Определение матрицы. Виды матриц. Действия над матрицами. Базисный 
минор. Ранг матрицы. Обратная матрица, условие существования, основные 
способы её нахождения. Матричные уравнения, их решение.  
Тема. Системы линейных уравнений. Модель Леонтьева. 
Системы линейных уравнений (СЛУ). Основные понятия и определения. 
Матричная запись СЛУ. Формулы Крамера. Решение СЛУ методом обратной 
матрицы. Решение СЛУ методом Гаусса. Базисные и свободные неизвестные. 
Общее решение СЛУ. Однородные системы линейных уравнений, свойства 
их решений. Условия существования ненулевых решений однородных СЛУ. 
Модель Леонтьева. 
Тема. Системы векторов. N-мерное векторное пространство. Евклидово 
пространство.  
N–мерный арифметический вектор. Линейные операции над векторами, их 
свойства. Понятие n-мерного векторного пространства nR . Координаты век-
тора в nR . Скалярное произведение. Евклидово пространство.  
Тема. Векторная алгебра.  
Геометрические векторы на прямой, плоскости и в пространстве, действия 
над ними. Проекция вектора. Прямоугольная декартова система координат. 
Радиус-вектор. Координаты вектора. Линейные операции над векторами в 
координатной форме. Длина и направляющие косинусы вектора. Расстояние 
между точками. Деление отрезка в данном отношении. Скалярное произведе-
ние векторов, его свойства, выражение в координатной форме, приложения 
для решения геометрических задач. Условия перпендикулярности, парал-
лельности и компланарности векторов.  
Тема. Прямые линии на плоскости.  
Прямая на плоскости. Различные виды уравнений прямой на плоскости. Рас-
стояние от точки до прямой на плоскости. Угол между двумя прямыми. Ус-
ловия параллельности и перпендикулярности двух прямых.  
Тема. Кривые второго порядка.  
Кривые 2-ого порядка на плоскости: окружность, эллипс, гипербола, парабо-
ла, их определения, канонические уравнения, форма. Приведение общего 
уравнения кривой 2-ого порядка к каноническому виду и построение.  
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Тема. Множества. Числовые множества. Функция.  
   Множества и операции над ними. Множества чисел. Действительные числа, 
модуль числа и его свойства. Числовые промежутки. Окрестность точки. По-
нятие функции. Способы задания, график, элементы поведения функции. Ос-
новные элементарные функции, их свойства и графики. Обратная и сложная 
функции. Элементарные функции, их классификация.  
Тема. Числовые последовательности. Предел последовательности. Пре-
дел функции. 
   Понятие числовой последовательности. Предел последовательности, его 
геометрический смысл. Бесконечно малые и большие последовательности. 
Монотонная последовательность, признак её сходимости. Число е . Задача о 
непрерывном начислении процентов по банковским вкладам. Определения 
предела функции при 0xx   и x . Односторонние пределы. Бесконечно 
большие и малые функции, их свойства. Неопределённые выражения. Основ-
ные теоремы о пределах функций. Предельный переход в неравенствах. Пер-
вый и второй замечательные пределы.  
Тема. Непрерывность функции.  
   Определения непрерывности функции в точке. Понятие непрерывности 
справа и слева. Непрерывность элементарных функций. Точки разрыва функ-
ции, их классификация. Непрерывность функции на множестве. Основные 
свойства функций, непрерывных на отрезке. 
Тема. Комплексные числа и многочлены.  
Комплексные числа, их геометрическое изображение на плоскости. Различ-
ные формы записи комплексных чисел. Действия над комплексными числа-
ми. Многочлены и алгебраические уравнения. Основная теорема алгебры. 
Теорема Безу. Разложение многочленов на линейные и квадратичные множи-
тели.     
Тема. Производные и дифференциалы функции одной переменной.  
   Приращение функции. Определение производной, её геометрический 
смысл. Понятие дифференцируемости функции в точке. Дифференциал 
функции. Простейшие правила дифференцирования (постоянной; суммы, 
разности, произведения и частного функций). Дифференцирование обратной 
и сложной функции. Логарифмическая производная. Производные и диффе-
ренциалы высших порядков. Дифференцирование функции, заданной пара-
метрически. Применение дифференциала в приближённых вычислениях. 
Уравнения касательной и нормали. Понятие эластичности функций. 
Тема. Основные теоремы о дифференцируемых функциях и их приложе-
ния.  
   Теоремы Ферма, Ролля, Лагранжа, Коши, их следствия. Правило Лопиталя, 
его  применение  для раскрытия  неопределённостей.  
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Тема. Исследование функций с помощью производных, построение их 
графиков.  
   Схема проведения полного исследования функции. Возрастание и убывание 
функции, нахождение участков её монотонности. Стационарные и критиче-
ские точки функции. Локальные экстремумы функции, условия их существо-
вания и нахождение. Глобальные экстремумы функции на отрезке, их нахож-
дение. Выпуклость и вогнутость функции. Точки перегиба, условия их суще-
ствования и нахождение. Вертикальные и наклонные асимптоты графика 
функции, условия их существования и нахождение. Построение графика.  
Тема. Основные понятия о функции нескольких переменных.  
   Понятия n -мерной точки, n -мерного арифметического пространства nR . 
Окрестность точки. Классификация точек. Множества точек в nR : открытые 
и замкнутые, связные, выпуклые множества. Понятие функции n  перемен-
ных. Область определения и график функции. Линии и поверхности уровня. 
Полное и частные приращения функции. Понятия предела и непрерывности 
функции нескольких переменных (ФНП). Свойства ФНП, непрерывных в 
ограниченной и замкнутой области. Выпуклые функции, их свойства. 
Тема. Производные и дифференциалы функции нескольких переменных, 
их приложения.  
   Частные производные первого и высших порядков, их вычисление. Поня-
тие дифференцируемости ФНП в точке, условия дифференцируемости. Неза-
висимость смешанных производных от порядка дифференцирования. Полные 
дифференциалы ФНП первого и высших порядков, их нахождение. Примене-
ние первого дифференциала в приближённых вычислениях. Производная по 
направлению и градиент, взаимосвязь между ними. 
Тема. Экстремумы функций нескольких переменных.  
   Стационарные и критические точки. Локальные экстремумы ФНП, условия 
их существования и нахождение. Условный экстремум. Метод неопределён-
ных множителей Лагранжа. Глобальные экстремумы ФНП в ограниченной 
замкнутой области, их нахождение.  
Тема. Приложения к общей экономической теории.  
   Производственная функция Кобба-Дугласа и её свойства. Частные произ-
водные и эластичность функций, их экономический смысл. Функции спроса 
и предложения. Функция полезности. Кривые безразличия. 
 
2.2. Практические занятия, их содержание. 
Тема. Определители. Матрицы. Системы линейных уравнений. Векто-
ры. 
Определители, их вычисление. Матрицы, действия над ними. Элементарные 
преобразования матриц. Базисный минор. Ранг матрицы. Обратная матрица. 
Матричные уравнения. Решение систем линейных уравнений по формулам 
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Крамера, методом обратной матрицы, методом Гаусса. Арифметические век-
торы, действия над ними. Координаты вектора. Геометрические  векторы, 
действия над ними. 
Тема. Прямые линии и плоскости. Кривые второго порядка.  
Прямая на плоскости и в пространстве. Плоскость. Классификация кривых 
второго порядка, приведение к каноническому виду, построение.  
Тема. Функции. Предел функции. Непрерывность функции. Комплекс-
ные числа.  
   Область определения, чётность и нечётность, график функции. Вычисление 
предела функции. Непрерывность и точки разрыва функции. Комплексные 
числа, действия над ними. Нахождение корней алгебраических уравнений на 
множестве комплексных чисел.      
Тема. Производные и дифференциалы функции одной переменной. Пра-
вило Лопиталя.  
   Производная функции и её нахождение. Уравнение касательной и нормали. 
Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке. Правило Лопиталя. 
Тема. Исследование функций с помощью производных, построение их 
графиков.  
   Проведение полного исследования функции, построение её графика. Нахо-
ждение наибольшего и наименьшего значений функции на отрезке.     
Тема. Дифференцирование функции нескольких переменных. Производ-
ная по направлению и градиент. Экстремумы. 
Функция n  переменных. Частные производные и полные дифференциалы 
первого и второго порядков, их вычисление. Производная по направлению и 
градиент. Дифференцирование неявной функции. Локальный экстремум 
ФНП, его нахождение. Глобальные экстремумы ФНП в ограниченной замк-
нутой области, их нахождение. 
 
2.3. Виды самостоятельной работы студентов. 
   Самостоятельная работа студентов предполагает изучение теоретического 
материала и выполнение контрольной работы. 
 
3. Рекомендуемая литература. 
А) Основная литература: 

1. Владимирский Б.М., Горстко А.Б., Ерусалимский Я.М. Математика. 
Общий курс: Учебник для бакалавров. –СПб.: Изд-во «Лань», 2008. -
960с. ISBN: 978-5-8114-0445-2 
(http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=634). 

2. Горлач Б.А. Линейная алгебра: Учеб. пособие. –СПб.: Изд-во «Лань», 
2012. -480с. ISBN 978-5-8114-1427-7. Режим доступа: 
http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=4042.  

http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=634
http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=4042
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3. Ильин В.А., Ким Г.Д. Линейная алгебра и аналитическая геометрия. –
М.: Велби: Проспект, 2007.  

4. Общий курс высшей математики для экономистов: Учебник /Под общ. 
ред. В.И. Ермакова. –М.: ИНФРА-М, 2010. -656с. ISBN 978-5-16-
003986-2. Режим доступа:  
http://znanium.com/catalog.php?item=bookinfo&book=210735. 

5. Сборник задач по высшей математике для экономистов: учеб. пособие 
для студентов вузов /Ермаков В.И., Бобрик Г.И., Гринцевичус Р.К. и 
др.; под ред. Ермакова В.И. – М.:ИНФРА-М, 2008. -575с. 

6. Шипачев В.С. Высшая математика. Учебник для вузов. -М. Высшая 
школа, 2005. -479 с. 

7. Шипачёв В.С. Задачи по высшей математике: Учеб. пособие для вузов. 
– М.: Высш. шк., 2005. -304с. 

Б) Дополнительная литература:  
8. Высшая математика для экономистов: учебник для студ. вузов / Кремер 

Н.Ш., Путко Б.А., Тришин И.М. и др.; под ред. Кремера Н.Ш. –
М.:ЮНИТИ-ДАНА, 2007. -479с. –ISBN: 5-238-00991-7. 

9. Высшая математика для экономистов: практикум : учеб. пособие для 
вузов /Под ред. Н. Ш. Кремера. -М.: ЮНИТИ-ДАНА, 2010. - 480 с. -
ISBN 978-5-238-01122-6.  

10. Красс М.С., Чупрынов Б.П. Математика для экономического бакалав-
риата: Учебник. –М.: ИНФРА-М, 2013. -472с. ISBN 978-5-16-004467-5. 
Режим доступа: 
http://znanium.com/catalog.php?item=bookinfo&book=400839. 

11. Хуснутдинов Р.Ш., Жихарев В.Н. Математика для экономистов в при-
мерах и задачах: Учебное пособие. –СПб.: Изд-во «Лань», 2012. -656с. 
ISBN 978-5-8114-1319-5. Режим доступа: 
http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=4233. 

12. Шершнев В.Г. Основы линейной алгебры и аналитической геометрии: 
Учеб. пособие. –М.: ИНФРА-М, 2014. –168с. ISBN 978-5-16-005479-7. 
Режим доступа: 
http://znanium.com/catalog.php?item=bookinfo&book=455245.  

13. Шершнев В.Г. Математический анализ: сборник задач с решениями: 
Учеб. пособие. –М.: ИНФРА-М, 2014. –164с. ISBN 978-5-16-005487-2. 
Режим доступа: 
http://znanium.com/catalog.php?item=bookinfo&book=445587.  

 
 
 
 
 

http://znanium.com/catalog.php?item=bookinfo&book=210735
http://znanium.com/catalog.php?item=bookinfo&book=400839
http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=4233
http://znanium.com/catalog.php?item=bookinfo&book=455245
http://znanium.com/catalog.php?item=bookinfo&book=445587
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4. Методические указания по изучению дисциплины. 
     В процессе изучения данной дисциплины студенты должны сначала изу-
чить теоретический материал и выработать навыки решения типовых задач, 
используя рекомендованную литературу, а затем выполнить одну контроль-
ную работу (задания для контрольной работы приведены в разделе 5.1). 
     При выполнении контрольной работы необходимо придерживаться ука-
занных ниже правил: 
1. Контрольная работа должна быть выполнена студентом в отдельной уче-

нической тетради с полями не менее 3 см для замечаний преподавателя. 
2. На обложке тетради указываются: название дисциплины; номер варианта 

и номера решаемых задач; Ф.И.О. студента, выполнившего работу, его 
номер группы и номер зачетной книжки; Ф.И.О. преподавателя, прове-
ряющего работу (образец оформления обложки приведён в Приложении 
3). 

3. Номер варианта соответствует номеру студента в списке группы.  
4. Номера решаемых задач выбираются из ТАБЛИЦЫ НОМЕРОВ 

ВЫПОЛНЯЕМЫХ ЗАДАНИЙ (Приложение 4). 
5. Условия задач переписываются полностью, без сокращения слов, после 

чего приводится их подробное решение (чертежи можно выполнять ак-
куратно от руки). В конце решения приводится ответ. 

6. В работу должны быть включены все задачи, указанные в задании, стро-
го по порядку номеров. Контрольные работы, содержащие не все зада-
ния, а также задачи не своего варианта, не зачитываются. 

7. Если в работе имеются ошибки, студент должен выполнить все требова-
ния преподавателя, изложенные в рецензии, и сдать работу с исправле-
ниями на повторную проверку. 

8. Никакие исправления в тексте уже проверенной работы не допускаются, 
все исправления записываются после рецензии преподавателя с указани-
ем номера задачи, к которой относятся дополнения и исправления. 

9. Работа может быть выполнена заново в случае выявления серьёзных за-
мечаний и ошибок. 

10. В конце тетради рекомендуется оставлять несколько чистых страниц для 
дополнений и исправлений. 

     После проверки контрольная работа предъявляется к защите. На защите 
студент должен показать свое умение решать задачи, подобные тем, что 
имеются в его контрольной работе. 
   Образец решения типового варианта контрольной работы приведён в При-
ложении 1. 
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5. Материалы для контроля знаний студентов. 
     Итоговой формой контроля знаний является экзамен в конце семестра 
обучения. На экзамене студент должен показать знание теоретических основ 
курса в объёме вопросов, приведённых в разделе 5.2 и умение решать задачи, 
подобные тем, что имеются в его контрольной работе. 
 
5.1. Задания для контрольной работы. 
1 – 10. Вычислить определитель:  
а) непосредственным разложением по oйi   строке; 
б) непосредственным разложением по омуj   столбцу. 

1. 

6101
0212
1112
0101







    2. 

3421
0232
1312
4230






     3. 

4120
3431

2012
0143





 

        )2,1(  ji                )4,1(  ji             )3,1(  ji  

4. 

0513
1432
2130

2431






      5. 

3421
2102
2130
4223




       6. 

3221
1420
0105
4213



 

        )1,2(  ji                   )1,3(  ji               )2,2(  ji  

7. 

2423
1230
1321
0253




      8. 

1113
0231
3130
1432




    9. 

2013
1132
3230
4321





      

       )1,1(  ji                     )4,2(  ji               )1,4(  ji  

                                          10. 

1202
0213
1432
3231







 

                                     )2,3(  ji        
 



10 

11 – 20. Найти матрицу С , если  АВТАС 2 ; 

11. 



















111
021
012

A , 


















012
214
302

B   12. 


















210
120
113

A , 














321
013
120

B  

13. 


















410
140
115

A , 














012
130
141

B     14. 


















201
111
102

A , 


















121
030
312

B  

15. 
















311
021
012

A , 











 


012
213
120

B    16. 
















511
041
014

A ,     














242
311
320

B  

17. 
















300
254
227

A , 


















502
310
121

B    18. 















522
472

009
A ,  

















112
321
012

B  

19. 















211
121

003
A , 















112
421
130

B   20. 















411
141

005
A ,    















130
312
210

B . 

 
21 – 30. Дана система трех линейных уравнений с тремя неизвестными. 
Требуется:    а) найти решение системы методом Крамера;  
б) записать систему в матричном виде и найти её решение методом обратной 
матрицы;     в) найти решение системы методом Гаусса. 

21. 










9232
785
132

zyx
zyx
zyx

                     22. 










872
1353
42

zyx
zyx
zyx

 

23. 










1132
132
523

zyx
zyx
zyx

                    24. 










244
422
12

zyx
zyx
zyx

 

25. 










11423
11243
42

zyx
zyx

zyx
                    26. 











43
6
12

zyx
zyx
zyx
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27. 











22
02
75

zyx
zyx
zyx

           28. 










12523
16432
632

zyx
zyx
zyx

 

29. 










11423
42
75

zyx
zyx
zyx

           30. 










0332
123
122

zyx
zyx
zyx

 

 
31–40. Найти общее решение для каждой из данных систем методом Гаусса: 

31 а)












043352412
047332618
04232513

xxxx
xxxx
xxxx

      б)












543231

94432512
44332221

xxxx
xxxx
xxxx

 

32 а)












041536271

043342315
04932213

xxxx
xxxx
xxxx

     б)












34332512
44322713
14433221

xxxx
xxxx
xxxx

 

33. а)












04832512
04103723
04933241

xxxx
xxx
xxxx

    б)












2433241

343342712
1423231

xxxx
xxxx
xxxx

 

34. а)












04232221

044382213
04331

xxxx
xxxx

xxx
    б)













147332513
14432312
04332221

xxxx
xxxx
xxxx

 

35. а)












04332213
045322715
0434231

xxxx
xxxx
xxxx

     б)












3433221

743342512
4423231

xxxx
xxxx
xxxx

 

36. а)












04632221

044342215
04332212

xxxx
xxxx

xxxx
     б)













343251

54432912
24332241

xxxx
xxxx
xxxx

 

37. а)












04332715
04232231

0433213

xxxx
xxxx
xxxx

       б)












149382314
1432212
0443321

xxxx
xxxx
xxxx

 



12 

38. а)












0435231

0433221

04337241

xxxx
xxxx
xxxx

      б)












3433241

74322912
44433251

xxxx
xxxx
xxxx

 

39. а)












0433251

044322914
04234212

xxxx
xxxx
xxxx

      б)












14332312
14332413
0423421

xxxx
xxxx
xxxx

 

40. а)












04534213
04336271

0432412

xxxx
xxxx
xxxx

      б)












34332512
54232813
24334231

xxxx
xxxx
xxxx

 

 
41-50. Имеются данные о работе трёх отраслей экономики в отчётном пе-
риоде и план выпуска конечной продукции ),,( 505050  в следующем пе-
риоде (в у.е.). Используя модель Леонтьева многоотраслевой экономики, 
найти: а) матрицы коэффициентов прямых и полных затрат; б) плановые 
объёмы выпуска валовой продукции каждой из отраслей, межотраслевые по-
ставки и объёмы выпуска чистой продукции. В ответе записать данные меж-
отраслевого баланса планового периода. (Указание: значения коэффициентов 
прямых и полных затрат вычислить с точностью до 0.01; значения плановых объё-
мов выпуска валовой и чистой продукции, межотраслевых поставок округлить до 
целых значений). 
41. 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 10 20 10 60 100 
II 20 30 20 30 100 
III 60 10 20 10 100 

Чистый продукт 10 40 50   
Валовой продукт 100 100 100   
42. 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 20 20 25 35 100 
II 50 10 10 30 100 
III 15 20 40 25 100 

Чистый продукт 15 50 25   
Валовой продукт 100 100 100   
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43. 
Отрасти потребления Отрасли 

производства I II III 
Конечный продукт Валовой 

продукт 
I 10 40 10 40 100 
II 10 20 40 30 100 
III 20 30 30 20 100 

Чистый продукт 60 10 20   
Валовой продукт 100 100 100   
44. 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 10 40 20 30 100 
II 50 20 25 5 100 
III 30 20 20 30 100 

Чистый продукт 10 20 35   
Валовой продукт 100 100 100   
45. 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 10 40 30 20 100 
II 40 30 20 10 100 
III 30 20 40 10 100 

Чистый продукт 20 10 10   
Валовой продукт 100 100 100   
46. 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 15 25 30 30 100 
II 10 40 20 30 100 
III 30 30 30 10 100 

Чистый продукт 45 5 20   
Валовой продукт 100 100 100   
47. 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 15 15 25 45 100 
II 15 20 30 35 100 
III 10 25 20 45 100 

Чистый продукт 60 40 25   
Валовой продукт 100 100 100   
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48. 
Отрасти потребления Отрасли 

производства I II III 
Конечный продукт Валовой 

продукт 
I 10 20 20 50 100 
II 20 25 25 30 100 
III 25 25 30 20 100 

Чистый продукт 45 30 25   
Валовой продукт 100 100 100   
49. 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 25 10 20 45 100 
II 25 20 50 5 100 
III 10 30 20 40 100 

Чистый продукт 40 40 10   
Валовой продукт 100 100 100   
50. 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 15 20 30 35 100 
II 30 15 20 35 100 
III 10 20 30 40 100 

Чистый продукт 45 45 20   
Валовой продукт 100 100 100   
51 – 60. Даны векторы cba ,, . Требуется:  

а) найти векторы bam 2  и cbn  2 ;  
б) вычислить скалярное произведение nm  ;  
в) найти проекцию вектора m  на направление вектора n ;  
51. ).2,4,1(),1,0,3(),2,5,4(  cba  

52. ).4,0,3(),1,5,4(),2,5,3(  cba  

53. ).1,8,7(),4,3,1(),5,3,2(  cba  

54. ).3,7,5(),1,2,1(),5,3,1(  cba  

55. ).7,3,0(),5,3,1(),6,4,2(  cba  

56. ).2,1,2(),4,0,5(),1,3,4(  cba  

57. ).4,1,2(),0,2,2(),3,4,3(  cba  
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58. ).1,4,5(),8,3,3(),7,1,2(  cba  

59. ).9,0,5(),7,2,3(),5,0,1(  cba  

60. ).7,5,6(),3,3,4(),0,1,2(  cba  
 
61-70. Даны вершины треугольника ABC . Требуется найти: 
а) длину стороны AB ;     б) уравнение стороны AB ;  
в) уравнение медианы BE , проведённой из вершины B ; 
г) уравнение высоты CD , проведённой из вершины C ;  
д) длину h  высоты CD ; е) площадь S  треугольника ABC . Сделать чертёж. 
61. )10,5(),2,0(),1,4(  СВА .      62. )2,8(),2,5(),3,7( СВА   
63. )8,4(),4,1(),1,5(  СВА       64. )9,3(),3,2(),0,6(  СВА  
65. )1,6(),3,3(),2,9( СВА           66. )5,2(),7,3(),4,7(  СВА  
67. )5,1(),1,2(),6,14( СВА          68. )3,7(),1,4(),4,8( СВА   
69. )6,6(),6,1(),3,3(  СВА   70. )4,9(),0,6(),5,6( СВА   
 
71–80. Установить, какую невырожденную кривую определяет алгебраиче-
ское уравнение второго порядка, построить её.  
71. 09183095 22  yxyx                   72. 036422  yxyx  

73. 01615464916 22  yxyx              74. 0542  yxx          

75. 03673290169 22  yxyx             76. 03422  yyx  

77. 0284100322516 22  yxyx         78. 0322  yyx       

79. 03212834 22  yxyx                     80. 05622  xyx  
 
81-90. Для указанной функции )(xfy   требуется:   
а) найти естественную область определения функции;  
б) установить чётность (нечётность) функции;  

81. а)  xаrcху 23sin3              б) 32 3sin2 xxxу   

82. а) 
)1lg(

1
2

x
ху



                         б)      2
2sin

x
xy   
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83. а) 232  xxу                               б) 
xx

xx

у








33

33
 

84. а) 
223

1

xx
у


                              б) 










x
xy

1
1ln  

85. а)   )4lg(3arccos xxу              б) 
12

12






x

x

xу  

86. а) 
12 


x
xy                                         б) 

x
xy
4cos2

3sin


  

87. а) 
xx

y
5

1

2 
                                      б) |1||1|  xxy  

88. а) )82lg( 2  xxy                               б) xxy 32 cossin   

89. а) )23lg(23 xxху             б) 
x

xy



1

 

90. а) 





 

2
3arcsin12 xxy                    б) 

12 


x
arctgxу  

 
91-100. Вычислить пределы (не пользуясь правилом Лопиталя):  

91. а) 
4

153
2

2

lim




 x
xx

x
          б) 

12
352 2

1
lim





 x
xx

x
      

92. а) 
13

42
4

3

lim




 xx
x

x
            б) 

334
322

3
lim





 x
xx

x
      

93. а) 
5

)2)(1(
3lim




 x
xxx

x
        б) 

446
42

2
lim 



 x
x

x
      

94. а) 
73

56
2

3

lim




 x
xx

x
             б) 

5112
1492

7
lim





 x
xx

x
      

95. а) 
53

13
4

4

lim




 x
xx

x
             б) 

16
4
2

4
lim 



 x
xx

x
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96. а) 
173
62

3

2

lim




 xx
xx

x
             б) 

xx
x

x 



2

0

39lim             

97. а) 
7020

363
2

23

lim




 x
xxx

x
       б) 

312
5112 2

5
lim





 x
xx

x
        

98. а) 
273
54

2

2

lim




 xx
xx

x
        б) 

67
282

2
6

lim




 xx
x

x
         

99. а) 
153

21
2

2

lim




 xx
x

x
         б) 

55
102lim

5 



 x
x

x
            

100. а) 
332

54
2

2

lim




 xx
xx

x
         б) 

23
23

2
1

lim




 xx
x

x
          

 
101-110. Для указанной функции )(xfy   требуется: а) выяснить при каких 
значениях параметра a  функция будет непрерывной; б) найти точки разрыва 
функции и исследовать их характер. Построить график функции.  

101. а) 










0,cos
0,22

xx
xaxxу                б) 

1
11

2 







x
x

x
x

y  

102. а) 








4,
4,

xx
xxa

у                         б) 
2

20
0

2
1

12


















x

x
x

x
x

y  

103. а) 








1,ln
1,2

xx
xxa

у                       б) 
2

20
0

3

1















x
x

x
x
x

y  

104. а) 










0
0

3 x
x

ax

xey                      б) 
1
1

1

2











x
x

x
xy  

105. а) 








1,2
1,2

2 xxа
xx

у                        б) 
1

10
01

2 













x
x

x

x
x

x
y  

106. а) 










1,
1,2

xax
xxу                        б) 

1
1

ln
1









x
x

x
x

y  
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107. а) 








1,
1,2

xax
xx

у                         б) 










012
0

xx
xxeу  

108. а) 










0,
0,3

xxarctg
xaxу                        б) 

0
02

2

2
2

2

2 

















x

x
x

x
x

x
y  

109. а) 








0,12
0),()1(

xx
xaxx

у              б) 
1
11









x
x

x
x

y  

110. а) 








0,3

0,sin
xax

xx
у                          б) 

1
10

0

2
1

2
2















x
x

x
x

x
y  

 
111-120. Даны комплексные числа 1z , 2z  и алгебраическое уравнение 

01
1

10  


nn
nn azazaza  . Требуется: 

а) вычислить 21 zz  , 21 zz  , 21 zz ;   б) найти все корни алгебраического 
уравнения на множестве комплексных чисел.  
111. iz 1051  ,   iz  22 ,             0522  zz . 

112. iz 511  ,       iz 322  ,            083 z . 

113. iz 481  ,    iz  32 ,              0124 2  zz . 

114. iz 1641  ,    iz 352  ,             083 z . 

115. iz 421  ,      iz  32 ,                      0222  zz . 

116. iz 10151  ,   iz 322  ,                  01342  zz . 

117. iz 12181  ,   iz  52 ,                    093  zz . 

118. iz  51 ,       iz 232  ,                 013 z . 

119. iz 361  ,        iz 212  ,                 01362  zz . 

120. iz 261  ,       iz 312  ,               013 z . 
 
121-130. Найти производную )(xfу  : 

121.  а)
3

2

x
y

x



        б) 3 2 54  xxу    в)

2

2
sin(

cos

)x
y

x
        г)

)16ln(
43




x
xarctgу
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122. а) 2
3

2
x

y
x

x



   б) xexу 3)12(     в) cos( ln )y x x     г)

)15ln(
3arcsin




x
xу

 

123. а) 3 2
x

y
x




     б)
2

2

43

2

x

xу



        в)

22x xy e              г)
4

3

cos 7

ctg x
y

x
  

124. а) 2
ln x

y
x

           б) xxу 4162     в) 4 ln( )xy tgxe     г)
14sin

4cos3




x
xу                      

125. а)
3

2
3
1

x
y

x

x





    б)
4 53

32





x
xу         в)  3sin 2xy x     г)

2ln(

1

)
y

x

x



 

126. а)
4

3 1
x

y
x




     б)
32
24





x
xу      в)

2 cos 4

sin 3

x
y

x


        г)

2sin 4

3

x
y

tg x
  

127. а)
1

ln
y

x x
       б)

21

2

x
y

x





       в) 3 (4 )y x arctg x    г)

)15ln(
4cos3




x
xу         

128. а)
3

4 13
x

xy 
   б) 2 31 2y x x    в)

2

sin(3 1)x
y

x


     г)

2

4
ln

1

x
y

x




 
 
 

  

129. а)
2

2
x xy
x





   б)
2

2 1
cos

1

x
y

x






 
 
 

  в) 4 ln(2 )xy e x     г)
4

3

15
4sin



x

xу                          

130. а) 2
1

1
y

x

x



    б) 2sin 3y x x    в)

2

2
ln

x

x

e
y

e




 
 
 

   г)
3 2

4arcsin
xarctg
xу                       

 
131-140. Найти производную функции, заданной параметрически: 

131.  







ty
tx

2cos
2sin

      
132. 








tctgy
ttgx
3

3

         
133. 













3

12

ty
t

tx

           

134. 









ty
tx

ln
4ln2

 

135. 







tctgy
tx

3
3sin

          
136. 










ty
ttgx
2sin

2

       
137. 








tctgy
ttgx
2
4

        
138. 








ty
tx

4cos
2sin3

 

                                  139. 







tarctgy
tx

2
2arcsin

     
140. 








ty
tx

3lg
5ln
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141-150. Вычислить пределы, используя правило Лопиталя. 

141. а)
54
352

2

2

1
lim





 xx
xx

x
     б) 2

0

cos2lim x
xee xx

x

 


     

142. а)
32
3103

2

2

3
lim 



 xx
xx

x
      б) 2

0

1lim x
ctgxx

x




               

143. а)
253

166
2

2

2
lim 



 xx
xx

x
        б)

x
xx

x

ln2lim 


                

144. а)
743
23

2

2

1
lim 



 xx
xx

x
       б) 4

2

0

)cos(1lim x
x

x




              

145. а) 
65
352

2

2

3
lim 



 xx
xx

x
      б) 2

0

sin22lim x

xx

x




               

146. а)
752
143

2

2

1
lim 



 xx
xx

x
      б) 2

22

0

sin2sinlim x
xx

x




       

147. а)
743
23

2

2

1
lim 



 xx
xx

x
       б)

)2ln(sin
)ln(sin

lim
0 x

x
x 

               

148. а)
149

7132
2

2

7
lim 



 xx
xx

x
     б)

)2ln(cos
)ln(coslim

0 x
x

x
                

149. а)
107

5112
2

2

5
lim 



 xx
xx

x
    б)

)21ln(
12

lim
0 x

e x

x 



                  

150. а) 
67
1892

2

2

6
lim 



 xx
xx

x
    б)

x
tgx

x 2cos
1lim

4




                     

 
151-160. Требуется:  
а) найти наибольшее и наименьшее значения функции )(xfy   на отрезке 

],[ ba ; 
б) провести полное исследование непериодической функции )(xfy   и по-
строить её график.  

151. а)  4233  xxy ,  4,0  ba        б) 3 23 4y x x                         

152. а) 16162 
x

xy ,   4,1  ba         б) 5 43 5 4y x x         

153. а) 
2

44
x

xy  ,       4,1  ba         б) 2( 1) ( 2)y x x                      
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154. а) xxy  2 ,           4,0  ba        б) 
2 3

2
2 3

x x
y x                   

155. а) 6233  xxy ,   4,1  ba         б) 
3 44

5

x x
у


                             

156. а) 3 221 xxy  ,     2,0  ba       б) 3 26 9 4y x x x            

157. а) 6263  xxy ,   4,2  ba        б) 
2 46

9

x x
y


                             

158. а) 5233  xxy ,    3,1  ba        б) 
2( 2) ( 4)

4

x x
y

 
   

159. а) 
22

1010
2 




xx
xy ,     2,1  ba      б) 4 22 3y x x                          

160. а) 332 2xxy        1,1  ba       б) 3 21
4

3
y x x    

 
161-170. Составить уравнения касательной и нормали к графику функции   

)(xfy    в точке 0x  

161. 
12

1




x
y ,          10 x                        162. 3xxy  ,             10 x   

163. 132 2  xxy , 20 x                      164. 
x

xy 1
 ,             10 x   

165. 
13

1




x
y ,           00 x                       166. 2

2

3
31
x
xy




 ,          10 x                  

167. 
x
xy






1
1 ,          40 x                       168. 2

2 22
x

xxy 
 ,   20 x  

169. 224 xy  ,     10 x                    170. 
1

2
2 


x

xy ,           10 x                  
 
171 – 180. Затраты, необходимые для производства x  единиц данной про-
дукции задаётся функцией издержек )(xC . Продукция реализуется по фик-
сированной цене p  за единицу. Требуется найти: а) оптимальное значение 
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0x  выпуска продукции, при котором производитель получит максимальную 
прибыль; б) средние значения издержек производства и прибыли при 0xx  ;  
в) эластичность издержек производства и прибыли при 0xx  . Сделать вы-
воды 
171. 21.0)( xxxС  ,          50p             172. xxС 1.0)(  ,              20p       

173. 23100)( xxxС  ,   20p              174. 2120)( xxxС  ,        250p  

175. 308.040)( xxxС  ,    200p           176. xxС 400)(  ,            10p    

177. 21.010)( xxС  ,         4p               178. 2580)( xxxС  ,        280p  

179. 3213)( xxxС  ,      14p             180. 
3

10)( xxxxС  ,  8p  

 
181 – 190. Для указанной функции ),( yxfz   требуется: а) найти диффе-

ренциал dz  и 
yx
z


 2
; б) вычислить приближённо (с помощью первого диффе-

ренциала) значение функции ),( yxfz   в точке ),( yxM . 

181. yexz 2 ,        )12.0,94.1(M            182. yxz ln2  , )02.1,04.1(M  

183. 25 yxez  , )03.2,06.0(M          184. )ln( 32 yxz  , )09.0,99.0(M          

185. 2ln yxz  , )04.1,07.1(M           186. 23 yxz  ,   )98.0,03.2(M           

187. )33ln( yxz  , )97.0,08.0(M       188. 25 xez y  ,  )02.0,03.2(M        

189. 31 yxz  ,      )05.2,01.2(M        190. )ln( 22 yxz  , )08.0,05.1(M  
 
191 – 200. Найти локальные экстремумы функции :),( yxfz   

191. yxyxyxz 31222                 192. yxyxyxz 6322       

193. 2223 yxyxyxz                194. yxxyxyz 6222  ,  

195. yxxyyxz 5422                196. 2263 yxyxyxz   

197. yyxxz 433 232                    198. 206922  yxyxyxz  

199. yxyxyxz 1084 22             200. 442 22  yxyxz  
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5.2. Вопросы к экзамену (зачёту). 
 
Раздел. Линейная алгебра. 
1. Понятие матрицы. Частные виды матриц (квадратная, треугольная, диа-

гональная, нулевая, единичная). Элементарные преобразования матриц. 
Понятие эквивалентности и равенства матриц. 

2. Действия над матрицами (сложение, вычитание, умножение матрицы на 
число, умножение матрицы на матрицу) и их свойства. Линейная комби-
нация матриц. 

3. Определители 2-ого и 3-егопорядка, их вычисление. Основные свойства 
определителей. 

4. Понятие определителя n-ого порядка. Минор и алгебраическое дополне-
ние элемента определителя. Теорема о разложении определителя по эле-
ментам строки или столбца. 

5. Понятие системы линейных уравнений (СЛУ). Частные виды СЛУ (квад-
ратная, однородная, неоднородная). Матрица, расширенная матрица, оп-
ределитель СЛУ. 

6. Решение, множество решений СЛУ. Совместность, несовместность, оп-
ределённость, неопределённость, эквивалентность СЛУ. Элементарные 
преобразования СЛУ, их основное свойство. Однородные СЛУ, условия 
существования их ненулевых решений. Свойства частных решений од-
нородных СЛУ. 

7. Теорема Крамера (о разрешимости СЛУ порядка n ). Формулы Крамера 
для решения СЛУ, условия их применимости. 

8. Метод Гаусса решения СЛУ, условия его применимости. Условия несо-
вместности, определённости и неопределённости СЛУ по методу Гаусса. 

9. Преобразования СЛУ, выполняемые при выполнении прямого и обратно-
го ходов метода Гаусса. Базисные и свободные переменные. Нахождение 
общего решения СЛУ. Частные, базисные и опорные решения СЛУ. 

10. Понятие обратной матрицы. Вырожденные и невырожденные матрицы. 
Теорема о существовании обратной матрицы. Основные способы нахож-
дения обратной матрицы. 

11. Матричные уравнения и их решение. Матричная форма записи СЛУ. 
Матричный способ (метод обратной матрицы) решения СЛУ и условия 
его применимости. 

12. Модель Леонтьева многоотраслевой экономики. 
13. Минор k -ого порядка, базисный минор, ранг матрицы. Вычисление ран-

га матрицы. Критерий совместности СЛУ (теорема Кронеккера-
Капелли). 
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14. Понятие n -мерного арифметического вектора. Равенство векторов. Дей-
ствия над векторами (сложение, вычитание, умножение на число, умно-
жение на матрицу). Линейная комбинация векторов.  

15. Скалярное произведение арифметических векторов. Длина вектора и 
угол между векторами. Понятие ортогональности векторов. 

16. Понятие векторного пространства nR ,евклидова пространства nE . Ба-
зис, канонический базис, ранг nR . Разложение вектора в nR  по векто-
рам его базиса, координаты вектора.  

Раздел. Векторная алгебра и аналитическая геометрия.  
17. Понятие геометрического вектора. Равенство векторов. Противополож-

ный вектор. Орт вектора. Графические правила сложения, вычитания, 
умножения вектора на число. Проекция вектора на вектор. 

18. Коллинеарность и компланарность векторов. Базис и канонический базис 
плоскости 2R ; базис и  канонический базис пространства 3R . Коорди-
наты вектора. 

19. Понятие декартовой системы координат в 3R . Радиус-вектор, координа-
ты точки. Вычисление длины и направляющих косинусов вектора; коор-
динат вектора, заданного двумя точками; расстояния между точками. 

20. Скалярное произведение векторов и его свойства. Выражение скалярного 
произведения через координаты векторов. Вычисление угла между век-
торами. Условие ортогональности векторов. 

21. Понятие линии на плоскости. Общее уравнение линии и его нахождение 
по известному геометрическому свойству её точек. Окружность и её 
уравнение. 

22. Прямая линия на плоскости и её общее уравнение. Нормальный и на-
правляющий векторы прямой. Нахождение уравнения прямой, проходя-
щей через точку перпендикулярно вектору. Построение прямой. 

23. Каноническое уравнение прямой; уравнение прямой, проходящей через 
две точки; уравнение прямой с угловым коэффициентом; уравнение пря-
мой в отрезках. Расстояние от точки до прямой на плоскости. Угол меж-
ду прямыми на плоскости и его вычисление, условия   и   прямых. 

24. Кривая 2-ого порядка на плоскости и её общее уравнение. Классифика-
ция кривых 2-ого порядка. Приведение уравнения кривых к канониче-
скому виду.  

25. Эллипс. Каноническое уравнение эллипса. Построение эллипса. Верши-
ны, полуоси, фокусы, эксцентриситет, общее геометрическое свойство 
точек эллипса.  

26. Гипербола. Каноническое уравнение гиперболы. Построение гиперболы. 
Вершины, полуоси, фокусы, эксцентриситет, асимптоты, общее геомет-
рическое свойство точек гиперболы.  
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27. Парабола. Каноническое уравнение параболы. Построение параболы. 
Вершина, фокус, эксцентриситет, директриса, общее геометрическое 
свойство точек параболы. 

Раздел. Введение в анализ.  
28. Понятие множества. Подмножество. Универсальное множество. Способы 

задания множеств. Равенство и эквивалентность множеств. Операции над 
множествами (пересечение, объединение, разность, дополнение). Диа-
граммы Эйлера-Венна. 

29. Множества чисел. Счётные и несчётные множества. Множество действи-
тельных чисел, его геометрическая интерпретация и свойства. Модуль 
действительного числа и его свойства.  

30. Числовые множества. Числовые промежутки. Окрестность конечной 
точки и бесконечности. 

31. Понятие функции. Основные способы задания функции. Естественная 
область определения функции. Явная, неявная и параметрическая формы 
аналитического задания функции. График функции. 

32. Основные элементы поведения функции (чётность, нечётность, перио-
дичность, ограниченность, монотонность).  

33. Основные элементарные функции (степенные: x , 2x , 3x , 1x , x ; три-
гонометрические: xsin , xcos , tgx , ctgx ; обратные тригонометрические: 

xarcsin , xarccos , arctgx , arcctgx ; показательная xa , логарифмическая 
xalog ), их свойства и графики. 

34. Понятие обратной и сложной функций. Элементарные функции, их клас-
сификация.  

35. Простейшие элементарные функции: baxy  , cbxaxy  2 , их 
свойства и графики. 

36. Понятие числовой последовательности, арифметические операции над 
ними. Ограниченные и  неограниченные, бесконечно малые и  бесконеч-
но большие последовательности, их свойства.  

37. Предел числовой последовательности и его геометрический смысл. Схо-
дящиеся и расходящиеся числовые последовательности. Свойства схо-
дящихся последовательностей.  

38. Монотонная последовательность и признак её сходимости. Число e . За-
дача о непрерывном начислении процентов по банковским вкладам. 

39. Понятие предела функции в конечной точке и на бесконечности, их гео-
метрический смысл. Односторонние пределы. Условия существования 
предела функции в конечной точке. 

40. Бесконечно малые и большие функции, их основные свойства и взаимо-
связь. Примеры бесконечно малых и больших функций.  
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41. Функции, ограниченные при ax  . Взаимосвязь между функциями, 
имеющими предел и ограниченными при ax  . 

42. Основные теоремы о пределах функций (о пределе постоянной, суммы, 
разности, произведения и частного функций; о пределе элементарной 
функции). Предельный переход в неравенствах. 

43. Первый  и второй замечательные пределы, их следствия и применение 
при вычислении пределов. 

44. Определения непрерывности функции в точке. Понятие непрерывности 
справа и слева. Условия непрерывности функции в точке. Непрерывность 
элементарных функций.  

45. Понятие непрерывности на отрезке. Свойства функций непрерывных на 
отрезке (об ограниченности функции, об обращении функции в нуль, о 
наибольшем и наименьшем значениях функции).  

46. Точки разрыва функции,  их классификация и нахождение. 
47. Комплексное число, его изображение на плоскости. Комплексно-

сопряжённое число. Модуль и аргумент комплексного числа. Различные 
формы записи комплексного числа. 

48. Действия над комплексными числами (сложение, вычитание, умножение, 
деление). Возведение комплексного числа в степень. Формула Муавра. 
Извлечение корня из комплексного числа. 

49. Понятие многочлена, алгебраического уравнения. Основная теорема ал-
гебры и теорема Безу. Разложение многочлена на множители. Нахожде-
ние корней квадратного уравнения. 

Раздел. Дифференциальное исчисление функции одной переменной. 
50. Приращение функции. Определение производной. Правая и левая произ-

водные. Условия существования конечной производной в точке. 
51. Геометрический смысл производной. Касательная и нормаль к кривой в 

данной точке, их уравнения.  
52. Понятие дифференцируемости функции в точке. Взаимосвязь понятий: 

дифференцируемость в точке, непрерывность в точке, существование в 
точке конечной производной. 

53. Непосредственное нахождение производной. Правила дифференцирова-
ния постоянной, суммы, разности, произведения и частного функций.  

54. Дифференцирование сложной функции. Логарифмическая производная. 
55. Дифференцирование функций, заданных параметрически. 
56. Дифференциал функции. Правила вычисления дифференциалов. Приме-

нение дифференциала в приближённых вычислениях. 
57. Производные и дифференциалы высших порядков, их нахождение. 
58. Теорема Ферма. Геометрический смысл теоремы. 
59. Теорема Ролля. Геометрический смысл теоремы. 
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60. Теорема Лагранжа. Геометрический смысл теоремы. Формула конечных 
приращений Лагранжа. Теорема Коши. 

61. Правило Лопиталя и его применение для раскрытия неопределённостей:  

.1,0,00,,0,,00    
62. Достаточный признак монотонности функции. Стационарные и критиче-

ские точки. Нахождение интервалов монотонности функции. 
63. Точки локального экстремума (максимума и минимума) и локальные 

экстремумы функции. Необходимое и достаточные условия существова-
ния локального экстремума функции. 

64. Глобальные экстремумы (наибольшее и наименьшее значения) функции 
на отрезке, их нахождение. 

65. Понятия выпуклости и вогнутости функции. Достаточный признак вы-
пуклости (вогнутости) функции на интервале. Нахождение интервалов 
выпуклости и вогнутости функции.  

66. Точка перегиба графика функции, условия существования и нахождение. 
67.  Понятие асимптоты графика функции. Вертикальные и наклонные 

асимптоты, условия их существования и нахождение.   
Раздел. Функции нескольких переменных.  
68. N-мерная точка, n-мерное арифметическое пространство nR . Расстояние 

в nR . N-мерный шар. Окрестность точки в nR .  
69. Классификация точек (предельные, внутренние, граничные). Множества 

точек в nR (открытые, замкнутые, ограниченные, связные, выпуклые).  
70. Понятие функции 2-х переменных, n-переменных. Естественная область 

определения ФНП, график функции 2-х переменных,  линии и поверхно-
сти уровня. 

71.  Частные и полное приращения ФНП. Понятия предела и непрерывности 
ФНП. Свойства функций непрерывных в ограниченной и замкнутой об-
ласти. 

72. Частные производные первого и высших порядков, их нахождение.  
73. Понятие дифференцируемости ФНП в точке, её геометрический смысл. 

Независимость смешанных производных от порядка дифференцирова-
ния. 

74. Дифференциалы ФНП первого и высших порядков, их нахождение. 
Применение первого дифференциала в приближённых вычислениях. 

75. Производная по направлению и градиент, связь между ними. 
76. Неявная ФНП. Правила вычисления производных неявной функции. 
77. Точки локального экстремума (максимума и минимума) и локальные 

экстремумы ФНП. Стационарные и  критические точки. Необходимое и 
достаточное условия локального экстремума ФНП. 
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78. Условный экстремум ФНП. Функция Лагранжа. Нахождение условного 
экстремума методом неопределённых множителей Лагранжа. 

79. Глобальные экстремумы (наибольшее и наименьшее значения) ФНП в 
ограниченной и замкнутой области, их нахождение.  

80. Понятие эластичности функции. Производственная функция Кобба-
Дугласа и её свойства. 

 
6. Приложения. 
6.1. Образец решения контрольных задач типового варианта. 
 

1 – 10. Вычислить определитель: 

4323
2110
2302

3021




   )2,1(  ji  

а) непосредственным разложением по oйi   строке; 
б) непосредственным разложением по омуj   столбцу; 
Решение. а) вычисляем определитель разложением по элементам первой 

строки:    

4323
2110
2302

3021




 = 14131211 3021 AAAA  . 






 )3(1)2(2234)1(0

432
211
230

11)1(11A  

                                                  2)3(204132)1()2(   






 )3(0)2(3234)1(2(

433
210
232

21)1(12A  

                                             16))3(224033)1()2(   



 3)1(0203)3(12(

323
110

302
41)1(14A  

                                                     11)2)1(2)3(00313   
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Тогда = 14131211 3021 AAAA  = 3113)16(221   
б) вычисляем определитель непосредственным разложением по элементам 

второго столбца:  

4323
2110
2302

3021




 = 422321220122 AAAA  . 






 )3(0)2(3234)1(2(

433
210
232

21)1(12A  

                                             16))3(224033)1()2(   




 )3(233)2(0431(
433
232

301
23)1(32A  

                                                    39))3()2(1420333   




 )1(230)2(0231
210
232

301
24)1(42A  

                                                     2)1()2(1220033   
Тогда = 422321220122 AAAA  = 3)2(2391)16(2  . 

   Ответ:  3

4323
2110
2302

3021






 . 

 
11-20. Найти матрицу АТАBС 3 , если: 




















310
130
112

A ,           















321
212
321

B . 

Решение:  
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1) Транспонируем матрицу A : 




































311
131

002

310
130
112 T

TA . 

2) Вычисляем произведение матриц TAB  :         

































311
131

002

321
212
321

TAB  

 

















33)1(201)1(33201)1(31221
32)1(102)1(23102)1(21122
33)1(201)1(33201)1(31221















731
513
731

. 

3) Находим матрицу A3 :         








































93)3(303

)1(33303
)1(31323

930
130
112

33A



















930
390
336

. 

4) Находим матрицу C :     АТАBС 3  























































97)3(301
)3(59103
)3(73361

930
390
336

731
513
731















1601
2103
467

. 

Ответ: 















1601
2103
467

C . 

21 – 30. Дана система уравнений: 










22
12642
644

zyx
zyx

zyx
.         Требуется:  

а) найти решение системы методом Крамера;  б) записать систему в матрич-
ном виде и найти её решение методом обратной матрицы; в) найти решение 
системы методом Гаусса. 
Решение.  
А) Метод Крамера. 
1а) Вычисляем определитель системы и проверяем, что он отличен от нуля: 
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 22)4(161)1()4(4
121

642
414

 

                                                  056264)1(211)4()4(  . 
2а) Так как 056  , то система имеет единственное решение, опреде-

ляемое формулами Крамера:              













 zz

y
yxx ,,   

3а) Вычисляем определители zyx  ,, : 







 212)4(261)1()4()6(
122

6412
416

x
 

5626)6()1(1212)4()4(  , 





 22)4(16)6()1(124

121
6122
464

y
 

112264)1(2)6(112)4(  , 




 22)6(11212)4(4
221

1242
614

z
 

16821242211)4()6(  . 

4а) Находим решение: 3
56

168
,2

56

112
,1

56

56















 zyx . 

5а) Выполняем проверку: 










23221
12362412
634214

 











22
1212

66
. 

Ответ: 3,2,1  zyx . 
Б) Метод обратной матрицы.  
1б) Записываем систему уравнений в матричном виде: 
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BXА     или     








































 







2
12

6

121
642
414

z
y
x

 

2б) Вычисляем определитель системы и проверяем, что он отличен от нуля: 







 22)4(161)1()4(4
121

642
414

|| A  

056264)1(211)4()4(   
3б) Так как 056|| A , то матрица системы A  имеет обратную матрицу 

1A  и единственное решение системы определяется формулой:                                

BAX  1    или    








































 










2
12

6
1

121
642
414

z
y
x

 

4б) Находим обратную матрицу 1A  (методом присоединённой матрицы):  
T

AAA
AAA
AAA

A
A


















333231
232221
131211

||

11 . 

8
12

64
11 




A      8
11

62
12 


A            8

21
42

13 


A  

7
12
41

21 



A        0
11
44

22 



A          7
21
14

23 A  

10
64
41

31 



A    32

62
44

32 


A     18
42

14
33 


A  

Тогда 













































1878
3208
1078

56

1

183210
707

888

56

11

T

A . 
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5б) Находим решение: 





















































2
12

6

1878
3208
1078

56

1

z
y
x

 





























































3
2
1

168
112
56

56

1

2)18(12)7()6(8
2)32(120)6(8

2)10(12)7()6()8(

56

1
. 

6б) Выполняем проверку: 










23221
12362412
634214

 











22
1212

66
. 

Ответ: 3,2,1  zyx . 
 
В) Метод Гаусса. 
1в) Записываем расширенную матрицу системы:  













 







2
12

6

121
642
414

)|(~ BAA . 

2в) Выполняем прямой ход метода Гаусса. 
   В результате прямого хода матрица системы A  должна быть преобразо-
вана с помощью элементарных преобразований строк к матрице A  тре-
угольного или трапециевидного вида с элементами 0iia . Система уравне-

ний, матрица которой A  является треугольной с элементами 0iia  

),...,2,1( ni  , имеет единственное решение, а система уравнений, матрица 

которой A  является трапециевидной с элементами 0iia  

),,...,2,1( nkгдеki  ,  имеет бесконечно много решений. 























2
12

6

121
642
414









первую
первую

вычитаем
вычитаем

на
на

умноженной
умноженной

строки
строки

третьей
второй

из
из

,4
,2

,
,














 




14
30

6

070
1690

414
 








7
,9

,
,

на
на

умноженную
умноженной

строку
строке

вторую
третьей

прибавляем
к
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336
30

6

11200
1690

414
. В результате элементарных преобразований мат-

рица A  системы преобразована к специальному виду A . Система уравне-
ний, матрица которой A , является треугольной с ненулевыми диагональ-
ными элементами 0iia , имеет всегда единственное решение, которое на-
ходим, выполняя обратный ход. 
   Замечание. Если при выполнение преобразования расширенной матрицы 

AA 
~~  в преобразованной матрице A~

 появляется строка 
 b|000  , где 0b , то это говорит о несовместности исходной 
системы уравнений. 
3в) Выполняем обратный ход метода Гаусса. 
   Записываем систему уравнений, соответствующую последней расширенной 

матрице прямого хода: 











336112
30169

644

z
zy
zyx

 и последова-

тельно из уравнений системы, начиная с последнего, находим значения всех 

неизвестных: 2
143426464

18)3(163016309
3












xzyx
yzy

z
. 

4в) Выполняем проверку: 










23221
12362412
634214

 











22
1212

66
. 

Ответ: 3,2,1  zyx . 
 
31-40. Найти общее решение для каждой из данных систем методом Гаусса: 

а) 


















04193242813
043322514
044362513
04334221

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

. 

Решение. 
1а) Записываем расширенную матрицу системы:  
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0192483
03254
04653
03421

)|(~ BAA . 

2а) Выполняем прямой ход метода Гаусса. 

























0192483
03254
04653
03421

  

 













3,
4,
3,

наумноженнуюпервуювычитаемстрокичетвёртойиз
наумноженнуюпервуювычитаемстрокитретьейиз
наумноженнуюпервуювычитаемстрокивторойиз

  



























0101220
0151830
05610
03421

  

 







2,
3,

наумноженнуювторуюприбавляемстрокечетвёртойк
наумноженнуювторуювычитаемстрокитретьейиз

  





















00000
00000
05610
03421

  строкичетвёртуюитретьюмвычёркивае   

 










05610
03421

. 

   Матрица системы приведена к трапециевидному виду с ненулевыми диаго-
нальными элементами. Соответствующая такой матрице система уравнений 
имеет бесконечно много решений, которые находим, выполняя обратный ход, 
и записываем в виде общего решения. Для записи общего решения указываем 
её базисные и свободные неизвестные. Базисный минор матрицы системы 
образуют столбцы коэффициентов при неизвестных 1x  и 2x : 
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01
10

21



. Поэтому выбираем в качестве базисных – неизвестные 1x  и 

2x , тогда свободными будут неизвестные 3x  и 4x . 
3а) Выполняем обратный ход метода Гаусса. 
   Записываем систему уравнений, соответствующую последней расширенной 

матрице прямого хода: 








045362

04334221
xxx
xxxx

. Свободным неиз-

вестным придаём разные, произвольные постоянные значения: 13 Cx  , 

24 Cx  , и последовательно из уравнений системы, начиная с последнего, 
находим значения всех базисных неизвестных: 









27182314)2516(24334221
25162251645362

CCCCCCxxxx
CCxCCxxx

.  

   Тогда общее решение системы запишется в виде: 
)2,1,2516,2718()4,3,2,1( CCCCCCxxxxx  . 

4а) Выполняем проверку:  



















0219124)25
1

6(8)
2

718(3

02312)25
1

6(5)
2

718(4

02416)25
1

6(5)
2

718(3

02314)25
1

6(2)
2

718(1

СССССС

СССССС

СССССС

СССССС

















00
00
00
00

. 

Ответ:  )2,1,2516,2718()4,3,2,1( CCCCCCxxxxx  . 
 

б) 












14153112312
243322614
147352312

xxxx
xxxx
xxxx

. 

Решение. 
1а) Записываем расширенную матрицу системы:  




















1151132
23264
17532

)|(~ BAA . 

2а) Выполняем прямой ход метода Гаусса. 



37 



















1151132
23264
17532

  

 





 2, наумноженную

первую
первую

вычитаем
вычитаем

строки
строки

третьей
второй

из
из   





















0221600
011800
17532

  

   Замечание. В результате прямого хода матрица системы A  должна 
быть преобразована с помощью элементарных преобразований строк к 
матрице A  треугольного или трапециевидного вида с элементами 0iia .  

   Если, при выполнении преобразования расширенной матрицы AA 
~~ , в 

преобразованной матрице A~
 появляется строка  b|000  , где 

0b , то это говорит о несовместности исходной системы уравнений. 
   Для выполнения условия 0iia может потребоваться перестановка мес-
тами столбцов матрицы системы. Если при выполнении преобразований 
прямого хода в матрице системы переставлялись местами столбцы коэф-
фициентов при неизвестных, то в дальнейшем, при записи системы уравне-
ний, соответствующей последней расширенной матрице прямого хода, это 
следует учесть. 
  столбцытретийивторойместамиемпереставля   





















0220160
011080
17352

  

  2, наумноженнуювторуювычитаемстрокитретьейиз   



















00000
011080
17352

  строкутретьюмвычёркивае   

 










011080
17352

. 

   Матрица системы приведена к трапециевидному виду с ненулевыми диаго-
нальными элементами. Соответствующая такой матрице система уравнений 
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имеет бесконечно много решений, которые находим, выполняя обратный ход, 
и записываем в виде общего решения. Для записи общего решения указываем 
её базисные и свободные неизвестные. Базисный минор матрицы системы, с 
учётом перестановки местами столбцов, образуют первый и второй столбцы 

коэффициентов при неизвестных 1x  и 3x : 016
80

52



. Поэтому вы-

бираем в качестве базисных – неизвестные 1x  и 3x , тогда свободными будут 

неизвестные 2x  и 4x . 
3б) Выполняем обратный ход метода Гаусса. 
   Записываем систему уравнений, соответствующую последней расширенной 

матрице прямого хода: 








041138
147352312

xx
xxxx

. Свободным не-

известным придаём разные, произвольные постоянные значения: 12 Cx  , 

24 Cx  , и последовательно из уравнений системы, начиная с последнего, 
находим значения всех базисных неизвестных: 





















28

1
1

31
2

7
28

11
5

1
31473523112

28
11

321141138

CCCCCxxxx

CxCxx
.        

   Тогда общее решение системы запишется в виде:  











 2,

8
211

,1,
16

2
2
13

2
1

)4,3,2,1( С
С

С
СС

xxxxx  

4б) Выполняем проверку:  





















































































1
2

15
8

2
11

11
1

3
16

2
2

1
3

2

1
2

2
2

3
8

2
11

2
1

6
16

2
2

1
3

2

1
4

1
2

7
8

2
11

5
1

3
16

2
2

1
3

2

1
2

С
С

С
СС

С
С

С
СС

С
С

С
СС

 












11
22
11
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Ответ:  









 2,

8
211

,1,
16

2
2
13

2
1

)4,3,2,1( С
С

С
СС

xxxxx . 

в) 












346342715
244322513
54332417

xxxx
xxxx
xxxx

. 

Решение. 
1в) Записываем расширенную матрицу системы:  




















36475
24253
53147

)|(~ BAA . 

2в) Выполняем прямой ход метода Гаусса. 



















36475
24253
53147

  









5,7
37

,,

,,,

наумноженнуюпервуювычитаемнаумноженнойстрокитретьейиз
наумноженнуюпервуювычитаемнаумноженнойстрокивторойиз





















45733690
11911230

53147
  

  3, наумноженнуювторуюприбавляемстрокетретьейк   





















70000
11911230

53147
. 

   При выполнении преобразования расширенной матрицы AA 
~~ , в преоб-

разованной матрице A~
 появилась строка  7|0000  , соответст-

вующая уравнению 740302010  xxxx , которому не удовле-

творяет ни один набор значений неизвестных ),,,( 4321 xxxx , что говорит о 
несовместности исходной системы уравнений. 
Ответ:  Система несовместна. 
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41-50. Имеются данные о работе трёх отраслей экономики в отчётном перио-
де и план выпуска конечной продукции ),,( 806060  в следующем периоде 
(в усл. ден. ед.). Требуется, используя модель Леонтьева многоотраслевой 
экономики, найти: а) матрицы коэффициентов прямых и полных затрат; б) 
плановые объёмы выпуска валовой продукции каждой из отраслей, межот-
раслевые поставки и объёмы выпуска чистой продукции. В ответе записать 
данные межотраслевого баланса планового периода. (Указание: значения ко-
эффициентов прямых и полных затрат вычислить с точностью до 0.01; значения 
плановых объёмов выпуска валовой и чистой продукции, межотраслевых поставок 
округлить до целых значений). 
 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 20 25 105 50 200 
II 60 75 70 45 250 
III 60 50 140 100 350 

Чистый продукт 60 100 35   
Валовой продукт 200 250 350   
Решение.  
1) Находим матрицу )( ijaA   коэффициентов прямых затрат jijij xxa   

( 3,2,1i  - номер отрасли производства, 3,2,1j  - номер отрасли потреб-
ления) и устанавливаем её продуктивность:   

1.0
200

20

1

11
11 

x
xa ,   1.0

250

25

2

12
12 

x
xa ,    3.0

350

105

3

13
13 

x
xa  

3.0
200

60

1

21
21 

x
xa ,   3.0

250

75

2

22
22 

x
xa ,   2.0

350

70

3

23
23 

x
xa  

3.0
200

60

1

31
31 

x
xa ,    32

32
2

50

250
0.2xa

x
  ,   33

33
3

140

350
0.4xa

x
  . 

Таким образом 















4.02.03.0
2.03.03.0
3.01.01.0

A . 

   Так как 0ija  ( 3,2,1, ji ) и   19.09.0,6.0,7.0max
3

13,2,1
max 




i
ijj

a ,  

то матрица A  продуктивна и, следовательно, для любого 0Y  существует  
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решение 0X  уравнения Леонтьева: YXAE  )( , записываемое в ви-

де YSYAEX  1)( , где E  - единичная матрица, 1)(  AES  - 

матрица коэффициентов полных затрат, 

















3
2
1

x
x
x

X  и 

















3
2
1

y
y
y

Y - векторы 

(матрицы-столбцы) валового выпуска и конечного продукта, соответственно . 
2а) Находим матрицу: 

















































6.02.03.0
2.07.03.0
3.01.09.0

4.02.03.0
2.03.03.0
3.01.01.0

100
010
001

)( AE . 

3а) Находим матрицу 1)(  AES , обратную к )( AE  , методом при-

соединённой матрицы, по формуле: 

T

AAA
AAA
AAA

AE
S





















333231
232221
131211

||

1
, где: 

38.0
6.0
2.0

2.0
7.0

11  


A     24.0
6.0
2.0

3.0
3.0

12  



A   27.0
2.0

7.0
3.0
3.0

13 


A , 

12.0
6.0
3.0

2.0
1.0

21 



A     12.0

6.0
3.0

3.0
9.0

22 



A    21.0

2.0

1.0
3.0

9.0
23 






A , 

23.0
2.0

3.0
7.0
1.0

31 


A   27.0
2.0

3.0
3.0

9.0
32 






A  6.0

7.0
1.0

3.0
9.0

33 



A , 

237.013)3.0(12)1.0(119.0
6.02.03.0
2.07.03.0
3.01.09.0







 AAAAE . 

Тогда 



























 

53.289.014.1
14.190.101.1
97.051.060.1

6.021.027.0
27.045.024.0
23.012.038.0

237.0

1S . 
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1б) Находим вектор 

























3

2

1

x
x
x

X  валового выпуска на вектор 

























3

2

1

y
y
y

Y  

конечного продукта в плановом периоде, следующим за отчётным (в предпо-
ложении, что матрица A , называемая также технологической, а, следова-
тельно, и матрица S  не изменяются, т.е. SSAA   ,  ) по формуле: 










































 

324
266
204

80
60
60

53.289.014.1
14.190.101.1
97.051.060.1

YSYSX . 

2б) Находим по формуле   jijij xax  ( 3,2,1, ji ) плановые межотрасле-

вые поставки 
ijx , округляя полученные значения до целых (с учётом балан-

совых соотношений 



  ii
j

ij xyx
3

1

 , 3,2,1i  ): 

202041.011 x ,      272661.012 x ,               973243.013 x  , 

612043.021 x ,      802663.012 x ,                653242.023 x , 

612043.031 x  ,      532662.032 x ,               1303244.033 x . 

3б) Плановые объёмы 
jz  )3,2,1( j  выпуска чистой продукции каждой из 

отраслей находим по формуле 


 
3

1i
ijjj xxz  )3,2,1( j  : 

62)616120(2041 z ,      106)538027(2662 z , 

32)1306597(3243 z . 
Ответ:   Межотраслевой баланс планового периода имеет вид: 

Отрасти потребления Отрасли 
производства I II III 

Конечный продукт Валовой 
продукт 

I 20 27 97 60 204 
II 61 80 65 60 266 
III 61 53 130 80 324 

Чистый продукт 62 106 32   
Валовой продукт 204 266 324   
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51 – 60. Даны векторы cba ,, : )2,1,0(а , )1,0,1(b , )4,2,1(c . 

Требуется: а) найти векторы bam 32   и cbn 23  ; б) вычислить ска-
лярное произведение nm  ; в) найти проекцию вектора m  на направление 
вектора n .  
Решение. 
a) Находим векторы m  и n :  

bam 32   )3,0,3()4,2,0()1,0,1(3)2,1,0(2  
=  )34,02,30( )7,2,3( ; 

cbn 23   )8,4,2()3,0,3()4,2,1(2)1,0,1(3  
=  )83,40),2(3( )5,4,5(  . 

б) Вычисляем скалярное произведение векторов nm  :  
28)5(7)4(253)5,4,5()7,2,3(  nm . 

в) Находим проекцию вектора m  на направление вектора n :  

66
28

)5()4(5

)28(
|| 222










n
nmmпрn . 

Ответ: а) bam 32  = )7,2,3( ; cbn 23  = )5,4,5(  ; б) 28 nm ;      
в) 6628mпрn . 
 
61-70. Даны вершины треугольника ABC : )6,4(A , )0,4(B , )4,1( C  
Требуется найти: 
а) длину стороны АС ;                     б) уравнение стороны АС ;  
в) уравнение медианы СE , проведённой из вершины С ; 
г) уравнение высоты ВD , проведённой из вершины В ;  
д) длину h  высоты ВD ; е) площадь S  треугольника ABC . Сделать чертёж. 
 
Решение. Сделаем чертёж: 
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а) Длину стороны АС  находим как длину вектора АC :  

)10,5()64,41(),(  АyCyАxCxАC , 

552)10(2)5(||  АCАC . 
б) Уравнение стороны АC  находим как уравнение прямой, проходящей че-
рез точки )6,4(А  и )4,1( C , и записываем его в виде общего уравнения 
прямой:   

:АC
АyCy

Аyy

АxCx
Аxx











10

6

5

4








 yx


)6()5()4()10(  yx  022  yx . 
в) Уравнение медианы CЕ  находим как уравнение прямой, проходящей че-
рез точки )4,1( C  и ),( EyExE , и записываем его в виде общего уравне-
ния прямой. Неизвестные координаты точки E  находим как координаты 
точки, делящей сторону AB  пополам:   

0
2

)4(4

2






 BxAx

Ex ;  3
2

06

2






 ByAy

Ey . 
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Тогда: :CE
CE

C

CE

C

yy
yy

xx
xx









7

4

1

1 


 yx
 4)1(7  yx   

037  yx . 

г) Уравнение высоты ВD  находим как уравнение прямой, проходящей через 

точку )0,4(В  перпендикулярно вектору )10,5( АC , который прини-
маем за нормальный вектор прямой ВD . Тогда      

:ВD 0)0()10()4()5(  yx    042  yx  

д) Длину h  высоты ВD  находим как расстояние от точки )0,4(В  до пря-
мой АС , заданной общим уравнением  022  yx : 

5

10

5

|20)4(2|
2)1(22

|22|
),( 







 ВyВx

АCВh  . 

е) Площадь треугольника ABC  находим по формуле: 
2

ACh
S


 .  Откуда 

25
25

5510





S . 

Ответ: а) 55AC ;      б) 022:  yxАC ;      в) 037:  yxCE ;  

             г) 042:  yxВD ;       д) 510h ;      е) 25S . 
 
71–80. Установить, какую невырожденную кривую определяет алгебраиче-
ское уравнение второго порядка, построить её:  

а) 0242484 22  yxyx ;            б) 043682924  yxyx ;    

в) 0582 2  yxx . 
 
Решение: 
а) Так как  0B , 040)4(1 22  BAC , то уравнение определяет 

гиперболу с центром в точке ),( 00 yx  и осями симметрии, параллельными 

координатным осям: 1
)0()0(

2

2

2

2







b

yy

a

xx
. Вид кривой и расположе-
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ние её на плоскости известны. Выделяя полные квадраты в левой части урав-
нения 0242484 22  yxyx , преобразуем его следующим образом: 

024)6(4)8( 22  yyxx  

024)996(4)16168( 22  yyxx  

4)96(4)168( 22  yyxx          4)3(4)4( 22  yx  

121

2))3((
22

2))4((





 yx . 

   Полученное уравнение определяет гиперболу с центром в точке )3,4(   и 
осями симметрии параллельными координатным осям. Для построения ги-
перболы в системе координат Оxy :  1) отмечаем центр гиперболы )3,4(  ;  
2) проводим через центр )3,4(   пунктиром оси симметрии гиперболы; 3) 
строим пунктиром основной прямоугольник гиперболы с центром )3,4(   и 
сторонами 42 а  и 12 b  параллельными осям симметрии; 4) проводим 
через противоположные вершины основного прямоугольника пунктиром 
прямые, являющиеся асимптотами гиперболы, к которым неограниченно 
близко при бесконечном удалении от начала координат приближаются ветви 
гиперболы, не пересекая их; 5) изображаем сплошной линией ветви гипербо-
лы  (рис. 1). 
 
Ответ: Гипербола с центром в точке )3,4(  (см. рис.1)..    

 
Рис.1 
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б) Так как  0B , 03620942  BAC , CA  , то уравнение оп-
ределяет эллипс с центром в точке ),( 00 yx  и осями симметрии, параллель-

ными координатным осям: 1
)0()0(

2

2

2

2







b

yy

a

xx
. Вид кривой и распо-

ложение её на плоскости известны. Выделяя полные квадраты в левой части 

уравнения 0436894 22  yxyx , преобразуем его следующим обра-

зом:                       04)4(9)2(4 22  yyxx  

04)444(9)112(4 22  yyxx  

36)44(9)12(4 22  yyxx          36)2(9)1(4 22  yx  

122

2)2(
23

2)1(





 yx . 

   Полученное уравнение определяет эллипс с центром в точке )2,1(  и осями 
симметрии параллельными осям координат. Для построения эллипса в систе-
ме координат Оxy : 1) отмечаем центр эллипса )2,1( ; 2) проводим через 
центр )2,1(  пунктиром оси симметрии эллипса; 3) строим пунктиром основ-
ной прямоугольник эллипса с центром )2,1(  и сторонами 92 а  и 42 b  
параллельными осям симметрии; 4) изображаем сплошной линией эллипс, 
вписывая его в основной прямоугольник так, чтобы эллипс касался его сто-
рон в точках пересечения прямоугольника с осями симметрии (рис.2). 
Ответ: Эллипс с центром в точке )2,1(  (см. рис.2). 
 

в) Так как  0B , 0002 22  BAC , 0A , то уравнение определяет 
параболу с вершиной в точке ),( 00 yx  и осью симметрии, параллельной ко-

ординатной оси Oy : )(2)( 0
2

0 yypxx  . Вид кривой и расположение 
её на плоскости известны. Выделяя полные квадраты в левой части уравне-
ния 0582 2  yxx , преобразуем его следующим образом:  

05)4(2 2  yxx         05)444(2 2  yxx  

)3(1)44(2 2  yxx          ))3((5.0)2( 2  yx  
Полученное уравнение определяет параболу с вершиной в точке )3,2(   и 
осью симметрии параллельной оси Oy . Для построения параболы в системе 
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координат Оxy : 1) отмечаем вершину параболы )3,2(  ; 2) проводим через 
вершину )3,2(   пунктиром ось симметрии параболы; 3) изображаем сплош-
ной линией параболу, направляя её ветвь, с учётом того, что параметр пара-
болы 041 p ,  в положительную сторону оси Oy  (рис.3). 
Ответ: Парабола с вершиной в точке )3,2(   (см. рис.3). 

 
                       Рис.2.                                                   Рис.3.                      
 
81-90. Требуется:  
а) найти естественную область определения функции )32ln( xey x  ;  

б) установить чётность (нечётность) функции 3613 24  xxy . 
Решение.  
а) Естественную область определения находим как множество )(yD  всех 

значений аргумента x  функции, для которых формула )32ln( xey x   

имеет смысл: 




















032

0
)(

x
x

RxyD . Решив (на числовой прямой) сис-

тему неравенств 







032
0

x
x

, устанавливаем, что геометрическим образом 

множества )(yD  является промежуток )32,0[ . 
б) Находим сначала естественную область определения функции 

3613 24  xxy : }03613|{)( 24  xxRxyD . Решив (на числовой 

прямой) неравенство 0)3)(2)(2)(3(3613 24  xxxxxx , устанав-
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ливаем, что геометрическим образом множества )(yD  является объединение 
промежутков ),3(]2,2[)3,(   .  
   Так как область )(yD  является симметричной относительно точки 0x , то 
проверяем выполнение для всех )(yDx  условий: )()( xfxf   или 

)()( xfxf  , учитывая чётность и нечётность основных элементарных 
функций, входящих в аналитическое выражение )(xf .  
   Если область )(yD  не симметрична относительно точки 0x , то )(xf  
на этом множестве является функцией общего вида.  

   Для этого находим 361336)(13)()( 2424  xxxxxf . По-
скольку )()( xfxf   для всех )(yDx  ),3(]2,2[)3,(   , то 

функция 3613 24  xxy  является чётной.  
Ответ:  

а) )(yD )32,0[ , )32ln( xey x  ; б)функция 3613 24  xxy  - чётная. 
 
91-100. Вычислить пределы (не пользуясь правилом Лопиталя):  

а) 
2

1123
2

3

lim




 x
xx

x
          б) 

62
62

lim
2 



 xx

xx

x
      

   Вычисление предела )(lim xf
ax

, где  ,0xa , начинают всегда с подста-

новки в )(xf  предельного значения её аргумента x . В результате могут 

получиться неопределённости 00,,0,,00  , 1 , 0 , которые 
раскрывают тождественными преобразованиями )(xf  такими, чтобы 
преобразованное выражение получилось определённым. При вычислении пре-
делов используют свойства конечных пределов и бесконечно больших функ-
ций, а также следующие известные пределы: 

   


n

nn
x

axaxa 1
10iml , 01l 1

10

im 
 

n
nnx axaxa 

, 




!lim n
n

 ( nn  321! ), 1
)(

)(sinl
0)(

im 


 x
x

x
ax 





, 1
)(
)(l

0)(

im 


 x
xtg

x
ax 





, 

1
)(

)(arcsinl
0)(

im 


 x
x

x
ax 





, 1
)(

)(l
0)(

im 


 x
xarctg

x
ax 





,                ex x

x
ax






)(1)(1l
0)(

im 


. 
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Решение. а) ?
2

1123
2

3

lim 




 x
xx

x
 При подстановке вместо переменной x  её 

предельного значения   получим неопределённость   . Для её раскры-

тия сначала разделим числитель и знаменатель дроби на 3x  (старшую сте-
пень переменной x  в числителе и знаменателе), после чего используем свой-
ства конечных пределов и бесконечно больших функций. Получим 














 2
1123

2

3

lim x
xx

x























3

3

32
3

21

1123

lim
xx

x

xx
x

x







3

32

21

1123

lim
xx

xx
x

 






 00

003
lim
x

. 

б) ?
62

62
lim

2






 xx

xx

x
 При подстановке вместо переменной x  её пре-

дельного значения 20 x  получим неопределённость  00 . Для её раскры-
тия выделим в числителе и знаменателе дроби общий множитель вида 

)( 0xx  , где R  - некоторое число, т.е. множитель )2( x . Затем со-
кратим на него числитель и знаменатель дроби, после чего используем свой-
ства пределов.  
   1) В квадратном трёхчлене cbxax 2  множитель выделяют разложе-
нием квадратного трёхчлена по формуле ))(( 21

2 xxxxacbxax  , где 

a
acbbx

2
42

2,1


 .   2) В выражении )( dcxbax   множитель вы-

деляют следующим способом:    dcxbax  







dcxbax
dcxbaxdcxbax ))((

dcxbax
ca

ca
bdx
















)( . 

В результате получим 









 0
0

62
62

lim
2 xx

xx

x
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)3)(2(6

62
)2()2(

62
)62)(62(62

2 xxxx

xx
x

xx
xxxxxx

 




 )62)(3)(2(
)2)(2(

lim
2 xxxx

x

x 10
1

)62)(3(
2

lim
2






 xxxx
. 

Ответ:  а) 




 2
1123

2

3

lim x
xx

x
;      б)

10
1

62
62

lim
2






 xx

xx

x
. 

 
101-110. Для указанной функции )(xfy   требуется: а) выяснить при каких 
значениях параметра a  функция будет непрерывной; б) найти точки разрыва 
функции и исследовать их характер. Построить график функции.  

а) 








1,3
1,1

2 xx
xx

у a ;               б) 
1

11
1

,1

,1
,2
















x

x
x

x

x

y . 

Решение. 

   Точками разрыва функции 


















1

21

1

2

1

),(

),(
),(

)(

mm xx

xxx
xx

x

x
x

xfy







 являются точ-

ки разрыва функций )(,),(),( 21 xxx m   в промежутках ),( 1x , 
),( 21 xx ,…, ),( 1 mx , кроме того, точками возможного разрыва функции 
)(xfy   являются точки 121 ,,, mxxx   в окрестности которых и в самих 

точках функция задаётся разными аналитическими выражениями. 
   Точка 0xx   является точкой непрерывности функции )(xfy   тогда и 
только тогда, когда: )()(lim)(lim 0

00 00
xfxfxf

xxxx



.  

   а) Поскольку функции 1)(1  xx  и 2
2 3)( axx   непрерывны в про-

межутках )1,(  и ),1(   как элементарные функции, определённые в каж-
дой точке данных промежутков, то непрерывность функции 
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1,3
1,1

2 xx
xx

у a  может нарушиться только в точке её возможного разрыва 

1x .  
   Определяем значение параметра a  из условия непрерывности функции 

)(xfy   в точке 1x : )1()(lim)(lim
0101

fxfxf
xx




. Вычисляя 

)(lim
01

xf
x 

, )(lim
01

xf
x 

, )1(f : 2)1(lim)(lim
0101




xxf
xx

, 

aaxxf
xx




3)3(lim)(lim 2
0101

, 2)1( f , из условия непрерывности 

232  а , находим 1а .  

   График непрерывной функции 








1,3
1,1

2 xx
xx

у  имеет вид изображён-

ный на рис.4.  
б) Функции 2

1 )( xx   и 1)(3 x  непрерывны в промежутках )1,(   и 
),1(   как элементарные функции, определённые в каждой точке данных 

промежутков, а функция xx 1)(2   в промежутке )1,1(  имеет точкой раз-
рыва точку 0x , в которой она не определена. Тогда для функции 

1
11

1

,1
,1
,2
















x

x
x

x
x

y  точка 0x  является точкой разрыва, а точки 1x  и 

1x , в окрестности которых и в самих точках функция задаётся разными 
аналитическими выражениями, являются точками возможного разрыва.  
   Исследуем на разрыв точки 1,0,1x  и установим характер разрыва: 

1)                          )1()(lim)(lim
?

01

?

01



fxfxf

xx
   





 


1)1(,1)1(lim)(lim,1lim)(lim

0101
2

0101
fxxfxxf

xxxx
 

 111  . 
Следовательно, точка 1x  - точка разрыва 1-го рода функции )(xfy  . 

2)                          )0()(lim)(lim
?

00

?

00
fxfxf

xx
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нонеопределе)0(,1lim)(lim,1lim)(lim
00000000




f
x

xf
x

xf
xxxx

. 

Следовательно, точка 0x  - точка бесконечного разрыва (2-го рода) функ-
ции )(xfy  . 

3)                          )1()(lim)(lim
?

01

?

01
fxfxf

xx



   





 


1)1(,11lim)(lim,1)1(lim)(lim

01010101
fxfxxf

xxxx
 111  . 

Следовательно, точка 1x  - точка непрерывности функции )(xfy  . 

   График функции 
1

11
1

,1
,1
,2
















x

x
x

x
x

y  имеет вид, изображённый на рис.5. 

Ответ: а) Функция )(xfу   непрерывна при 1a  (рис.4); б) 1x  - точка 
разрыва 1-го рода, 0x - точка бесконечного разрыва функции )(xfу   
(рис.5).  

 
                        Рис.4                                                     Рис.5 
 
111-120. Даны комплексные числа iz 321  , iz 452   и алгебраиче-

ское уравнение 0274  zz . Требуется:  а) вычислить 21 zz  , 21 zz  , 
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2

1
z

z
; б) найти все корни алгебраического уравнения на множестве комплекс-

ных чисел.  
Решение. 
1а) Вычисляем 21 zz  :    iiiiizz  74532)45()32(21 .  

2а) Вычисляем 21 zz  . 

Сначала находим 21 zz   )45()32( ii  21215810 iii (учитыва-

ем, что 12 i ) i722  .         Тогда 21 zz  ii 722)722(   

3а) Вычисляем 
2

1
z

z
:  















)45()45(
)45()32(

)45()45(

)45()32(

22

21

2

1
ii
ii

ii

ii
zz

zz

z

z
 





 216202025

21215810

iii

iii
(учитываем, что 12 i ) i

i
41
23

41
2

41

232



 . 

1б) Для нахождения корней алгебраического уравнения 0274  zz , рас-
кладываем его левую часть на множители:  

)932()3()273(274  zzzzzzzz . 
2б) Находим корни уравнения на множестве комплексных чисел, приравни-
вая каждый из множителей нулю (число корней, с учётом кратности, должно 
равняться порядку уравнения): 
1) 0z                       01 z .         

2) 03 z                32 z . 

3) 0932  zz . Так как дискриминант квадратного уравнения 
027949 D , то уравнение имеет два комплексно-сопряжённых 

корня: i
ii

z
2

33

2

3

2

273

2

|27|)3(
4,3 





 . 

Ответ: a) izz  721 ,  izz 72221  ,  i
z

z

41
23

41
2

2

1  ; 

              б) 01 z , 32 z , iz
2

33

2

3
4,3  . 
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121-130. Найти производную )(xfу  :   

а) 
2 6 3

3

x x
y

x

 



     б) 4 21y x      в) 34 21 xeу x  ;   г) 

)25ln(
3sin 2




x
xxу .                 

   Нахождение производной )(xyу   функции )(xyy   заданной явно, с 
помощью правил дифференцирования:  

0)( C ( constC  ), gfgf  )( , gfgfgf  )( , fCCf )( , 

2g

gfgf
g
f 












, 

2
1

g

g
g














, 








 gf

f
gfff gg )(ln)( , 

)()()()( )( xuFuFxf xu 












 сводят к нахождению табличных произ-

водных (приложение 6.3). 
Решение. 

а) 
2

2

2

6 3

3
( ) 6 3, ( ) 3

f f g fg
x x

y g g
x

f x x x g x x

       


    

      
    

   
 

 

2 2

2

( 6 3) ( 3) ( 6 3)( 3)

( 3)
,x x x x x x

x

       



 где  

2 2( 6 3) ( ) (6 ) (3) 2 6( ) 0 2 6 1 2 6x x x x x x x x                 , 
( 3) ( ) (3) 1 0x x       . 

Тогда 
2 2

2 2

(2 6)( 3) ( 6 3) 1 6 15

( 3) ( 3)

x x x x x x
y

x x

         
 

. 

б)    4 2 2
1
41 1y x x


    

 
  
 

. Представим функцию в виде сложной 

функции  
11

2 44
21

1
u x

x u
 

   и применим правило вычисления производ-

ной сложной функции       21

1 4 1 4
x u x xuu x

u y y u u u
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1 31

2 24 4
1

1 (1 )
4

1

4 x x xu u


     2 2(1 ) (1) ( ) 0 2 2x x x x             

2 3 4 2 34

1 1
( 2 )

4 (1 ) 2 (1 )

x
x

x x
     

 
. 

в)      





 343434 212121 xexexey xxx , где  

 xe4      4)(4)4()4(4
4 


  xxxeueuee x

x
u

xu
u

xu
u = xe44 ; 

 3 21 x   





 xxuxu uuuuux
1

3
1

31
21

3131
3
1)()()21(  

    2)(20)2()1()21()21()21(
3
1 32 xxxxx

3 2)21(3

2

x

  

Тогда 
3 2

4

3 2
434

)21(3

)125(2

)21(3

2214
x

xe

x
exey

x
xx





















 . 

г) 
)25(ln

))25(ln(3sin)25ln()3sin(
)25ln(

3sin
2

222






















x
xxxxxx

x
xxу , где 

)3sin( 2 xx  )3(sin3sin)( 22 xxxx  

 
 



































313)(3)3(
)3(3coscos)(sinsin)3(sin

)3(sin3sin22)()()3(sin)3(sin

1)(

3

2
3sin

222

xx
xxuuuuux

xxuuuuuxx

x

xxuxu

xxuxu
 

 33cos3sin23sin1 2 xxxx xxx 6sin33sin2  . 

))25(ln( x   


  )25(
25

11)(lnln 25 x
x

u
u

uuu xxuxu  

  5150)(5)2()5()25( xxx
25

5
x

 . 

Тогда 














)25(ln

25
53sin)25ln()6sin33(sin

2

22

x
x

xxxxxx
y  
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)25(ln)25(

3sin5)25ln()6sin33)(sin25(
2

22






xx
xxxxxxx . 

131-140. Найти производную функции, заданной параметрически:
 










t

t

y
x

21
12  

   Производную )(xyу   функции )(xyy   заданной параметрическими 

уравнениями 







)(
)(

tyy
txx

 находят в параметрическом виде по формуле 

)(
)(

)(
tx
ty

ty
t

t
x 


 .  

Решение. 
   Производную функции )(xfy  , заданной параметрическими уравнениями 










t

t

y
x

21
12  находим по формуле 

)(
)(

)(
tx
ty

ty
t

t
x 


 , где  








  t

t ty 21)(     








 ttuu
t uuuuu t

1
2
1

21
21

2121
2
1)()21(  

 


 2ln2)2()1()21()21(
212

1
2

1 tttt
t

tu
u t

t

212

2ln2



  ; 

)12()(  t
t tx  02ln2)1()2( tt 2ln2t . 

Тогда  
ttt

t

t

t

t

x ty
212

1

2ln2212

2ln2
2ln2
212

2ln2

)(
























 .  

141-150. Вычислить пределы, используя правило Лопиталя. 

а)
1432
823

2

2

2
lim





 xx
xx

x
;        б) 

)sin(
51

2

5

0
lim x

xe x

x




.        

   Вычисление предела )(lim x
ax



, где  ,0xa , всегда начинают с подста-

новки в )(x  предельного значения её аргумента ax  . Если в результате 

получают неопределённость 
0
0  или 


 , то для её раскрытия применяют 
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правило Лопиталя: 
)(
)(

)(
)( limlim

xg
xf

xg
xf

axax 





, где )(xf и )(xg - функции, диффе-

ренцируемые в окрестности  ,0xa . В некоторых случаях может потре-
боваться неоднократное применение данного правила. На каждом этапе его 
применения следует использовать, упрощающие отношение, тождествен-
ные преобразования, а также комбинировать это правило с любыми други-
ми известными приёмами вычисления пределов. Раскрытие неопределённо-
стей вида: 0 ,  , 1 , 0 , 00  путём преобразований: 

g
fgf

1
 ,

)1()1(
)1()1(

gf
fg

gf



 , g

f

fgg eef 1

ln

ln   сводят к раскрытию 

неопределенностей вида 00  или  . 
Решение. 

а) 









 0
0

1432
823

2

2

2
lim xx

xx

x )1432(

)823(
2

2

2
lim 



 xx
xx

x
, где  

)823( 2  xx  12230)(2)(3)8()2()3( 22 xxxxx 26 x , 

)1432( 2  xx  13220)(3)(2)14()3()2( 22 xxxxx 34 x  

Тогда 









 0
0

1432
823

2

2

2
lim xx

xx

x 11
10

324
226

34
26

2
lim 








 x
x

x
. 

б) 







 0
0

)sin(
51

2

5

0
lim x

xe x

x ))(sin(

)51(
2

5

0
lim 



 x
xe x

x
, где  

)51( 5  xe x   )5()1()( 5 xe x  






















 




515)(5)5(
0)1(

5)5()()()( 55
5

5

xx

exeueueee xx
x

u
xu

u
xu

ux

  

55 5   xe , 

))(sin( 2 x   





))(cos(cos)(sinsin 22
2 xxuuuuu xxuxu

 

)cos(2 2xx . 
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Тогда 







 0
0

)sin(
51

2

5

0
lim x

xe x

x






 

 0
0

)cos(2
55

2

5

0
lim xx

e x

x
. Применяем правило 

Лопиталя ещё раз: 





 

 0
0

)cos(2
55

2

5

0
lim xx

e x

x ))cos(2(

)55(
2

5

0
lim 






 xx
e x

x
, где 

)55( 5   xe   )5(50)(5)5()5( 555 xxx eee xe 525  , 
))cos(2( 2 xx  ]))(cos()cos()[(2 22 xxxx  

  



















)sin(2))(sin(sin)(cos 2222
2cos))(cos(

1)(

xxxxxuuxuuuxuux

x

=  ))]sin(2()cos(1[2 22 xxxx )sin(4)cos(2 222 xxx  . 

Тогда 





 

 0
0

)cos(2
55

2

5

0
lim xx

e x

x 2
25

02
25

)sin(4)cos(2
25

222

5

0
lim 








 xxx
e x

x
. 

Ответ:  а)
11
10

1432

823
2

2

2
lim 





 xx

xx

x
;    б)

2
25

)sin(
51

2

5

0
lim 



 x
xe x

x
.  

 
151-160. Требуется: 
а) Найти наибольшее и наименьшее значения функции )(xfy   на отрезке 

],[ ba : 1263  xxy , 5,1  ba . 
 

   Наибольшее и наименьшее значения функции )(xfy   непрерывной и ку-
сочно-дифференцируемой (дифференцируемой, за исключением, быть мо-
жет, конечного числа точек) на отрезке ],[ ba  достигается или в точках 

),( baxi  , в которых 0)(  ixf  или )( ixf   не существует, или на концах 
отрезка. 
Решение. 
1) Находим первую производную функции:  

)39( 23  xxy  )3()9()( 23 xx xx 183 2   
и определяем внутренние критические точки функции )(xfy  , т.е. точки 

)7,1(ix  в которых 0)(  ixf  или )( ixf   не существует:  
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0)6(3183 2  xxxxy 







)7,1(6
)7,1(0

x
x

, точек )7,1(ix  в которых y  

не существует нет. Таким образом, единственной внутренней критической 
(стационарной) точкой функции )(xfy   на отрезке ]7,1[  является точка 

61 x .  
2) Вычисляем значения функции )(xfy   во внутренних критических точ-

ках и на концах отрезка ]7,1[ : 1053696)6( 23 f , 

53191)1( 23 f , 953797)7( 23 f . 
3) Сравниваем значения )1(f , )6(f , )7(f  и находим наименьшее и наи-
большее значения функции )(xfy   на отрезке ]7,1[ :  

105)6()(min
]7,1[

 fxfym наим , 5)1()(max
]7,1[

 fxfyM наиб . 

Ответ: 105)6(  fm , 5)1(  fM . 

б) Провести полное исследование непериодической функции y
xx

x
2
)1(

2

2




 и 

построить её график.  
   Для построения графика функции )(xfy   нужно:  
1) найти область определения функции;  
2) найти область непрерывности функции и точки разрыва;  
3) исследовать функцию на чётность, нечётность и периодичность;  
4) найти точки пересечения графика с осями координат;  
5) найти асимптоты графика функции;  
6) найти интервалы возрастания и убывания, экстремумы функции;  
7) найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба.  
Решение. 
1) Находим область определения функции:  02|)( 2  xxRxyD  
=  ,0()0,2()2,( ). 
2) Поскольку   данная  функция  является  элементарной,  то   областью   её 
непрерывности является область определения )(yD , а точками разрыва яв-
ляются точки 2x  и 0x , не принадлежащие множеству )(yD , но яв-
ляющиеся предельными точками этого множества (точками в любой окрест-
ности которых содержатся точки данного множества). Исследуем характер 
разрыва в точках 2x  и 0x , вычислив в них односторонние пределы 
функции:  
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 )0()2(

1
2

)1(
lim

2

2

02 xx
x

x
, 







 )0()2(

1
2

)1(
lim

2

2

02 xx
x

x
, 








 2)0(

1
2

)1(
lim

2

2

00 xx
x

x
,         







 2)0(

1
2

)1(
lim

2

2

00 xx
x

x
. 

Так как односторонние пределы функции в точках 2x  и 0x  - беско-
нечные, то данные точки являются точками бесконечного разрыва.  
3) Функция не является периодической. 
   Функция )(xfy  , в аналитическое выражение которой входит хотя бы 
одна непериодическая функция периодической не является. 
   Проверяем является ли функция чётной или нечётной. Так как область оп-
ределения функции )(yD  =  ,0()0,2()2,( ) не симметрична отно-
сительно точки 0x , то данная функция – общего вида. 
4) Находим точки пересечения графика с осями координат. 
   Так как )(0 yDx  , то точек пересечения графика с осью Oy  нет.     

   Положим 0y  и решим уравнение 0
2

)1(
2

2







xx
x

y . Его решением является 

1x . Следовательно, точка )0,1( - точка пересечения графика с осью Ox .  
5) Находим вертикальные и наклонные асимптоты графика функции.  
   Прямая 0xx   является вертикальной асимптотой, тогда и только то-
гда, когда 0x  является точкой бесконечного разрыва функции )(xfy  . 
   Так как точки 2x  и 0x  - точки бесконечного разрыва данной функ-
ции, то вертикальными асимптотами графика функции являются прямые 

2x  и 0x . 
   Прямая bkxy   является наклонной асимптотой графика функции 

)(xfy   при x  тогда и только тогда, когда одновременно сущест-

вуют конечные пределы: k
x
xf

x




)(lim  и bkxxf
x




))((lim .  

   Вычисляем сначала пределы при x :  

12

2
0

)2(

)1(
lim

)(
lim k

xxx

x
x
xf

xx








, 11

2

)1(
lim)1)((lim

2

2
b

xx

x
xkxf

xx








. 
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   В дальнейшем будем иметь в виду следующий часто встречающийся пре-

дел:
mn
mn
mn

ba
bxbxb

axaxa

m
mm

n
nn

x










 










если
если
если

0
lim 001

10

1
10




 

Следовательно 1011  xbxky , т.е. 1y  - наклонная (горизонтальная) 
асимптота графика функции при x .  
   Аналогично вычисляем пределы при x : 

22

2
0

)2(

)1(
lim

)(
lim k

xxx

x
x
xf

xx








, 21

2

)1(
lim)1)((lim

2

2
b

xx

x
xkxf

xx








 

Следовательно 1022  xbxky , т.е. 1y  - наклонная (горизонтальная) 
асимптота графика функции при x . 
6) Определяем интервалы возрастания, убывания, экстремумы функции. Для 
этого находим первую производную функции:   




















xx
xy

2

)1(
2

2  










22

2222

)2(

)2()1()2()1(

xx

xxxxxx  

2222

22

)2(

)1(2

)2(

)22()1()2)(1(2

xx
x

xx
xxxxx









   

и определяем критические точки функции )(xfy  , т.е. точки )(yDxi   в 
которых 0)(  ixf  или )( ixf   не существует:  

0
)2(

)1(2
22







xx

x
y   01 x  )(1 yDx  ; 

y  не существует при 022  xx  )(0 yDx   и )(2 yDx  . 
Таким образом, единственной критической (стационарной) точкой функции 

)(xfy   является точка 11 x .  
   Исследуем знак производной )(xfy   в интервалах, на которые критиче-
ские точки функции )(xfy   разбивают её область определения )(yD , и 
найдём интервалы возрастания, убывания, экстремумы функции. Результаты 
исследования представим следующей таблицей: 

x  )2,(   )1,2(   1  )0,1(  ),0(   
y  + + 0  _  _  
y  возрастает возрастает 0  убывает убывает 
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Так как при переходе слева направо через точку 1x  производная )(xf   
меняет знак с «+» на «  », то точка 1x  является точкой локального мак-
симума и 0)1(max  yy .  
7) Определяем интервалы выпуклости, вогнутости, точки перегиба графика 
функции. Для этого находим вторую производную функции:  



































42

2222

22 )2(

))2)((1()2()1(2
)2(

)1(2)(
xx

xxxxxx
xx

xyy  

32

2

42

222

)2(

)463(2

)2(

)22)(2(2)1()2(12
xx

xx

xx

xxxxxx



















  

и определяем точки возможного перегиба )(xfy  , т.е. точки )(yDxi   в 

которых 0)(  ixf или )( ixf  не существует: 0
)2(

)463(2
32

2







xx
xxy , так как 

0463 2  xx (квадратное уравнение не имеет действительных корней); y   

не существует при 022  xx  )(0 yDx   и )(2 yDx  . 
Таким образом, функция )(xfy   не имеет точек возможного перегиба.  
   Исследуем знак второй производной )(xfy   в интервалах, на которые 
точки возможного перегиба функции )(xfy   разбивают её область опреде-
ления )(yD , и найдём интервалы выпуклости, вогнутости, точки перегиба 
графика функции. Результаты исследования представим таблицей: 

x  )2,(   )0,2(  ),0(   
y   + _  + 
y  график вогнутый график выпуклый график вогнутый 

Точек перегиба нет. 
8) На основании полученных результатов строим график функции (рис.6) 
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Рис.6. 

 
161-170. Составить уравнения касательной и нормали к графику функции   

)(xfy    в точке 0x : 
1

2




x
xy , 40 x . 

   Уравнение касательной к графику функции )(xfy   в точке ),( 000 yxM  
имеет вид: ))(( 000 xxxfyy   

   Уравнение нормали к графику функции )(xfy   в точке ),( 000 yxM  имеет 

вид: )(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 


 .  

Решение. 

1) Вычисляем значение функции )(xfy   в точке 40 x : 16
14

4
)4(

2



f . 

2) Находим первую производную функции: 
















1

2

x
xy   

22

2

2

22

)1(2
43

)1(
2

1)1(2

)1(

)1()1()(
















x
xxx

x
x

xxx

x
xxxx  и вычисля-

ем её значение в точке 40 x : 4
)14(2

44443)4(
2





f . 

3) Составляем уравнение касательной: ))(( 000 xxxfyy     
)4(416  xy  и записываем его в виде bkxy  : xy 4 .  
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4) Составляем уравнение нормали: )(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 


    

)4(
4
116  xy  и записываем его в виде bkxy  : 17

4
1

 xy .  

Если 0)( 0  xf , то уравнение нормали записывается в  виде: 0xx  .  

Ответ: xy 4  - уравнение касательной; 17
4
1

 xy  - уравнение нормали. 

 
171–180. Затраты, необходимые для производства x  единиц данной продук-
ции задаётся функцией издержек 2280)( xxxС  . Продукция реализуется 
по фиксированной цене 100p  (ден.ед.) за единицу продукции. Требуется 
найти: а) оптимальное значение 0x  выпуска продукции, при котором произ-
водитель получит максимальную прибыль; б) средние значения издержек 
производства и прибыли при 0xx  ; в) эластичность издержек производства 
и прибыли при 0xx  . Сделать выводы. 
   Прибыль, получаемая производителем при выпуске x  единиц данной про-
дукции, задаётся функцией )()()( xCxUxP  , где xpxU )(  - выручка от 
реализации x  единиц данной продукции по фиксированной цене p  (ден.ед.) 
за единицу продукции, )(xС  - функция издержек. 

   Средними издержками называют величину 
x
xCxAC )()(   (издержки в рас-

чёте на 1 ед. выпускаемой продукции), а средней прибылью – величину 

x
xPxAP )()(   (прибыль в расчёте на 1 ед. выпускаемой продукции).  

   Эластичностью издержек называют величину 
)(

)()(
xC

xCxCЕ x


  (показыва-

ет приближённый процентный прирост издержек C  при изменении x  на 

1%), а эластичностью прибыли – 
)(

)()(
xP

xPxPЕ x


  (показывает приближён-

ный процентный прирост прибыли P  при изменении x  на 1%).  
Решение.  
а1) Находим функцию прибыли  

22 220280100)()()( xxxxxxCxUxР  . 
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а2) Находим оптимальное значение 0x  выпуска продукции, при котором 
производитель получит максимальную прибыль, т.е. находим при каком зна-
чении 0xx   выпуска продукции функция прибыли )(xP  примет наиболь-
шее значение на промежутке ),0[  .  
Если функция одной переменной )(xfy   на промежутке X  имеет единст-
венную точку локального экстремума 0x , являющуюся точкой локального 
максимума, то в точке 0x  функция принимает своё наибольшее значение на 
промежутке X .  
   Для решения данной задачи находим производную функции )(xP :  

)220( 2  xxP  )2()20( 2xx x420  
и определяем её критические точки (точки возможного локального экстре-
мума), принадлежащие промежутку ),0(  , т.е. точки в которых 0)(  ixP  
или )( ixP  не существует: 0420  xP  ),0(5 x , точек 

),0( ix  в которых P  не существует нет. Таким образом, единственной 
критической точкой функции )(xP  на промежутке ),0(   является точка 

50  xx .  
   Так как 0)(  xP  при 50  x  и 0)(  xP  при  x5 , то точка 

50 x - является точкой локального максимума и, следовательно, точкой в 
которой функция )(xP  на промежутке ),0[   принимает наибольшее зна-

чение 5052520)5( 2  PPнаиб . 
   Итак, оптимальное значение объёма выпускаемой продукции составляет 5 
единиц, при этом максимальная прибыль составляет 50 ден.ед. 
б) Находим средние издержки производства и среднюю прибыль при 50 x : 

x
x

xx
x
xCxAC 280280)()(

2



       905280)5( AC ; 

           x
x

xx
x
xPxAP 220220)()(

2



        105220)5( AP . 

   Итак, в расчёте на единицу выпускаемой продукции издержки производст-
ва составляют 90 ден.ед., а прибыль – 10 ден.ед. 
в) Находим эластичность издержек производства и прибыли при 50 x :  

)(CЕx 22

2

280

)480(

280

)280(

xx
xx

xx
xxx











x
x





40

240
 11.1

45
50)(5 CЕ . 
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)(PЕx 22

2

220

)420(

220

)220(

xx
xx

xx
xxx











x
x





10

210
 0)(5 PЕ . 

   Итак, при увеличении объёма 50 x  выпуска продукции на 1%, издержки 
производства увеличатся на 1.11%, а прибыль не изменится.  
Ответ: а) 50 x , 50)5(  PPнаиб ; б) 90)5( AC , 10)5( AP ;  
             в) 11.1)(5 CЕ , 0)(5 PЕ . 
 
181 – 190. Для указанной функции ),( yxfz   требуется: а) найти диффе-

ренциал dz  и вторую частную производную 
yx
z


 2
; б) вычислить прибли-

жённо (с помощью первого дифференциала) значение функции ),( yxfz   в 
точке ),( yxM , если )( yxarctgz  , 03.0x , 98.0y . 

Первый дифференциал функции ),( yxfz   имеет вид dyzdxzdz yx  . 
 

Частные производные функции ),( yxfz   вычисляются по обычным прави-
лам дифференцирования функции одной переменной, в предположении, что 
если производная берётся по аргументу x  (аргументу y ), то другой аргу-
мент y  (аргумент x ) считается постоянным.  
Решение.  
а1) Находим частные производные первого порядка xz  и yz  функции  











y
xarctgz : 




















x
x y

xarctgz 


















xy

xu
arctgu  xu uarctgu)(  




 xu
u 21

1





















xy
x

y
x

2

1

1






















y

x
yy

x
x

x

1)(1
22 yx

y


; 





















y
y y

xarctgz 

















yy

xu
arctgu  yu uarctgu)( 


yu

u 21

1   
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yy

x

y
x

2

1

1























 


















22

)(1

y
x

y

y
x

y
x

y
x y

yy
22 yx

x


 .  

Тогда первый дифференциал dz  функции имеет вид: 

222222 yx

xdyydxdy
yx

xdx
yx

ydyzdxzdz yx



















 . 

а2) Вторую частную производную 
yx
z


 2
 (или кратко xyz  ) находим как пер-

вую частную производную по аргументу y  от функции ),( yxfz xx  :  























222

2222

22

2

)(

)()()(
)(

yx

yxyyxy

yx

y
zz

yx
z yy

y
yxxy  


















yyyxyx
y

yyy

y

220)()()(
1)(
2222   

222

22

222

22

)()(

2)(1

yx
yx

yx
yyyx









 . 

 
Формула для приближённого вычисления значений функции ),( yxfz   в малой 

окрестности точки ),( 000 yxM , в которой функция дифференцируема, имеет вид: 
yyxfxyxfyxfyxf yx  ),(),(),(),( 000000 , где xxx  0 , yyy  0 . Форму-

ла тем точнее, чем меньше значение 22 )()( yx  . 
 
б) Вычисляем значения частных производных ),( yxfz xx  , ),( yxfz yy    и 

значение функции 









y
xarctgz  в точке ),( 000 yxM , где 

003.003.00  xxx , 1)02.0(98.00  yyy :  

0)1,0( f , 1
10

1)1,0(
22



xf , 0

10

0)1,0(
22



yf . 

Тогда, учитывая, что 03.0x , 02.0y , получим:  
)98.0,03.0(f 03.0)02.0(003.010  . 
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Ответ: а)
22 yx

xdyydx
dz




 , 




xyz
yx
z2

222

22

)( yx
yx



 ; б) )98.0,03.0(f 03.0 . 

 

191 – 200. Найти локальные экстремумы функции yxxyxz 12153 23   
( 0, 0)x y  .  
Для нахождения локальных экстремумов дифференцируемой функции 

),( yxfz   необходимо: 1) Найти область определения )(zD функции. 2) 
Найти первые частные производные xz  и yz  функции. 3) Решить систему 

уравнений (необходимое условие экстремума) 







0
0

y

x
z
z

 и найти точки 

)(),( zDyxM iii   (с учётом возможных дополнительных ограничений на 
значения аргументов x  и y ) возможного локального экстремума функции. 
4) Найти вторые частные производные xxzyxA ),( , xyzyxB ),( , 

yyzyxC ),( ; составить выражение 2),( BCAyxD   и вычислить значе-

ния iMD  и iMA  в каждой точке iM  возможного экстремума. 5) Сделать 

вывод о наличии экстремумов функции ),( yxfz  , используя достаточное 

условие экстремума: если 0iMD , то в точке iM  экстремума нет; если 

0iMD  и 0iMA , то в точке iM  - локальный минимум; если 0iMD  и 

0iMA , то в точке iM  - локальный максимум; если 0iMD , то требует-

ся дополнительное исследование точки iM  (например, по определению). 6) 
Найти локальные экстремумы (экстремальные значения) функции.  
Решение.  

1) Находим область определения функции 2 0
( ) ( , )

0
x

D z x y R
y

        
.  

2) Находим первые частные производные xz  и yz :  

 xxxxxx yxxyxyxxyxz )12()15()3()()12153( 2323  

15331151330)(15)(3)( 222223  yxyxxxyx xxx ; 

 yyyyyy yxxyxyxxyxz )12()15()3()()12153( 2323  
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12611223)(120)(30 2  xyyxyyx yy . 

3) Составим систему уравнений 







0
0

y

x
z
z

  









0126
01533 22

xy
yx   










2
1533 22

xy
yx  и решим её. Получим четыре решения: )2,1( , )1,2( , 

)2,1(  , )1,2(  . Из них точками возможного экстремума функции 
),( yxfz   в области  ( )D z  являются только две точки: )2,1(1M  и )1,2(2M .  

4) Находим вторые частные производные: 
 xxxxxxxx yxyxzzyxA )15()3()3()1533()(),( 2222  

xxx x 62300)(3 2  ;  

 yyyyyxxy yxyxzzyxB )15()3()3()1533()(),( 2222  

yyy y 6230)(30 2  ;  

xyxxyxyzzyxC yyyyyyyy 60)(6)12()6()126()(),(  ,  

составляем выражение 2222 3636)6(66),( yxyxxBACyxD   и 
вычисляем:  

0108236136 22
)2,1(1 MD ; 0108136236 22

)1,2(2 MD , 

01226)1,2(2 MA . 

5) Делаем вывод о наличии экстремумов. Так как:  
01081 MD , то в точке )2,1(1M  экстремума нет;  

01082 MD , 0122 MA , то в точке )1,2(2M - локальный минимум. 

6) Находим локальный минимум  
28112215212332)1,2(min  fz . 

Ответ: 28)1,2(min  fz . 
 
 
 
 
 
 



71 

6.2. Краткие теоретические сведения. 
 
Тема. Определители. 
   Квадратной матрицей порядка n  называется квадратная таблица из чи-

сел ijа  ( ni ,1 , nj ,1 ): 

















nnana

naa
A






1

111
, состоящая из n  строк и n  

столбцов. У квадратной матрицы различают главную диагональ: 

nnaaa ,,22,11   и побочную диагональ: 1,,12,1 nanana  . Любой квад-
ратной матрице A  порядка n  можно поставить в соответствие число 

nnn

n

aa

aa






1

111

, равное алгебраической сумме !n  слагаемых, составленных 

определённым образом из элементов ija  матрицы A , называемое определи-

телем матрицы. Кратко обозначается || A ,  . 

   Определителем 1-ого порядка называется число  1111 |||| aaA  . 
   Определителем 2-ого порядка называется число 

21122211
2221

1211|| aaaa
aa
aa

A  . 

   Определителем 3-его порядка называется число 



333231
232221
131211

||
aaa
aaa
aaa

A  

322311332112312213322113312312332211
aaaaaaaaaaaaaaaaaa  . 

   Минором элемента ija  называется определитель ijM , полученный из оп-

ределителя || A  вычёркиванием i -ой строки и j -ого столбца.  

   Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  называется его минор 

ijM , взятый со знаком ji )1( :  
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числонечётноеjiеслиijM

числочётноеjiеслиijM
ijMji

ijA
)(

)(
)1( . 

   Определителем порядка n  называется число  

nAnaAaAa
n

k kAka
aa

aa
A

nnn

n

11121211111 11||

1

111



 





 

   Разложением определителя || A  по i -ой строке ( ni ,1 ) называется 

соотношение:         



n

k
ininiiiiikik AAAAA aaaa

1
2211||  . 

   Разложением определителя || A  по j -ому столбцу ( nj ,1 ) называется 

соотношение: 


 
n

k
njnjjjjjkjkj AAAA aaaaA

1
2211||   

   Определители обладают следующими свойствами: 
1) определитель не изменится при замене всех его строк столбцами с теми же 
номерами; 
2) определитель изменит знак на противоположный, если переставить места-
ми любые две строки (два столбца) определителя; 
3) общий множитель элементов какой-либо строки (столбца) можно вынести 
за знак определителя; 
4) определитель равен нулю, если он содержит нулевую строку (столбец), две 
одинаковые или пропорциональные строки (столбца); 
5) определитель не изменится, если к какой-либо строке (столбцу) прибавить 
другую строку (столбец), умноженную на любое число; 
6) определитель треугольного вида (когда все элементы, лежащие по одну 
сторону одной из его диагоналей равны нулю) равен произведению диаго-

нальных элементов:    nnaaaA

nna

naa
naaa

 







2211||

00

2220
11211

.      

Тема. Матрицы. 
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   Матрицей размера nm  называется прямоугольная таблица из чисел ijа  

( mi ,1 , nj ,1 ):  















mnama

naa
A






1

111
, состоящая из m  строк и n  столб-

цов. Если необходимо указать размеры матрицы, то пишут nmA  .  
   Если nm  , то матрица A  называется квадратной. 
   Нулевой называется матрица O , все элементы которой равны нулю, на-

пример: 







 000
000

32O . Единичной называется квадратная матрица E , 

на главной диагонали которой стоят единицы, а все остальные элементы рав-

ны нулю, например: 














100
010
001

33E . Треугольной называется квадратная 

матрица A , все элементы которой расположенные по одну сторону от глав-

ной диагонали равны нулю, например: 















3300
23220
131211

33
a
aa
aaa

A . Трапецие-

видной (ступенчатой) называется матрица nmA   )( nm  , все элементы 

которой, расположенные ниже элементов 0iia  ),,2,1( mi   равны ну-

лю, например: 














3433

242322

14131211

00
043

aa
aaa
aaaa

A . 

   Матрицы A  и B  называются равными и пишут BA  , если они одинако-
вого размера и их соответствующие элементы равны: 

ijbija  , mi ,1 , nj ,1 .  

   Матрицы можно транспонировать, складывать, вычитать, умножать на чис-
ло, умножать на другую матрицу.  

   Транспонированной к матрице nmA   называется матрица T
mnA  , столбцами 

которой являются соответствующие строки матрицы nmA  . 
   Суммой (разностью) матриц A  и B  одного размера nm , называется 
матрица BAС    того же размера, для которой:  
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ijbijaijс  , mi ,1 , nj ,1 . 

   Произведением матрицы A  размера nm  на число   называется мат-

рица AB   того же размера, для которой:    ijaijb  , mi ,1 ,  nj ,1 . 

   Линейной комбинацией матриц A  и B  одного размера nm , называет-
ся матрица BAС    того же размера (  и   - произвольные числа), для 

которой:                 ijbijaijс   , mi ,1 , nj ,1 ,  

   Произведением матрицы nmA   на матрицу knB   называется матрица 

knnmkm BAC   , каждый элемент которой ijс  вычисляется по правилу:   

sj
n

s
isbabababac njinjijiij 




1
2211   , mi ,1 ,  kj ,1 . 

Операция умножения матрицы на матрицу определена не для всех матриц, а 
только для таких у которых число столбцов левой матрицы A  равно числу 
строк правой матрицы B . Такие матрицы называются согласованными для 
умножения. Поэтому прежде чем выполнять операцию умножения матрицы 
на матрицу следует проверить их согласованность для умножения и опреде-
лить размерность матрицы-произведения (если умножение матриц возмож-
но): kmknnm CBA   . Особенность операции умножения матриц состоит в 
том, что в общем случае: ABBA  , т.е. переместительное свойство места 
не имеет.  
   Элементарными преобразованиями матрицы называются: 
1) перестановка строк (столбцов); 
2) умножение строки (столбца) на число, отличное от нуля; 
3) прибавление к элементам строки (столбца) соответствующих элементов 
другой строки (столбца), умноженных на любое число; 
4) вычёркивание нулевой строки (столбца). 
   Матрицы A  и B , полученные одна из другой в результате элементарных 
преобразований называются эквивалентными и пишут BA  . 
   Обратной к квадратной матрице A  порядка n , называется матрица 1A  
того же порядка, если: EAAAA   11 ,  где E - единичная матрица по-
рядка n .  
   Квадратная матрица A  называется невырожденной, если её определитель 

0|| A . Обратная матрица всегда существует для невырожденных матриц.  
   Основными методами вычисления обратной матрицы являются: 
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Метод присоединённой матрицы. Если A -невырожденная матрица, то 
T

nnAnA

nAA

A
A

A
A


























1

111

||
1

||
11 , где 


A  - присоединённая матрица, для 

которой: jiij Aa 


  nji ,1,  . Здесь jiA  - алгебраические дополнения эле-

ментов jia  матрицы A .  

В частности, если 
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Метод элементарных преобразований. Для данной квадратной матрицы A  
порядка n  строится прямоугольная матрица )|( EA  размера nn 2  припи-
сыванием к A  справа единичной матрицы. Далее, с помощью элементарных 
преобразований над строками, матрица )|( EA  приводится к виду )|( 1AE , 
что всегда возможно, если A  - невырожденная. 
   Матричными называются уравнения вида: CAX  ,  CXA  ,  CAXB  , 
где матрицы CBA ,,  - известны, матрица X - неизвестна. Если квадратные 
матрицы A  и B  - невырожденные, то решения матричных уравнений запи-

сываются, соответственно, в виде:  CAX 1 ,  1 CAX ,  11  CBAX . 
   Минором k -ого порядка матрицы A  размера nm  называется опреде-
литель kM  квадратной матрицы порядка k , образованной элементами мат-

рицы A , стоящими на пересечении произвольно выбранных её k  строк и k  
столбцов )),min(( nmk  . 
    Максимальный порядок r  отличных от нуля миноров матрицы A , назы-
вается её рангом и обозначается rangA  или )(Ar , а любой минор порядка 
r , отличный от нуля – базисным  минором.  
 
Тема. Системы линейных уравнений. Модель Леонтьева. 

…Система уравнений вида: 
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 называется 

системой m  линейных уравнений с n  неизвестными. Числа ija  называ-
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ются коэффициентами системы, ib  - свободными членами системы, jx  - 
неизвестными системы. 
   В матричной форме система имеет вид: BAX  , где 
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.Здесь A -матрица системы, 

X -матрица-столбец неизвестных, B -матрица-столбец свободных членов.  
   Если OB  , то система называется однородной, в противном случае неод-
нородной.  
   Система, матрица A  которой является треугольной с диагональными эле-
ментами 0iia , называется треугольной. Система, матрица A  которой 
является трапециевидной,  называется трапециевидной.   
   Решением системы называется всякий упорядоченный набор чисел 

),,2,1( n  , обращающий каждое уравнение системы в равенство. 
Совокупность всех решений называется множеством решений системы. 
   Система называется совместной, если она имеет, по крайней мере, одно 
решение; определённой, если она имеет только одно решение; неопределён-
ной, если она имеет бесконечно много решений; несовместной, если она не 
имеет решений.  
   Однородная система уравнений всегда совместна, так как всегда имеет, по 
крайней мере, нулевое решение )0,,0,0(0  . Треугольная система являет-
ся определённой, трапециевидная система – неопределённой. 
   Две системы называются эквивалентными, если множества их решений 
совпадают. 
   Элементарными преобразованиями систем уравнений называются: 
1) перестановка уравнений; 
2) перестановка местами слагаемых jij xa   в каждом из уравнений системы; 
3) умножение уравнения  на число, отличное от нуля; 
4) прибавление к уравнению другого, умноженного на любое число; 
5) вычёркивание уравнения вида: 002010  nxxx  . 
   Основными точными методами решения систем линейных уравнений яв-
ляются методы: Крамера, обратной матрицы и Гаусса. 
   Если число уравнений в системе m  совпадает с числом неизвестных n  и 
определитель матрицы системы 0||  A , то система имеет единственное 
решение, которое можно найти: 
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а) методом Крамера по формулам:   
jjx , nj ,1 , где j - опреде-

литель, получаемый из определителя матрицы системы   заменой j -ого 
столбца на столбец свободных членов; 
б) методом обратной матрицы  по формуле BAX  1 . 
   Методом Гаусса находят решение произвольной системы линейных урав-
нений. Метод состоит в приведении системы уравнений, с помощью элемен-
тарных преобразований, к системе специального вида, эквивалентной исход-
ной, решение которой очевидно. Преобразования по методу Гаусса выпол-
няют в два этапа. Первый этап называют прямым ходом, второй - обратным.  
   В результате прямого хода выясняют: совместна или нет система и если 
совместна то, сколько имеет решений - одно или бесконечно много, а также, 
в случае бесконечного множества решений, указывают базисные и свободные 
неизвестные для записи общего решения системы. Преобразования прямого 
хода выполняют, как правило, над расширенной матрицей системы 

)|(~ BAA  , которую получают, приписывая справа к матрице системы A  
столбец свободных членов B . В результате элементарных преобразований 
строк и перестановкой столбцов, матрица системы A  должна быть приведе-
на к матрице A  треугольного или трапециевидного вида с элементами  

0iia . При этом, система уравнений, матрица которой A , является тре-

угольной с диагональными элементами 0iia  ),...,2,1( ni  , будет иметь 

единственное решение; система уравнений, матрица которой A , является 
трапециевидной с элементами 0iia  ),,...,2,1( nkгдеki  , будет иметь 
бесконечно много решений. Если, при выполнении преобразований расши-
ренной матрицы AA 

~~ , в преобразованной матрице A~  появится строка 
 b|000  , где 0b , то это говорит о несовместности исходной 
системы уравнений.  Базисные неизвестные указывают, выписывая базисный 
минор преобразованной матрицы системы A . Базисными являются неиз-
вестные преобразованной системы, столбцы коэффициентов ija  при которых 
образуют базисный минор (определитель максимального порядка, отличный 
от нуля). Свободными являются неизвестные, не являющиеся базисными. 
   В результате обратного хода находят решение системы, записывая его в 
виде общего решения, если их бесконечно много. Преобразования обратного 
хода часто выполняют, над уравнениями системы, соответствующей послед-
ней расширенной матрице A~  прямого хода. В случае единственного реше-
ния, его получают, находя последовательно значения всех неизвестных из 
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уравнений системы, начиная с последнего. В случае, когда решений беско-
нечно много, их записывают в виде общего решения. Для этого свободным 
неизвестным придают разные произвольные постоянные значения: 1C , 

2C ,…, knC  , и последовательно из уравнений системы, начиная с последне-
го, находят значения всех базисных неизвестных. Полученное решение назы-
вают общим. Придавая произвольным постоянным, конкретные значения, 
находят частные решения системы уравнений. 
 
   Уравнениями межотраслевого баланса, описывающими процесс произ-
водства и потребления продукции n -отраслевой экономикой, называют 

уравнения i

n

j
iji yxx 

1

 ( ni ,,2,1  ) , где ix - объём выпуска валовой 

продукции i -ой отраслью, ijx - объём продукции i -ой отрасли, потребляе-

мый j -ой отраслью для производства своей продукции, iy  - объём выпуска 
конечной продукции i -ой отраслью, предназначенной для реализации в не-
производственной сфере.  
   Если предположить, что jijij xax   (гипотеза линейности), где ija  - по-
стоянные числа, характеризующие технологию производства (показывают 
затраты продукции i -ой отрасли на производство 1 единицы продукции j -
ой отрасли) и называемые коэффициентами прямых затрат, то уравнения 

межотраслевого баланса запишутся в виде: i

n

j
jiji yxax 

1

 ( ni ,,2,1  ). 

Их называют уравнениями линейного межотраслевого баланса или линейной 
моделью Леонтьева многоотраслевой экономики и записывают, как прави-
ло, в матричном виде: YXAE  )( , где E - единичная матрица; 

)( ijaA  - матрица коэффициентов прямых затрат; T
nxxxX ),,,( 21   и 

T
nyyyY ),,,( 21   - векторы (матрицы-столбцы) валового и конечного 

продукта, соответственно. 
   Основная задача линейного межотраслевого баланса состоит в отыскании 
вектора 0X , который при известной матрице прямых затрат 0A  обес-
печивает заданный вектор конечного продукта 0Y . Вектор X  находится 
по формуле YSYAEX  1)( , где )( ijsS  - матрица коэффициен-

тов полных затрат, элемент ijs  которой показывает величину валового 
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выпуска продукции i -ой отрасли, необходимой для обеспечения выпуска 1 
единицы конечного продукта j -ой отрасли. Решение такой задачи  сущест-
вует только для продуктивных матриц 0A .  
   Матрица 0A  называется продуктивной, если для любого вектора 0Y  
существует решение 0X  уравнения Леонтьева: YXAE  1)( . 
   Матрица 0A  будет продуктивной, если сумма элементов по каждому её 

столбцу (строке) не превосходит единицы:  1
1




n

i
ija   














1
1

n

j
ija , причём 

хотя бы для одного столбца (строки) эта сумма строго меньше единицы. 
   Чистой продукцией отрасли называется разность между валовой продук-
цией этой отрасли и затратами продукции всех отраслей на производство 
данной отрасли. Объёмы jz  выпуска  чистой продукции j -ой отрасли вы-

числяют по формулам: 



n

i
ijjj xxz

1

 ( nj ,,2,1  ). 

Тема. Системы векторов. N-мерное векторное пространство. Евк-
лидово пространство.  
   Арифметическим вектором называют упорядоченную совокупность из n  
чисел: nxxx ,,, 21   и обозначают ),,,( 21 nxxxx  . Числа iх  называют 
компонентами вектора x , число компонент называют его размерностью.  
   Векторы x  и y  называют равными, если они одинаковой размерности и 

их соответствующие компоненты равны: iyix  , ni ,1 . 

   Суммой векторов x  и y  одной размерности, называют вектор yxz   

той же размерности, для которого:     iyixiz  , ni ,1 . 

   Произведением вектора x  на число   называют вектор xy   той же 

размерности, для которого:      ixiy  , ni ,1 . 

   Линейной комбинацией векторов x  и y  одной размерности, называют 
вектор yxz    той же размерности (  и   - произвольные числа), для 

которого:     iyixiz   , ni ,1 . 
   Множество всех n -мерных векторов, в котором введены операции сложе-
ния и умножения на число, удовлетворяющие определённым требованиям 
(аксиомам) называют векторным пространством и обозначают nR . 
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   Систему векторов  kxxx ,,, 21   называют линейно зависимой, если най-

дутся числа k ,,, 21  , 0  одновременно, такие, что 

02211  kk xxx    (где )0,,0,0(0  - нулевой вектор), в про-
тивном случае, систему называют линейно независимой. 
   Базисом системы векторов },,,{ 21 kxxxS   называют упорядоченную 

систему векторов ),,,( 21 mbbbSB  , удовлетворяющую условиям:  

1) Sib  , mi ,1 ; 2) система SB  линейно независима; 3) для любого векто-

ра Sx   найдутся числа m ,,, 21   такие, что 

mmbbbx   2211 . Коэффициенты m ,,, 21  , однозначно 

определяемые вектором x , называют координатами вектора в базисе SB , 

а формулу называют разложением вектора x  по базису SB  и пишут: 

SBnx ),,2,1(   .  

   В пространстве nR  базисом является каждая упорядоченная система из n  
линейно независимых векторов: ),,,( 21 nnR bbbB  . Формулу 

nnbbbx   2211  называют разложением вектора nRx  по 

базису nRB , коэффициенты n ,,, 21   - координатами вектора в ба-

зисе nRB  и пишут nRBnx ),,,( 21   .   

   Всякая упорядоченная система из n  векторов ),,,( 21 nbbb  образует базис 
nR , если определитель, столбцами которого являются компоненты векторов 

nbbb ,,, 21  , не равен нулю.  

   Пространство nR , в котором введено скалярное произведение векторов, 
удовлетворяющее определённым требованиям (аксиомам), называют евкли-
довым. 

   Скалярным произведением двух векторов n
n Rxxxx  ),,,( 21   и  

nRyyyy n  ),( ,,21   называют  число: nn yxyxyxyx  2211 . 
   Два вектора x  и y  называют ортогональными, если 0 yx . 



81 

   Базис ),,,( 21 nbbbB   n -мерного евклидова пространства называют 

ортогональным, если 0 ji bb  при ji  . В разложении вектора x  по 

базису B : nnbbbx   2211 , числа n ,21 ,,   называемые 

координатами вектора x  в ортогональном базисе B , определяют по 

формулам: )()( iiiii bbbx  , ( ni ,1 ). 

 
Тема. Векторная алгебра. 
   Вектором (геометрическим) называется направленный отрезок, задавае-
мый упорядоченной парой точек (началом и концом вектора). Обозначают 

вектор AB  или a . Расстояние между началом и концом вектора называется 
его длиной и обозначается || AB  или a . Углом между векторами a  и b  

называется угол ),(


 ba ,  0 , на который следует повернуть один 
из векторов, чтобы его направление совпало с направлением другого вектора, 
при условии, что их начала совпадают. Проекцией вектора a  на вектор b  

называется число ),cos(||


 baaaпрb . 
   Векторы называются коллинеарными, если они расположены на одной 
прямой или на параллельных прямых. Векторы называются компланарными, 
если они расположены в одной плоскости или в параллельных плоскостях.  
   Векторы a  и b  называются равными и пишут ba  , если они коллине-
арны, одинаково направлены и имеют равные длины. Векторы a  и b  назы-
ваются противоположными и пишут ba  , если они коллинеарны, на-
правлены в разные стороны и имеют равные длины.  
   Суммой векторов a  и b  называется вектор baс  , соединяющий на-
чало вектора a  и конец вектора b , при условии, что конец вектора a  сов-
падает с началом вектора b  (правило треугольника). Произведением век-
тора a  на действительное число   называется вектор ab   :  
1) коллинеарный вектору a ; 2) имеющий длину |||||| ab   ; 3) направ-
ленный одинаково с вектором a , если 0 , и противоположно, если 

0 . 
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   Ортом вектора a , называется вектор 0a , имеющий единичную длину и 
направление вектора a :     ||0 aaa  . 

   Базисом в пространстве 3R  называется упорядоченная тройка некомпла-
нарных векторов, базисом на плоскости 2R  – упорядоченная пара неколли-
неарных векторов, базисом на прямой R – любой ненулевой вектор на этой 
прямой. Базис, в котором все векторы попарно перпендикулярны и имеют 
единичную длину, называется ортонормированным. Векторы ортонормиро-
ванного базиса обозначаются: ji ,  и k , и называются базисными ортами. 
Различают правый и левый ортонормированные базисы. Базис ),( ji -

называется правым, если кратчайший поворот от i к j  совершается против 

хода часовой стрелки, в противном случае он – левый. Базис ),,( kji -

называется правым, если из конца вектора k  кратчайший поворот от вектора 
i  к j  виден совершающимся против хода часовой стрелки, в противном слу-
чае он – левый. 
   Условием коллинеарности векторов a  и b  является равенство: ab   , 
где   - некоторое число. Условием компланарности векторов a , b  и с  
является равенство: baс   , где  ,  - некоторые числа. 
   Всякий геометрический вектор может быть разложен единственным обра-
зом по векторам базиса, коэффициенты разложения называются при этом 
координатами вектора в данном базисе. Например, если ),,( 3213 bbbB

R
  - 

базис 3R  и 3Ra  , то всегда существует единственное разложение: 

332211 bbba   , где числа 321 ,,   - координаты вектора a  в бази-

се 3R
B , при этом пишут 

3321 ),,(
R

Ba  . Если в 3R  зафиксирован орто-

нормированный базис ),,( kji  и 3Ra  , то равносильны записи: 

kjia 321    и ),,( 321 a  (в записи вектора в координатной 
форме ортонормированный базис не указывают). 
   Представление геометрических векторов в координатной форме, позволяет 
выполнять действия над ними, как над арифметическими векторами: 

)33,22,11()3,2,1()3,2,1(   ba ; 

)3,2,1()3,2,1(   a . 
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   Декартовой прямоугольной системой координат в пространстве назы-
вается совокупность точки O  (начало координат) и правого ортонормиро-
ванного базиса ),,(, kjiO  и обозначается Oxyz . Прямые Ox , Oy , Oz , про-

ходящие через начало координат в направлении базисных векторов, называ-
ются координатными осями: первая – осью абсцисс, вторая – осью ординат, 
третья – осью аппликат. Плоскости, проходящие через оси координат, назы-
ваются координатными плоскостями. Аналогично вводится система коор-
динат на плоскости: OxyjiO ),(, . 
   Пусть М  - произвольная точка пространства, в котором введена система 
координат ),,(, kjiO = Oxyz . Радиус-вектором точки М  называется век-

тор OM , который всегда единственным образом можно представить в виде: 
),,( zyxkzjyixOM  . Числа zyx ,, , являющиеся координатами ради-

ус-вектора, совпадают с проекциями вектора OM  на базисные орты ji ,  и 

k  (на координатные оси OyOx,  и Oz ). Координатами точки М  в системе 

координат Oxyz  называются координаты её радиус-вектора OM  и пишут 
),,( zyxM . В свою очередь, координаты точки ),,( zyxM  полностью опреде-

ляют её радиус-вектор kzjyixzyxOM  ),,( . Всякий геометрический 

вектор 3Ra   в системе координат Oxyz , всегда можно представить как ра-
диус-вектор некоторой точки и записать в виде: 

),,( aaaaaa zyxkzjyixa  . 
   Длина || a  вектора a , заданного координатами ),,( aaa zyxa  , определя-

ется формулой: 222|| aaa zyxa  . Направляющими косинусами вектора 

a  называются числа: 
||

),cos(cos
a
x

Oxa a


 , 
||

),cos(cos
a
y

Oya a


 , 

||
),cos(cos

a
z

Oza a


 ,  при этом   1coscoscos 222   . 

   Координаты вектора AB , заданного точками ),,( AAA zyxA  и ),,( BBB zyxB  

определяются по формуле: ),,( АВАВАВ zzyyxxAB  . Расстояние 

),( BA  между точками ),,( AAA zyxA  и ),,( BBB zyxB  определяется как 

длина вектора AB  и находится по формуле:   
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222 )()()(||),( AВАВАВ zzyyxxABBA  . 
   Координаты точки ),,( CCC zyxС  делящей отрезок AB  пополам находятся 

по формулам: 
2

BA
C

xx
x


 , 

2
BA

C
yy

y


 , 
2

BA
C

zz
z


 . 

   Скалярным произведением векторов a  и b  называется число 

),cos(||||


 bababa . Скалярное произведение обладает свойствами:  

1) abba  ;                              2) )()( baba    где  - число;  

3) cabacba  )( ;           4) 22 || aaaa    

5) 0 baba ;      6) 0 ji , 0 ki , 0 kj , 12 i , 12 j , 12 k . 

Для векторов a  и b , заданных своими координатами 
),,( aaaaaa zyxkzjyixa  , ),,( bbbbbb zyxkzjyixb   ска-

лярное произведение вычисляется по формуле:  bzazbyaybxaxba  .   
   Скалярное произведение применяют: 1) для вычисления угла между векто-

рами a  и b  по формуле: 
||||

),(
ba

babaсos






; 2) для вычисления проекции 

вектора a  на вектор b  по формуле: 
|| b
baaпрb


 ; 3) для вычисления длины 

вектора qpa    по формуле: 22 )(|| qpaa   ; 4) в каче-

стве условия перпендикулярности векторов a  и b : 0 baba .  
   Векторным произведением векторов a  и b  называется вектор baс  ,  

определяемый условиями:            1)


 ),sin(|||||||| bababac ;  

2) ac   и bc  ;                         3) ),,( cba  - правая тройка векторов. 

   Упорядоченная тройка ),,( cba  некомпланарных векторов называется 
правой тройкой, если из конца третьего вектора с , кратчайший поворот от 
первого вектора a  ко второму b , виден совершающимся против хода часо-
вой стрелки. В противном случае, тройка ),,( cba  называется левой. 
   Векторное произведение обладает свойствами:  
1) abba  ;                            2) )()( baba   , где  - число;  
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3) cabacba  )( ;          4) 0 aa                  5) 0||  baba ;  

6) kji  , jik  , ikj  , 0 ii , 0 jj , 0 kk .  

   Для векторов a  и b , заданных своими координатами 
),,( aaaaaa zyxkzjyixa  , ),,( bbbbbb zyxkzjyixb   век-

торное произведение вычисляется по формуле: 

bzbybx
azayx
kji

ba a . 

   Векторное произведение ba   применяют: 1) для вычисления площадей 
треугольника и параллелограмма, построенных на векторах a  и b , как на 
сторонах, по формуле: ||2 baSS пар   ; 2) в качестве условия параллель-

ности векторов a  и b :  0||  baba .  

   Смешанным произведением упорядоченной тройки векторов a , b и с  
называется число cbacba  )( .  
   Смешанное произведение обладает свойствами:  
1) )()( cbaсba  ;          2) abcbcaсba  ;  

3) bacacbcba  ;                4) ba , и c  -компланарны 0 cba ;  

5) Vcba  , где V -объём параллелепипеда, построенного на векторах 
a , b и с .   
   Для векторов a , b  и c , заданных своими координатами 

),,( aaaaaa zyxkzjyixa  , ),,( bbbbbb zyxkzjyixb  , 

),,( cccccc zyxkzjyixc   смешанное произведение вычисляется по 

формуле:  

czcycx
bzbybx
azayax

сba  . 

   Смешанное произведение cba  применяют: 1) для вычисления объёмов 
тетраэдра и параллелепипеда, построенных на векторах a ,b и с , как на 
рёбрах, по формуле: ||6 cbaVV партетр  ;       2) в качестве условия компла-

нарности векторов a , b и с :  baсba ,0  и с - компланарны.  
Тема. Прямые линии и плоскости. 
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   Нормальным вектором прямой L , называется всякий ненулевой вектор 
N  перпендикулярный данной прямой. Направляющим вектором прямой 
L , называется всякий ненулевой вектор q  параллельный данной прямой.  
   Прямая L  на плоскости в системе координат Oxy  может быть задана 
уравнением одного из следующих видов: 
1) 0 CByAx  - общее уравнение прямой, где NBA ),(  - нормаль-
ный вектор прямой;  
2) 0)()( 00  yyBxxA  - уравнение прямой, проходящей через точку 

),( 000 yxM  перпендикулярно данному вектору ),( BAN  ; 

3) 
m

yy
l
xx 00 




 - уравнение прямой, проходящей через точку 

),( 000 yxM  параллельно данному вектору ),( mlq   (каноническое уравне-
ние);  

4) 
12

1

12

1

yy
yy

xx
xx








 - уравнение прямой, проходящей через две данные точ-

ки )1,1(1 yxМ , )2,2(2 yxМ ; 

5) 








bkx

xxky
у

)( 00  - уравнения прямой с угловым коэффициентом 

tgk  , где ),( 000 yxM  - точка через которую прямая проходит;   
( 22   ) – угол, который прямая составляет с осью Ox ; b - длина 
отрезка (со знаком  ), отсекаемого прямой на оси Oy  (знак « », если отре-
зок отсекается на положительной части оси и «  », если  на отрицательной). 

6) 1
b
y

a
x  - уравнение прямой в отрезках, где a  и b - длины отрезков (со 

знаком  ), отсекаемых прямой на координатных осях Ox  и Oy  (знак « », 
если отрезок отсекается на положительной части оси и  «  », если на отри-
цательной). 
   Расстояние от точки ),(  yxM  до прямой L , заданной общим урав-
нением 0 CByAx  на плоскости, находится по формуле:  

22

||
),(

BA

CByAx
LM




 . 
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   Угол 


 ),( 21 LL , ( 20   )  между прямыми 1L  и 2L , заданными 
общими уравнениями или уравнениями с угловым коэффициентом, находит-
ся по одной из следующих формул:   

||||
||

|),cos(|cos
21

21
21 NN

NN
NN




 ;                
21

12

1 kk
kktg




 . 

2||1 LL ,   если    21 || NN
2

1

2

1

B
B

A
A

                                      или   21 kk  . 

21 LL  ,если 0212102121  BBAANNNN     или   121 kk  

   Координаты точки пересечения прямых 1L  и 2L  находятся как решение 

системы линейных уравнений: 







0
0

222

111

CyBxA
CyBxA

  или  







22

11

bxky
bxky

. 

 
Тема. Кривые второго порядка. 
   Алгебраической кривой второго порядка в системе координат Oxy  назы-
вается кривая  , общее уравнение которой имеет вид:  

02 22  FEyDxCyBxyAx , 
где числа CBA ,, - не равны нулю одновременно. Существует следующая 
классификация кривых второго порядка: 1) если 02  BAC , то общее 
уравнение определяет кривую эллиптического типа (окружность (при 

0B  , CA  ), эллипс (при 0B  , CA  ), пустое множество, точку); 2) 
если 02  BAC , то - кривую гиперболического типа (гиперболу, пару пе-
ресекающихся прямых); 3) если 02  BAC , то - кривую параболического 
типа (параболу, пустое множество, прямую, пару параллельных прямых) . 
Окружность, эллипс, гипербола и парабола называются невырожденными 
кривыми второго порядка. 
   Общее уравнение 02 22  FEyDxCyBxyAx , где 0В , опреде-
ляющее невырожденную кривую (окружность, эллипс, гиперболу,  парабо-
лу), всегда (методом выделения полных квадратов) можно привести к урав-
нению одного из следующих видов: 
1а) 22

0
2

0 )()( ryyxx   - уравнение окружности с центром в точке 
),( 00 yx  и радиусом r  (рис. 7). 
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1б) 1
)()(

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
 - уравнение эллипса с центром в точке ),( 00 yx  

и осями симметрии, параллельными координатным осям. Числа 0a  и 
0b  - называются полуосями эллипса; прямоугольник со сторонами a2 , 

b2  параллельными осям симметрии и центром в точке ),( 00 yx  - основным 
прямоугольником эллипса; точки пересечения основного прямоугольника с 
осями симметрии - вершинами эллипса.  
   Для построения эллипса в системе координат Оxy :1) отмечаем центр 

),( 00 yx  эллипса; 2) проводим через центр пунктирной линией оси симмет-
рии эллипса; 3) строим пунктиром основной прямоугольник эллипса с цен-
тром ),( 00 yx  и сторонами а2 , b2  параллельными осям симметрии; 4) изо-
бражаем сплошной линией эллипс, вписывая его в основной прямоугольник 
так, чтобы эллипс касался его сторон только в вершинах эллипса (рис.8) .   
   Аналогично строится и окружность, основной прямоугольник которой име-
ет стороны rba 222   (рис. 5). 
 

 
Рис.7                                                           Рис 8 

2) 1
)()(

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
 - уравнения гипербол (называемых сопряжён-

ными) с центром в точке ),( 00 yx  и осями симметрии, параллельными коор-
динатным осям. Числа 0a  и 0b  - называются полуосями гипербол; пря-
моугольник со сторонами a2 , b2  параллельными осям симметрии и центром 
в точке ),( 00 yx  - основным прямоугольником гипербол; точки пересечения 
основного прямоугольника с осями симметрии - вершинами гипербол; пря-
мые )()( 00 xxbyya  , проходящие через противоположные вершины 
основного прямоугольника – асимптотами гипербол.  
   Для построения гиперболы в системе координат Оxy : 1) отмечаем центр 
гиперболы ),( 00 yx ; 2) проводим через центр ),( 00 yx  пунктирной линией 
оси симметрии гиперболы; 3) строим пунктиром основной прямоугольник 
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гиперболы с центром ),( 00 yx  и сторонами а2  и b2  параллельными осям 
симметрии; 4) проводим через противоположные вершины основного прямо-
угольника пунктирной линией прямые, являющиеся асимптотами гиперболы, 
к которым неограниченно близко, при бесконечном удалении от начала ко-
ординат, приближаются ветви гиперболы, не пересекая их; 5) изображаем 

сплошной линией ветви гиперболы 1
)()(

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
 (рис. 9)  или 

гиперболы 1
)()(

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
 (рис. 10). 

 

 
 
                           Рис.9                                                           Рис.10 
3а) )(2)( 0

2
0 yypxx   - уравнение параболы с вершиной в точке 

),( 00 yx  и осью симметрии, параллельной координатной оси Oy  (рис. 9). 

3б) )(2)( 0
2

0 xxpyу   - уравнение параболы с вершиной в точке 

),( 00 yx  и осью симметрии, параллельной координатной оси Ox  (рис. 10). 
   Для построения параболы в системе координат Оxy : 1) отмечаем вершину 
параболы ),( 00 yx ; 2) проводим через вершину ),( 00 yx  пунктирной линией 
ось симметрии параболы; 3) изображаем сплошной линией параболу, направ-
ляя её ветвь, с учётом знака параметра параболы p : при 0p - в положи-
тельную сторону координатной оси, параллельной оси симметрии параболы 
(рис. 11а и 12а); при 0p  - в отрицательную сторону координатной оси 
(рис.11б и 12б) . 
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                           Рис. 11а                                                   Рис. 11б 

 
 
                           Рис. 12а                                                 Рис. 12б 
 
Тема. Множества. Числовые множества. Функция. 
     Под множеством понимают некоторую совокупность объектов любой 
природы, различимых между собой и мыслимую как единое целое. Объекты, 
составляющие множество называют его элементами. Множество может 
быть бесконечным (состоит из бесконечного числа элементов), конечным 
(состоит из конечного числа элементов), пустым (не содержит ни одного 
элемента). Множества обозначают: ,...,,,...,,, ZYXCBА , а их элементы: 

,...,,,...,,, zyxcba . Пустое множество обозначают  .  
     Множество B  называют подмножеством множества A , если все эле-
менты множества B  принадлежат множеству A  и пишут AB  .  
   Множества A  и B  называют равными, если они состоят из одних и тех же 
элементов и пишут BA  .  Два множества A  и B  будут равны  тогда и 
только тогда, когда BA  и AB  .  
    Множество U  называют универсальным (в рамках данной математиче-
ской теории), если его элементами являются все объекты, рассматриваемые в 
данной теории.  
    Множество можно задать: 1) перечислением всех его элементов, например: 

 naaaA ,,, 21   (только для конечных множеств); 2) заданием правила 
P  определения принадлежности элемента u  универсального множества U , 
данному множеству A :  )(| uPUuA  . 
   Объединением множеств A  и B  называется множество  
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 BuAuUиBA  или| . 
   Пересечением множеств A  и B  называется множество  

 BuAuUиBA  и| . 
   Разностью множеств A  и B  называется множество  

 BuAuUиBA  и|\ . 
   Дополнением множества A  (до универсального множества U ) называется 
множество AUA \ .  
   Два множества A  и B  называются эквивалентными и пишут A ~ B , если 
между элементами этих множеств может быть установлено взаимно одно-
значное соответствие. Множество A  называется счётным, если оно эквива-
лентно множеству натуральных чисел N : A ~ N . Пустое множество по оп-
ределению относится к счётным.  
   Понятие мощности множества возникает при сравнении множеств по числу 
содержащихся в них элементов. Мощность множества A  обозначают || A . 
Мощностью конечного множества является число его элементов. 
Эквивалентные множества обладают равной мощностью. Множество A  на-
зывается несчётным, если его мощность больше мощности множества N .  
   Действительным (вещественным) числом называется бесконечная деся-
тичная дробь, взятая со знаком «+» или  « ». Действительные числа ото-
ждествляют с точками числовой прямой.  
   Модулем (абсолютной величиной) действительного числа x  называется 

неотрицательное число: 








0если
0если

,
,

||
x
x

x
x

x  

   Множество X  называется числовым, если его элементами x  являются 
действительные числа. Числовыми промежутками называются    множества  
чисел: ),( ba , ),[ ba , ],( ba , ],[ ba , ),( b , ],( b , ),( a , ),[ a , ).,(  . 
   Множество всех точек x  на числовой прямой, удовлетворяющих условию 

 ||0 0xx , где 0  - сколь угодно малое число, называется  -
окрестностью (или просто окрестностью) точки 0x  и обозначается 

)( 0xO . Множество всех точек x  условием || x , где 0  - сколь угод-
но большое число, называется  -окрестностью (или просто окрестностью) 
бесконечности и обозначается )(O . 
   Величина, сохраняющая одно и тоже числовое значение, называется по-
стоянной. Величина, принимающая различные числовые значения, называ-
ется переменной. Функцией f  называется правило, по которому каждому 
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числу Xx  ставится в соответствие одно вполне определённое число 
Yy , и пишут )(xfy  . Множество X   называется областью определения 

функции, Y  - множеством (или областью) значений функции, Xx  - ар-
гументом, Yy   - значением функции. Наиболее распространённым спосо-
бом задания функции является аналитический способ, при котором функция 
задаётся формулой. Естественной областью определения функции 

)(xfy   называется множество D  значений аргумента x , для которого 
данная формула имеет смысл. Графиком функции )(xfy  , Dx  в прямо-
угольной системе координат Oxy , называется множество всех точек плоско-
сти с координатами ))(,( xfx , Dx .   
   Функция )(xf  называется чётной на множестве X , симметричном отно-
сительно точки 0x , если для всех Xx  выполняется условие: 

)()( xfxf   и нечётной, если выполняется условие )()( xfxf  . В про-
тивном случае )(xf - функция общего вида или ни чётная, ни нечётная.  
   Функция )(xf  называется периодической на множестве X , если сущест-
вует число 0T  (период функции), такое, что для всех Xx  выполняется 
условие: )()( xfTxf  . Наименьшее число 0T  называется основным 
периодом.  
   Функция )(xf  называется монотонно возрастающей (убывающей) на 
множестве X , если большему значению аргумента Xx  соответствует 
большее (меньшее) значение функции )(xf .  
   Функция )(xf  называется ограниченной на множестве X , если существу-
ет число 0M , такое, что для всех Xx  выполняется условие: Mxf |)(| . 
В противном случае функция - неограниченная. 
   Обратной к функции )(xfy  , Xx , Yy  называется такая функция 

)(1 yfx  , которая определена на множестве Y  и каждому  
Yy  ставит в соответствие такое Xx , что yxf )( . Для нахождения 

функции )(1 yfx  , обратной к функции )(xfy  , нужно решить уравне-
ние yxf )(  относительно x . Если функция )(xfy  , Xx  является стро-
го монотонной на X , то она всегда имеет обратную, при этом, если функция  
возрастает (убывает), то обратная функция  также возрастает (убывает).  
   Функция )(xfy  , представляемая в виде ))(()( xFxfy  , где 

)(uFy  , )(xu  - некоторые функции такие, что область определения 
функции )(uF  содержит всё множество значений функции )(x , называется 
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сложной функцией независимого аргумента x . Переменную u  называют 
при этом промежуточным аргументом. Сложную функцию ))(()( xFxf   
называют также композицией функций F  и  , и пишут: Ff  . 
   Основными элементарными функциями считаются: степенная функция 

xy  , показательная функция xay   ( 0a , 1a ), логарифмическая 
функция xу alog  ( 0a , 1a ), тригонометрические функции xy sin , 

xy cos , tgxy  , ctgxy  , обратные тригонометрические функции 
xy arcsin , xy arccos , arctgxy  , arcctgxy  . Элементарной называет-

ся функция, полученная из основных элементарных функций конечным чис-
лом их арифметических операций и композиций. 
   Если задан график   функции )(xfy  , Xx , то построение графика 
функции dbaxfcy  )(  сводится к ряду преобразований (сдвиг, сжатие 
или растяжение, отображение) графика  : 
1) преобразование  )(xf   симметрично отображает график  , относительно 
оси Оx ; 2) преобразование )( xf   симметрично отображает график  , отно-
сительно оси Оy ;  3) преобразование )( axf   сдвигает график   по оси Ox  
на || a  единиц ( 0a -  вправо, 0a  - влево); 4) преобразование bxf )(  
сдвигает график   по оси Oy  на || a  единиц ( 0a -  вверх, 0a  - вниз); 5) 
преобразование )(xkf  график   вдоль оси Оy  растягивает в k  раз, если 

1k  или сжимает в k1  раз, если 10  k ; 6) преобразование )(kxf  график 
  вдоль оси Оx  сжимает в k  раз, если 1k  или растягивает  в k1  раз, если 

10  k . Последовательность преобразований при построении  графика 
функции dbaxfcy  )(  можно представить символически в виде: 

)(xf  )(axf  













 

a
bxaf  )( baxfc   dbaxfc  )( . 

   При выполнении преобразования )(axf )( baxf   следует иметь в виду, 
что величина сдвига вдоль оси Ox  определяется той константой, которая 
прибавляется непосредственно к аргументу x , а не к аргументу xa .  
   Графиком функции cbxaxу  2  является парабола с вершиной в точке 











a

b
c

a

b

4

2
,

2
, ветви которой направлены вверх, если 0a  или вниз, 
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если 0a . Графиком дробно-линейной функции 
dcx
baxy




  является гипер-

бола с центром в точке  cacd , , асимптоты которой проходят через 
центр, параллельно осям координат. 
   В некоторых случаях при построении графика функции целесообразно раз-
бить её область определения на несколько непересекающихся промежутков и 
последовательно строить график на каждом из них. Например, при построе-
нии графика функции, в аналитическое выражение которой входит функция 

0
0

,
,

||








x
x

x
x

x , следует выделить и рассмотреть отдельно промежутки, на 

которых выражение под знаком модуля не меняет знак. 
 
Тема. Предел функции.  
   Число b  называется пределом функции )(xfy   при 0xx   (или в точке 

0x ), и пишут bxf
xx




)(
0

lim , если для любого числа 0  найдётся число 

0)(   такое, что при всех x , удовлетворяющих условию 
)(||0 0  xx , выполняется неравенство  |)(| bxf  .  

      Число b  называется пределом функции )(xfy   при x , и пишут 
bxf

x



)(lim , если для любого числа 0  найдётся число 0)(    такое, 

что при всех x , удовлетворяющих условию )(|| x , выполняется нера-
венство  |)(| bxf  .  
   Рассматривают также односторонние пределы функций: )(

00

iml xf
xx 

, 

)(
00

iml xf
xx 

, )(iml xf
x 

, )(lim xf
x 

, где x  стремится к 0x ,  ,   или 

только с левой стороны или только с правой стороны. 
   Основные утверждения, используемые для вычисления пределов функций 
при ax   (в дальнейшем a - или число 0x  или символ  ): 
1) Если с  - постоянная величина, то cc

ax



lim . 

2) Если существуют конечные пределы bxf
ax




)(lim , dxg
ax




)(lim , то: 

а) dbxgxf
ax




))()((lim ;                 б) dbxgxf
ax




))()((lim ;  

в) bсxсf
ax




))((lim  )( сonstс  ;          г) 
d
b

xg
xf

ax


 )(
)(lim , если 0d .  
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   При вычислении пределов постоянно пользуются и тем, что для любой ос-
новной элементарной функции )(xf  и точки 0x  из её области определения 
справедливо соотношение )()( 0

0

lim xfxf
xx




. 

   Функция )(xf  называется бесконечно большой при ax  , если 



)(lim xf

ax
. Функция )(xf  называется бесконечно малой при ax  , если 

0)(lim 


xf
ax

.  

   Основные утверждения для бесконечно больших функций, используемые 
для вычисления пределов при ax  : 

1) Если 


)(iml xf
ax

, то 0im
)(

1l 
 xfax

,если 0)(iml 


xf
ax

, то 
 )(

1iml
xfax

 

2) Если 


)(lim xf
ax

       и  dxg
ax




)(lim ,      то 


))()((lim xgxf
ax

. 

3) Если 


)(lim xf
ax

     и  


)(lim xg
ax

,   то 


))()((lim xgxf
ax

. 

4) Если 


)(lim xf
ax

       и  0)(lim 


dxg
ax

, то 


))()((lim xgxf
ax

. 

5) Если bxf
ax




)(lim         и  


)(lim xg
ax

,      то 0))()((lim 


xgxf
ax

. 

6) Если 0)(lim 


bxf
ax

  и  0)(lim 


xg
ax

,       то 


))()((lim xgxf
ax

. 

   Если непосредственное применение свойств конечных пределов и беско-
нечно больших функций приводит к неопределённым выражениям, символи-
чески обозначаемым:  ,0,,00 , то для вычисления предела – 
«раскрытия неопределённости» - преобразовывают выражение так, чтобы 
получить возможность его вычислить.  

   Первым замечательным пределом называется предел: 1sin
0

lim 
 x

x
x

. Его 

следствиями являются пределы: 1im
0

l 
 x

tgx
x

, 1
arcsin

lim
0


 x

x
x

, 1lim
0


 x

arctgx
x

 

   Вторым замечательным пределом называются пределы: 







 



x

xx

11lim   ex x

x



11

0
lim , 

где ...71828.2e -основание натуральных логарифмов (число Непера). Он 
используется для вычисления предела степенно-показательной функции 

)()(lim xvxu
ax

,  где 1)(lim 


xu
ax

 и 


)(lim xv
ax

.  
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   При нахождении пределов )()(lim xvxu
ax

 следует иметь в виду: 

1) Если 0)(lim 


bxu
ax

, dxv
ax




)(lim , то dxv bxu
ax




)()(lim . 

2) Если 1)(lim 


bxu
ax

, 


)(lim xv
ax

, то )()(lim xvxu
ax

 вычисляют, учитывая, 

что: 











 1

10
,

,0)(

)(

lim
b

b
b xv

xv
ax

,  










 1

10
,0
,)(

)(

lim
b

b
b xv

xv
ax

. 

 
Тема. Числовые последовательности. Предел последовательности.  
   Если каждому натуральному числу n  по некоторому правилу f  поставле-
но в соответствие одно вполне определённое действительное число 

)(nfxn  , то говорят, что задана числовая последовательность 
 ,,,, 21 nxxx . Кратко обозначают )( nx . Число nx  называется общим чле-

ном последовательности. Последовательность называют также функцией 
натурального аргумента. Последовательность всегда содержит бесконечно 
много элементов, среди которых могут быть равные.  
   Число a  называется пределом последовательности )( nx , и пишут 

axnn



lim , если для любого числа 0  найдётся номер )(N  такой, что 

при всех )(Nn   выполняется неравенство  || axn .  
   Последовательность )( nx , имеющая конечный предел, называется сходя-
щейся, в противном случае – расходящейся. 
   Последовательность )( nx  называется: 1) убывающей, если 

  nxxx 21 ;  2) возрастающей, если   nxxx 21 ; 3) 
неубывающей, если   nxxx 21 ; 4) невозрастающей, если 

  nxxx 21  . Все вышеперечисленные последовательности назы-
ваются монотонными. 
      Последовательность )( nx  называется ограниченной, если существует 
число 0M  такое, что для всех Nn  выполняется условие: Mxn || . В 
противном случае последовательность - неограниченная. 
   Теорема Вейерштрасса. Всякая монотонная ограниченная последователь-
ность имеет предел. 
   Последовательность )( nx  называется бесконечно малой, если 0lim 

 nn
x . 

Последовательность )( nx  называется бесконечно большой (сходящейся к 
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бесконечности) и пишут 
 nn

xlim , если для любого числа 0  найдётся 

номер )(N  такой, что при всех )( Nn  выполняется неравенство 
|| nx .  

   Числом e называется предел последовательности )( nx , где
n

n
xn 









1

1  

Постоянную ....718281.2e  называют неперовым числом. Логарифм числа 
x  по основанию e  называется натуральным логарифмом числа x  и  обозна-
чается xxe lnlog  . 
 
Тема. Непрерывность функции.  
   Если функция )(xf  определена всюду в некоторой окрестности точки 0x  
(левой полуокрестности, правой полуокрестности) и )()( 0

0

lim xfxf
xx




 

( )()( 000

lim xfxf
xx




, )()( 000

lim xfxf
xx




), то функция )(xf  называется не-

прерывной в точке 0x  (непрерывной слева, непрерывной справа). 
   Каждая основная элементарная функция непрерывна в каждой внутренней 
точке своей области определения и непрерывна слева (справа) в крайней пра-
вой (крайней левой) точке области определения. 
   Если в точке 0x  )()( 0

0

lim xfxf
xx




, то 0x  называется точкой разрыва 

функции )(xf . При этом различают следующие случаи: 
1) Если )()()( 000 00

limlim xfxfxf
xxxx




, то 0x  называется точкой устра-

нимого разрыва функции )(xf .  
2) Если в точке 0x  функция )(xf  имеет конечные односторонние пределы 

)(
00

lim xf
xx 

 и )(
00

lim xf
xx 

, но они не равны друг другу, то 0x  называется 

точкой разрыва 1-ого рода. 
3) В остальных случаях 0x  называется точкой разрыва 2-ого рода . 
   Функция )(xf  называется непрерывной на отрезке ],[ ba , если она непре-
рывна в каждой его точке (в точке a  - непрерывна справа, в точке b  - непре-
рывна слева). Функция )(xf  непрерывная на отрезке ],[ ba  обладает свойст-
вами: 1) ограничена на ],[ ba ; 2) достигает на отрезке ],[ ba  своего наимень-
шего значения m  и наибольшего значения M ; 3) для любого числа С , за-
ключённого между числами )(af  и )(bf , всегда найдётся точка ],[ baс  
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такая, что Ccf )( ; 4) если 0)()( bfaf , то всегда найдётся точка ),( baс  
такая, что 0)( cf . 
 
Тема. Комплексные числа и многочлены. 
   Комплексным числом называется число вида iyxz  , где x , y -

действительные числа, символ i  - мнимая единица, для которой 12 i  . 
Число zx Re  - называется действительной частью комплексного числа z , 
число zy Im  - мнимой частью. Комплексное число 0ix   совпадает с дей-
ствительным, а число yi  называется чисто мнимым. Множество всех ком-
плексных чисел обозначается С . 
   Комплексное число iyxz   изображается на плоскости с системой коор-
динат Oxy  (называемой комплексной плоскостью) точкой, обозначаемой той 
же буквой z  и имеющей координаты ),( yx  . Действительные числа изобра-
жаются точками оси абсцисс, а чисто мнимые – оси ординат (поэтому ось 
Ox  называется действительной осью, а ось Oy  - мнимой осью). Комплекс-
ное число на комплексной плоскости изображается также радиус-вектором 
точки ),( yx . Длина радиус-вектора называется модулем комплексного чис-

ла: 22 yxr  , а угол его   с осью Ox  называется аргументом ком-

плексного числа: 







ry
rx




sin
cos

,  20  .  Аргумент   комплексного 

числа вычисляют, как правило, по формуле: 

}{
}{

}{

)(2
)(

)(

квадрантуIVzесли
квадрантуIIIилиIIzесли

квадрантуIzесли

xyarctg
xyarctg

xyarctg

















 . 

   Комплексно-сопряжённым числу iyxz   называется число 

iyxiyxz  . 
   Представление комплексного числа выражением iyxz   называется 
алгебраической формой комплексного числа, а выражением 

)sin(cos  irz   - тригонометрической формой комплексного числа. 
   Арифметические действия (сложение, вычитание, умножение) над ком-
плексными числами в алгебраической форме выполняют по правилам дейст-

вий над многочленами, с учётом того, что 12 i :  
)()()()( 2121221121 yyixxiyxiyxzz  ; 
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)()()()( 12212121221121 yxyxiyyxxiyxiyxzz  . 

Деление комплексных чисел выполняют следующим образом:  
22

21

2

1
zz

zz

z

z




 . 

   Возведение комплексного числа )sin(cos  iriyxz   в натуральную 
степень n  выполняют, используя формулу Муавра: 

))sin()(cos(  ninrz nn  . Полученный результат представляют затем в 
алгебраической форме. 
   Извлечение корня n -ой степени  из комплексного числа 

)sin(cos  iriyxz   (не равного нулю) выполняют по формуле: 

  






















 
n

ki
n

krkz nn  2sin2cos , 1,...,2,1,0  nk  

(здесь n r - действительное положительное число). Таким образом, корень 
степени n  из комплексного числа имеет n  различных значений, располо-

женных на комплексной плоскости на окружности радиуса n r .  
   Алгебраическим многочленом степени n  называется выражение вида: 

nn
nn

n azazazazP  


1
1

10 ...)( ,  
где Cz , naaa ,...,, 10 - некоторые числа (вообще говоря, комплексные), на-
зываемые коэффициентами многочлена, причём 00 a . 
   Алгебраическим уравнением степени n  называется уравнение вида 

.0)( zPn  Число 0z , для которого 0)( 0 zPn  называется корнем многочле-
на или уравнения.  
   Теорема Безу. Число 0z  является корнем многочлена )(zPn  тогда и только 
тогда, когда )(zPn  делится на )( 0zz  , т.е. когда )(zPn  представляется в 
виде: )()()( 10 zQzzzP nn  , где )(1 zQn  - многочлен степени )1( n . 
   Число 0z  называется корнем кратности k  многочлена )(zPn , если 

)()()( 0 zQzzzP kn
k

n  , где 0)( 0  zQ kn .  
   Для многочленов имеет место следующая теорема: 
   Теорема Гаусса (основная теорема алгебры). Всякий многочлен ненулевой 
степени n  имеет ровно n  корней, если каждый корень считать ровно столько 
раз, какова его кратность . 
   Всякий многочлен )(zPn  с действительными коэффициентами всегда мож-
но разложить в произведение линейных и квадратичных множителей с дейст-
вительными коэффициентами.  
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   Всякий квадратный многочлен cbzaz 2  с действительными коэффици-
ентами на множестве комплексных чисел всегда можно разложить в произве-
дение линейных множителей: )()( 21

2 zzzzacbzza  , где корни мно-
гочлена 1z  и 2z  находятся по формулам:  

1) если 042  acbD , то   
a

Dbz
22,1


       - действительные; 

2) если 042  acbD ,  то  
a
D

i
a
bz

2
||

22,1 


  - комплексно-сопряжённые. 

   Для нахождения корней алгебраического уравнения 0)( zPn  )3( n с дей-
ствительными коэффициентами поступают, как правило, следующим обра-
зом: находят один из корней подбором (например, корнем может быть целый 
делитель свободного слагаемого na ), а затем, последовательно применяя 
теорему Безу, сводят нахождение корней уравнения 0)( zPn  к нахождению 
корней линейных и квадратных уравнений.  
 
Тема. Производные и дифференциалы функции одной переменной.  
   Приращением функции )(xfy   в точке 0x , соответствующим прираще-
нию аргумента 0x  называется выражение 

)()(),( 000 xfxxfxxfy  .  
   Производной 1-ого порядка функции )(xfy   в точке 0x  называется ко-

нечный предел 
x

xxf
x

xf







),(
0

lim)( 0
0 . Геометрический смысл производ-

ной состоит в том, что число )( 0xf   равно угловому коэффициенту каса-
тельной к графику функции )(xfy  в точке 0x : tgxf  )( 0 , где  - угол 
наклона касательной к оси Ox  прямоугольной декартовой системы коорди-
нат Oxy . 
   Функция, имеющая производную в данной точке, называется дифференци-
руемой в этой точке. Необходимым условием дифференцируемости в точке 
является непрерывность функции в данной точке.  

   Если функция )(xf  непрерывна в точке 0x  и 



 x

xxf
x

),(
0

lim 0 , то 

говорят, что в точке 0x  функция )(xf  имеет бесконечную производную. В 
этом случае касательная к графику функции )(xfy   в точке 0x  перпенди-
кулярна к оси Ox .  
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   Числа 
x

xxf
x

xf








),(

0
lim)( 0

0  и 
x

xxf
x

xf








),(

0
lim)( 0

0  назы-

ваются, соответственно левой и правой производными функции )(xfy   в 
точке 0x . Условие )()( 00 xfxf   равносильно дифференцируемости функ-
ции )(xf  в точке 0x , при этом )()()( 000 xfxfxf   . 
   Любая элементарная функция )(xfy   дифференцируема во всякой внут-
ренней точке x  естественной области определения D  функции )(xf , в ко-
торой аналитическое выражение её производной )(xfy  имеет смысл. 
Производная )(xf  , рассматриваемая на множестве тех точек x , где она су-
ществует, сама является функцией. Операция нахождения производной 

)(xf   называется также дифференцированием функции )(xf .  
   Основные правила дифференцирования элементарных функций. 
1. Если )(xf  и )(xg  дифференцируемые функции, C  - постоянная, то: 

 
0)( C  

 
gfgfgf  )(  

 
gfgf  )(  

2g
gfgf

g
f 












, 0g  

 
fCfС )(  

2
1

g
g

g













, 0g  

2. Если функция )(xu   дифференцируема в точке 0x , а функция )(uFy   
дифференцируема в точке )( 00 xu  , то сложная функция 

))(()( xFxfy   дифференцируема в точке 0x  и имеет производную: 
)()()( 000 xuFxf         или кратко        xux uyy  .. 

   Логарифмической производной функции )(xfy   называется производ-

ная от логарифма этой функции, т.е. 
)(
)()(ln

xf
xf

y
yy





 .  

   Применение предварительного логарифмирования функции приводит к 
следующему, часто более простому, способу вычисления её производной: 

)(ln  yyy . Например, для степенно-показательной функции 
vuxfy  )( , где 0)( xu , )(xv - дифференцируемые функции: 

  )ln( 


uvuu vv . 
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   Если дифференцируемая функция )(xyy   задана неявно уравнением 
0))(,( xyxF , то производная )(xyy   этой неявной функции может быть 

найдена из уравнения 0),(  yxFx , линейного относительно )(xy , где 
))(,( xyxF -рассматривается как сложная функция переменной x . 

   Если )(xfy   и )(1 yfx  -взаимно обратные дифференцируемые функ-

ции и 0xy , то справедлива формула: 
x

y y
x




1   (правило дифференциро-

вания обратной функции). 
   Если дифференцируемая функция )(xyy   задана параметрически: 

)(txx  , )(tyy   )(   t , где )(tx , )(ty  -дифференцируемые функции 
и 0tx , то справедлива формула: ttx xyy   (правило дифференцирова-
ния функции заданной параметрически).  
   При дифференцировании сложных и обратных функций, а также функций 
заданных неявно и параметрически для производной используют обозначе-
ния типа ttyx xyxy  ,,,  там, где необходимо уточнить, по какой  переменной  
ведётся дифференцирование. 
   Производной 2-ого порядка от функции )(xfy   называется производная 
от её первой производной и обозначается )(xfy  , т. е. )(  yy . В об-
щем производной порядка n  ( n -ой производной) называется производная 
от )1( n -ой производной и обозначается )()()( xfy nn  , т.е. 

)( )1()(  nn yy .Для производной )(ny  используется также обозначение n

n

dx
yd . 

Производная )(ny  функции )(xfy   вычисляется её последовательным 

дифференцированием: y , )(  yy , )(  yy , …, )( )1()(  nn yy . Если 
функция )(xfy   задана параметрически, то её производные высших поряд-

ков находятся по формулам: 
t

tx
xx x

y
y




 )(
, 

t

txx
xxx x

y
y




 )(
,…. 

   Если функция )(xfy   дифференцируема в точке x , то её приращение 
)()( 0xfxxfy   может быть представлено в виде:  

xxxxfy  )()(  , где 0)( x  при 0x . 
   Дифференциалом dy  функции )(xfy   в точке x  называется главная, 
линейная относительно x  часть xxf  )(  приращения y  функции: 
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xxfdy  )( . В частности, для функции xy   имеем xdy  , т.е. диффе-
ренциал независимого переменного x  совпадает с приращением x . Поэто-
му дифференциал функции )(xfy   записывается в виде dxxfdy )( . 
Форма записи первого дифференциала не изменится и в том случае, если пе-
ременная x  является функцией от новой независимой переменной (свойство 
инвариантности формы первого дифференциала).  
   Для функции одной переменной )(xfy   существование в точке x  её 
дифференциала dy  и производной )(xf   равносильны. 
   Дифференциалом 2-ого порядка функции )(xfy   называется дифферен-

циал от её первого дифференциала и обозначается yd 2 , т. е. )(2 dydyd  . В 
общем дифференциалом порядка n  называется дифференциал от диффе-
ренциала )1( n -ого порядка и обозначается yd n , т.е. )( 1 yddyd nn  .  

   Если x - независимая переменная, то для нахождения дифференциала yd n  

функции )(xfy   справедлива формула nnn dxxfyd )()( . 
   Первый дифференциал применяют для приближённого вычисления значе-
ний функции )(xfу   в малой окрестности точки 0x , в которой функция 
дифференцируема, по формуле: 

xxfxfxdfxfxf  )()()()()( 0000 ,  где xxx  0 . 
Чем меньше значение || x , тем точнее приближённая формула. 
   Уравнение касательной к графику функции )(xfy   в точке ),( 000 yxM  
имеет вид: ))(( 000 xxxfyy  , а уравнение нормали - вид: 

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
уу 


 . 

   Пусть некоторая экономическая величина (издержки производства, при-
быль, производительность и т.д.) задаётся непрерывной функцией )(xfу  . 
Тогда, предельной для )(xf  называется величина )()( xfxMf  , средней – 

величина 
x
xfxAf )()(   . Буква M  - сокращение от слова inalM arg (пре-

дельный), буква А  - сокращение от слова Average  (средний). Предельная 
величина )(xMf  является мерой реагирования одной переменной величины 
на изменение другой и показывает приближённый абсолютный прирост )(xf  
при изменении x  на единицу. 
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   Эластичностью функции )(xfу   в точке x  называется предел 

xx
yy

yE
xx 




 0
lim)( . Эластичность )(yEx , также как и )(xMf , является ме-

рой реагирования одной переменной величины на изменение другой и пока-
зывает  приближённый процентный прирост )(xf  при изменении x  на один 
процент. Находят эластичность )(yEx  функции )(xfу   по формуле 

y
y
xyEx )(  

Тема. Основные теоремы о дифференцируемых функциях и их прило-
жения. 
   Теорема Роля. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , диффе-
ренцируема на интервале ),( ba  и )()( bfaf  , то на ),( ba  существует точка 
с  такая, что 0)(  cf . 
   Теорема Лагранжа. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba  и 
дифференцируема на интервале ),( ba , то на ),( ba  существует точка с  такая,  
что )()()()( abcfafbf  (формула Лагранжа). 
   Теорема Коши. Если функции )(xf  и )(xg  непрерывны на отрезке ],[ ba , 
дифференцируемы на интервале ),( ba  и 0)(  xg  при всех ),( bax , то на 
интервале ),( ba  существует точка с  такая, что  

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf






  (формула Коши). 

   Правило Лопиталя. Предел отношения двух дифференцируемых или бес-
конечно малых или бесконечно больших функций при ax   ( a  - число 0x  
или символ  ) равен пределу отношения их производных (конечному или 
бесконечному), если последний существует в указанном смысле:  

)(
)(

)(
)( limlim

xg
xf

xg
xf

axax 





. 

   Правило Лопиталя используют для раскрытия неопределённостей видов 
00  и  . На каждом этапе применения правила Лопиталя следует пользо-

ваться упрощающими отношение тождественными преобразованиями, а так-
же комбинировать это правило с любыми другими приёмами вычисления 
пределов. В некоторых случаях может потребоваться неоднократное приме-
нение данного правила. 
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   Раскрытие неопределённостей видов 0 ,  , 1 , 0 , 00  путём преоб-
разований:  

g
fxgxf

1
)()(  , 

)1()1(
)1()1(

)()(
gf
fg

xgxf



 , g

f

fgxg eexf 1

ln

ln)()(   

приводится к раскрытию неопределенностей видов 00  и  . 
 
Тема. Исследование функций с помощью производных, построение их 
графиков.  
1. Возрастание, убывание функций. Экстремум.    
   Функция )(xfy   называется возрастающей (убывающей) на интервале 

),( ba , если для любых ),(, 21 baxx  , удовлетворяющих условию 21 xx  , 
выполняется неравенство )()( 21 xfxf   ( )()( 21 xfxf  ). 
   Если функция )(xf  дифференцируема на интервале ),( ba  и 0)(  xf  
( 0)(  xf ) при всех ),( bax , то функция )(xf  возрастает  (убывает) на 

),( ba . 
   Точка 0x , принадлежащая области определения D  функции )(xfy  , на-
зывается критической точкой функции, если в этой точке 0)( 0  xf  или 

)( 0xf   не существует. Критические точки функции )(xfy   разбивают её 
область определения D  на интервалы монотонности (интервалы возрастания 
и убывания). 
   Точка Dx 0  называется точкой минимума (максимума) функции 

)(xfy  , если существует окрестность точки 0x  такая, что для всех точек 

0xx   этой окрестности выполняется неравенство )()( 0xfxf   
( )()( 0xfxf  ), а число )( 0xf  - минимумом (максимумом) функции. Точки 
минимума и максимума функции  называются точками экстремума, а зна-
чения функции в этих точках – экстремумами функции. 
   Необходимое условие экстремума. Если Dx 0 - точка экстремума функ-
ции )(xfy  , то 0)( 0  xf  или )( 0xf   не существует. 
   Первое достаточное условие экстремума. Пусть функция )(xfy   диф-
ференцируема в окрестности точки Dx 0 , в которой 0)( 0  xf  или )( 0xf   
не существует. Тогда, если производная )(xf  , при переходе слева направо 
через точку 0x : 1) меняет знак с «+» на «  », то 0x - точка максимума; 2) 
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меняет знак с знак с «  » на «+», то 0x - точка минимума; 3) сохраняет знак, 
то 0x  не является точкой экстремума. 
   Второе достаточное условие экстремума. Пусть функция )(xfy   дваж-
ды дифференцируема в точке Dx 0 , в которой 0)( 0  xf , 0)( 0  xf  . То-
гда: 1) если 0)( 0  xf , то 0x - точка максимума; 2) если 0)( 0  xf , то 0x - 
точка минимума. 
2. Наибольшее и наименьшее значения функции. 
   Наибольшее и наименьшее значения функции )(xfy   непрерывной и 
кусочно-дифференцируемой (дифференцируемой, за исключением, быть мо-
жет, конечного числа точек) на отрезке ],[ ba  достигается или во внутренних 
критических точках или на концах отрезка. 
3.  Выпуклость, вогнутость, точки перегиба. Асимптоты. 
   Функция )(xfy   называется выпуклой (вогнутой) на интервале ),( ba , 
если её график лежит под касательной (над касательной), проведённой к гра-
фику данной функции, в любой точке интервала ),( ba .  
   Иногда выпуклость называют выпуклостью вверх, а вогнутость – выпукло-
стью вниз. 
   Если функция )(xf  дважды дифференцируема на интервале ),( ba  и 

0)(  xf  ( 0)(  xf ) при всех ),( bax , то функция является вогнутой (вы-
пуклой) на ),( ba . 
   Точка 0x , принадлежащая области определения D  функции )(xfy  , на-
зывается точкой перегиба функции, если при переходе через неё меняется 
направление выпуклости функции. Точка ))(,( 00 xfx  при этом называется 
точкой перегиба графика функции.    
   Точка Dx 0  называется точкой возможного перегиба функции 

)(xfy  , если в этой точке 0)( 0  xf  или )( 0xf   не существует. Эти точки 
разбивают область определения D  функции )(xfy  на интервалы выпукло-
сти и вогнутости. 
   Необходимое условие перегиба. Если Dx 0 - точка перегиба функции 

)(xfy  , то 0)( 0  xf  или )( 0xf   не существует. 
   Достаточное условие перегиба. Пусть функция )(xfy   дважды диффе-
ренцируема в окрестности точки Dx 0 , в которой 0)( 0  xf  или )( 0xf   
не существует. Тогда, если производная )(xf  , при переходе через точку 0x  
меняет знак, то 0x - точка перегиба. 
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   Прямая L  называется асимптотой графика   функции )(xfy  , если рас-
стояние от точки M  до прямой L  стремится к нулю при бесконечном 
удалении точки M  от начала координат. 
   Прямая 0xx   называется вертикальной асимптотой графика функции 

)(xfy  , если хотя бы один из односторонних пределов )(
00

lim xf
xx 

 или 

)(
00

lim xf
xx 

 равен бесконечности. 

   Прямая 0xx   является вертикальной асимптотой, тогда и только тогда, 
когда 0x  является точкой бесконечного разрыва функции )(xfy  . Непре-
рывные функции не имеют вертикальных асимптот. 
   Прямая bkxy   называется наклонной асимптотой графика функции 

)(xfy   при x  (при x ), если 0))((lim 


bkxxf
x

 (соответ-

ственно, 0))((lim 


bkxxf
x

). Частным случаем наклонной асимптоты 

(при 0k ) является горизонтальная асимптота. 
   Прямая bkxy   является наклонной асимптотой графика функции 

)(xfy   при x  (при x ) тогда и только тогда, когда одновре-

менно существуют пределы: k
x
xf

x




)(lim  и bkxxf
x




))((lim  (соответ-

ственно, k
x
xf

x




)(lim  и bkxxf
x




))((lim ). 

4. Построение графиков функций. 
   Для построения графика функции )(xfy   нужно: 1) найти область опре-
деления функции; 2) найти область непрерывности функции и точки разрыва; 
3) исследовать функцию на чётность, нечётность и периодичность; 4) найти 
точки пересечения графика с осями координат; 5) найти асимптоты графика 
функции; 6) найти интервалы возрастания и убывания, экстремумы функции; 
7) найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба.  
 
Тема. Основные понятия о функции нескольких переменных.      
   Всякий упорядоченный набор из n  действительных чисел ),,,( 21 nxxx   
называется точкой n -мерного арифметического (координатного) про-
странства nR  и обозначается x  или ),,,( 21 nxxxM  , при этом числа ix  
называются её координатами.  
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   Пространство nR  называется евклидовым, если расстояние между любыми 
двумя его точками ),,( 1 nxxM   и ),,( 0100 nxxM   определяется формулой 

2
0

2
1010 )()(),( nn xxxxMM   . 

   Пусть nRX   и RY  - некоторые множества точек nR  и R . Если каж-
дой точке XM   ставится в соответствие по некоторому правилу f  одно 
вполне определённое действительное число Yy , то говорят, что на множе-
стве X  задана числовая функция от n  переменных и пишут 

),,,( 21 nxxxfy   или кратко )(Mfy   и )(xfy  , при этом X  называ-
ется областью определения, Y  - множеством значений, nxxx ,,, 21   - 
аргументами (независимыми переменными) функции.   
   Функцию двух переменных часто обозначают ),( yxfz  , функцию трёх 
переменных - ),,( zyxfu  . Область определения функции ),( yxfz   пред-
ставляет собой некоторое множество точек плоскости, функции ),,( zyxfu   
- некоторое множество точек пространства. 
   Наиболее распространённым способом задания функции является аналити-
ческий способ, при котором функция задаётся формулой. Естественной 
областью определения функции )(Mfy   называется множество nRD   
точек ),,,( 21 nxxxM  , для координат которых формула имеет смысл.  
   Графиком функции ),( yxfz  , Dyx ),(  в прямоугольной системе коор-
динат Oxyz , называется множество точек пространства с координатами 

)),(,,( yxfyx , Dyx ),( , представляющее собой, вообще говоря, некоторую 

поверхность в 3R .  
   Линией уровня функции ),( yxfz   называется линия Cyxf ),(  на 
плоскости Oxy , в точках которой функция принимает одно и тоже значение 

Cz  . 
   Число b  называется пределом функции )(Mfy   при 0MM   (или в 
точке 0M ), и пишут bMf

MM



)(

0
lim , если для любого числа 0  найдётся 

число 0)(   такое, что при всех M , удовлетворяющих условию 
)(),(0 0   MM , выполняется неравенство  |)(| bMf  . Для функции 

),( yxfz   пишут byxf
yy
xx






),(

0
0

lim . Вычисление предела функции несколь-
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ких переменных часто сводят к вычислению предела функции одной пере-
менной с помощью замены переменных.  
   Функция )(Mfy   называется непрерывной в точке 0M , если 

)()( 0
0

lim MfMf
MM




. Функция непрерывная в каждой точке некоторой об-

ласти, называется непрерывной в этой области. Если в точке 0M  нарушено 
хотя бы одно из следующих условий: 1) функция )(Mf  определена в точке 

0M ; 2) существует конечный предел )(
0

lim Mf
MM

; 3) 

)()( 0
0

lim MfMf
MM




, то 0M  называется точкой разрыва функции 

)(Mfy  . Точки разрыва могут быть изолированными, образовывать линии 
разрыва, поверхности разрыва.  
 
Тема. Производные и дифференциалы функции нескольких пере-
менных, их приложения.  
   Частной производной (1-ого порядка) функции )(Mfy  в точке 

),,,( 1 nk xxxM   по переменной kx  называется предел 

k

nknkk

x

xxxfxxxxf

kx 

 



),,,,(),,,,(
11

0
lim


, если этот предел су-

ществует.  Частную производную обозначают 
kx
y




 или 
kxy . 

   Частные производные вычисляются по обычным правилам дифференциро-
вания  функции одной переменной, в предположении, что все аргументы 
функции, кроме аргумента kx , по которому берётся производная, постоянны.  
   Частными производными второго порядка функции )(Mfy   называ-
ются частные производные от её частных производных первого порядка. При 
этом используются обозначения:  

kxkxy
x

y
x
y

x kkk




















2

2
,     mxkxy

xx
y

x
y

x mkkm

















 2

 ( mk  ). 

   Производные 
mk xx

y


 2
 ( mk  ) называются смешанными. Аналогично оп-

ределяются и обозначаются частные производные порядка выше второго. 
Для функции ),( yxfz   частные производные обозначаются:       
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x
z

 , 

y
z

 , 

2

2

x
z



 , 
yx
z


 2
, 

xy
z


 2
, 2

2

y
z



 ,…  или  yyyxxyxxyx zzzzzz  ,,,,, ,…. 

   Если смешанные частные производные, подлежащие вычислению, непре-
рывны, то результат многократного дифференцирования функции по различ-
ным переменным не зависит от порядка дифференцирования.  
   Полным приращением функции )(Mfy   в точке ),,,( 21 nxxxM  , соот-
ветствующим приращениям аргументов nxxx  ,,, 21   называется раз-
ность ),,,(),,,( 212211 nnn xxxfxxxxxxfy   .  
   Функция )(Mfy   называется дифференцируемой в точке 

),,,( 21 nxxxM  , если её полное приращение может быть представлено в 
виде )(2211 oxAxAxAy nn   , где 

22
2

2
1 nxxx   0  при 0,,0,0 21  nxxx  , 

nAAA ,,, 21   - числа, не зависящие от nxxx  ,,, 21  . 

   Полным дифференциалом dy  функции )(Mfy   в точке M  называется 
главная, линейная относительно nxxx  ,,, 21   часть 

nn xAxAxA  2211  полного приращения y  функции, равная 

n
n

dx
x
ydx

x
ydx

x
ydy












 2
2

1
1

, где nn xdxxdx  ,,11  .  

   Функция )(Mfy  , обладающая в точке M  непрерывными частными про-
изводными, всегда имеет в этой точке полный дифференциал dy . Для функ-
ции )(Mfy   дифференцируемость в точке равносильна существованию в 
этой точке её полного дифференциала. 
   Форма записи первого дифференциала не изменится и в том случае, если 
переменные nxxx ,,, 21   являются функциями новых, независимых пере-
менных (свойство инвариантности формы первого дифференциала).  
   Дифференциалом 2-ого порядка функции )(Mfy   называется диффе-

ренциал от её первого дифференциала и обозначается yd 2 , т. е. 

)(2 dydyd  . В общем дифференциалом порядка m  называется дифферен-

циал от дифференциала )1( m -ого порядка и обозначается yd m , т.е. 

)( 1 yddyd mm  .  
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   Если x - независимая переменная, то для нахождения дифференциала yd m  
функции )(Mfy   справедлива символическая формула 

y
x

dx
x

yd
m

n

m
















 1
1

, формально раскрываемая по биномиальному 

закону. Например, для функции ),( yxfz   справедливы формулы: 

dy
y
zdx

x
zdz








 ,     2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd













 , 

а для функции ),,( zyxfи   - формулы: dz
z
udy

y
udx

x
udu












 ,  

dydz
zy

udxdz
zx

udxdy
yx

udz
z
udy

y
udx

x
uud





























222
2

2

2
2

2

2
2

2

2
2 222 . 

   Первый дифференциал применяют для приближённого вычисления значе-
ний функции )(Mfу   в малой окрестности точки 0M , в которой функция 
дифференцируема, по формуле: )()()( 00 MdfMfMf  . 
   В частности, для функции ),( yxfz   по формуле: 

yyxfxyxfyxfyxf yx  ),(),(),(),( 000000 , где xxx  0 , yyy  0 . Чем 

меньше значение 22 )()( yx  , тем точнее формула. 
   Если уравнение 0),,,,( 21 yxxxF n , где F  - дифференцируемая функ-
ция по переменным yxxx n ,,,, 21  , определяет y  как функцию независи-
мых переменных nxxx ,,, 21  , то частные производные этой неявной функ-
ции ),,,( 21 nxxxfy   вычисляются по формулам: 

y

x

F

F

x
y







 1

1
,

y

x

F

F

x
y







 2

2
,…,

y

nx

n F
F

x
y









 при условии, что 0yF .    

   В частности, для функции )(xfy  , заданной неявно уравнением 

0),( yxF  справедлива формула 
z

x
x F

F
dx
dyy




 , при условии 0yF , а для 

функции ),( yxfy  , заданной уравнением 0),,( zyxF   

справедливы формулы:
z

x

F
F

x
z






 ,

z

y

F
F

y
z







 , при условии 0zF . 

   Частные производные высших порядков вычисляются последовательным 
дифференцированием данных формул. 
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   Множество точек nRX   называется выпуклым, если вместе с любыми 
двумя своими точками A  и B , оно содержит и отрезок AB  .   
   Функция ),,( 1 nxxfy  , определённая на выпуклом множестве nRD   
называется выпуклой вверх, если для всех точек Dxx 21 , , где 

),,,( 121111 nxxxx  , ),,,( 222122 nxxxx   и для любого ]1,0[t  выполня-
ется неравенство )()1()())1(( 2121 xftxftxtxtf   и выпуклой вниз, 
если выполняется неравенство )()1()())1(( 2121 xftxftxtxtf  .  
   Градиентом функции  ),,( zyxfu    называется вектор  

k
x
uj

x
ui

x
uugrad













 . 

   Производная функции ),,( zyxfu   по направлению произвольного векто-

ра kji zyx











  вычисляется по формуле 

 coscoscos
z
u

y
u

x
uu
















 , где cos , cos , cos  - направляющие 

косинусы вектора 


.  
   Градиент функции )(Mfu   в точке ),,( zyxМ  направлен по нормали к 
поверхности уровня Czyxf ),,( , проходящей через ),,( zyxМ  в сторону 
возрастания функции, а его модуль || gradu  равен наибольшей производной 
по направлению в этой точке.  
 
Тема. Экстремумы функций нескольких переменных. 
   Точка ),,( 0100 nxxM  , принадлежащая области определения D  функции 

)(),,( 1 Mfxxfy n   , называется стационарной точкой функции, если 
в этой точке каждая из её частных производных равна нулю, т.е. 

0)( 01
 Mf x ,…, 0)( 0  Mf nx  или 0)( 0 Mdf . 

   Точка 0M  называется точкой минимума (максимума) функции 

)(Mfy  , если существует окрестность точки 0M  такая, что для всех точек 

0MM   этой окрестности выполняется неравенство )()( 0MfMf   
( )()( 0MfMf  ).  
   Точки минимума и максимума функции  называются точками экстрему-
ма, а значения функции в этих точках – экстремумами функции. 
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   Необходимое условие экстремума. Если 0M - точка локального экстре-
мума функции )(Mfy  , дифференцируемой в точке 0M , то 0M - стацио-
нарная точка функции.  
   Достаточное условие экстремума. Пусть 0M  - стационарная точка дваж-
ды дифференцируемой в точке 0M  функции )(Mfy  . Тогда, если при все-
возможных наборах значений ndxdx ,,1  , не равных одновременно нулю:  

1) 0)( 0
2 Mfd , то в точке 0M  функция )(Mf  имеет максимум; 2) 

0)( 0
2 Mfd , то в точке 0M  функция имеет минимум; 3) )( 0

2 Mfd  прини-
мает как положительные, так и отрицательные значения, то в точке 0M  
функция )(Mf не имеет экстремума. 
   В частности, функция ),( yxfz   в стационарной точке ),( 000 yxM , при 

условии 02  BAC
CB
BA

D , где )( 0MfA xx , )( 0MfB xy , 

)( 0MfC yy : 1) имеет максимум, если 0D  и 0A ; 2) имеет минимум, 
если 0D  и 0A ; 3) не имеет экстремума, если 0D .  
   Точка DM 0  называется точкой условного  минимума (максимума) 
функции )(),,( 1 Mfxxfy n   , если существует окрестность точки 0M  
такая, что для всех точек 0MM   этой окрестности, удовлетворяющих урав-

нениям связи 0)(),,( 1  Mxx knk    ( nmmk  ,,1 ) выполняется нера-
венство )()( 0MfMf   ( )()( 0MfMf  ). Точки условного минимума и 
максимума функции называются точками условного экстремума, а значе-
ния функции в этих точках – условными экстремумами функции. 
   Задача нахождения условного экстремума сводится к нахождению обычно-

го экстремума функции Лагранжа  



m

k
kkm MMfML

1
1 )()(),,(   , 

где k  ( mk ,1 ) –постоянные множители Лагранжа.  
   Необходимое условие условного экстремума. Если 0M - точка условного 
экстремума функции )(Mfy   при наличии уравнений связи 0)( Mk  

( nmmk  ,,1 )
 
, то в точке 0M  выполняются условия  
















),1(0)(

),1(0
)(

0

0

mkM

ni
x
ML

k

i


 . 
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   Решая данную систему, находят неизвестные координаты точки 0M , в ко-
торой возможен условный экстремум и соответствующие ей значения мно-
жителей Лагранжа 02010 ,...,, m .  
   Вопрос о существовании и характере условного экстремума решается на 
основании изучения знака второго дифференциала функции Лагранжа 

),...,,( 0100
2

mMLd   в точке 0M  при значениях 010 ,..., m  , где ndxdx ,,1   

связаны соотношениями: 01
1









n
n

kk dx
x

dx
x


  ( mk ,1 ).  

В частности, для функции ),( yxfz   исследуется знак 

2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
Ldxdy

yx
Ldx

x
LLd













  при условии 0






 dy

y
dx

x
 . 

   Достаточное условие условного экстремума. Пусть 0M  - точка возмож-
ного условного экстремума функции )(Mfy  , т.е. в этой точке выполнены 
необходимые условия условного экстремума. Тогда, если при всевозможных 
наборах значений ndxdx ,,1  , удовлетворяющих соотношениям 

01
1









n
n

kk dx
x

dx
x


  ( mk ,1 ) и не равных одновременно нулю: 1) 

0),...,,( 0100
2 mMLd  , то в точке 0M  функция )(Mf  имеет условный 

максимум; 2) 0),...,,( 0100
2 mMLd  , то в точке 0M  функция имеет услов-

ный минимум; 3) ),...,,( 0100
2

mMLd   принимает как положительные, так и 
отрицательные значения, то в точке 0M  функция )(Mf  не имеет условного 
экстремума. 
   Если функция )(Mfy   дифференцируема в ограниченной и замкнутой 
области, то она достигает своих наибольшего и наименьшего значений в этой 
области или в стационарной точке, или в граничной точке области. 
 
Тема. Приложения к общей экономической теории.  
      Частные эластичности функции ),( yxfz   вычисляются по форму-

лам: 
x
z

z
xzE x 


)( , 
y
z

z
yzE y 


)( . Частные эластичности )(zE x , )(zE y  яв-

ляются мерами реагирования переменной z  на изменение переменных x  и 
y , и показывают приближённый процентный прирост z  при изменении x  и 
y  на один процент, соответственно. 



115 

   Под производственной функцией понимается функция ),,( 1 nxxfy  , 
независимые переменные которой nxx ,,1   имеют смысл объёмов исполь-
зуемых ресурсов, а зависимая переменная y – объёма выпускаемой продук-
ции.  
      Предельной по переменной ix  для ),,( 1 nxxfy  называется величина 

i
ix x

ffM



)( , средней– величина 
i

n
ix x

xxf
fA

),,(
) 1(


  . Буква M  - со-

кращение от слова inalM arg (предельный), буква А  - сокращение от слова 
Average  (средний).  

   Производственной функцией Кобба-Дугласа называется функция вида 
 LKALKQQ  ),( , где  ,,A - некоторые постоянные, K - объём про-

изводственных фондов, L  - объём трудовых ресурсов, Q  - объём выпускае-
мой продукции.  
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6.3 Основные математические формулы. 
Формулы сокращённого умножения: 

1. 222 2)( bababa              2. 22))(( bababa   
3. acbcabcbacba 222)( 2222   
4. 32233 33)( babbaaba  5. 3322 ))(( babababa    

Формулы тригонометрии: 
1. ,1cossin 22                  2.     ,1  ctgtg                            
3. ,cos11 22   tg               4.      22 sin11  ctg . 
5.    sincoscossin)sin(   
6.    sinsincoscos)cos(    
7.    cossin22sin            8.    22 sincos2cos   
9.      2)(cos2)(cos2coscos    
10.    2)(sin2)(sin2coscos    
11.    2)(cos2)(sin2sinsin    
12.    2)(cos2)(sin2sinsin    

13.   )2cos1(
2
1cos 2          14.   )2cos1(

2
1sin 2    

Формулы приведения. 
 

Функция  
2

 
 

   


 
2

3  
 

  2  

sin  cos  sin  cos  sin  
cos   cos  sin  cos  
tg  ctg  tg  ctg  tg  
–tg  tg  ctg  tg  ctg  

Значения тригонометрических функций некоторых углов. 
  0 6  4  3  2  32    23  2  

sin  0 21  22  23  1 23  0 1  0 

cos  1 23  22  21  0 21  1  0 1 
tg  0 31  1 3    3  0   0 
ctg    3  1 31  0 31    0   
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Таблица производных и дифференциалов основных  
элементарных функций. 

№ п/п )(xf  )(xf   )(xdf  
1 x  )0(   1 x  dxx 1  
2 xa  )1,0( a  axa ln  adxxa ln  
3 xe  xe  dxxe  
4 )1,0(log axa  

ax ln
1  

ax
dx
ln

 

5 xln  
x
1  

x
dx  

6 xsin  xcos  xdxcos  
7 xcos  xsin  xdxsin  
8 tgx  

x2cos

1  
x

dx
2cos

 

9 ctgx  

x2sin

1
  

x

dx
2sin

  

10 xarcsin  
21

1

x
 

21 x

dx


 

11 xarccos  

21

1

x
  

21 x

dx


  

12 arctgx  
21

1

x
 

21 x

dx


 

13 arcctgx  
21

1

x
  

21 x

dx


  

14 chx  shx  shxdx  
15 shx  chx  chxdx  
16 thx  

xch2
1  

xch

dx
2

 

17 cthx  

xsh 2
1

  
xsh

dx
2
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6.4 Образец оформления обложки с контрольной работой. 
 
Федеральное государственное автономное образовательное 

учреждение высшего профессионального образования 
 

«Набережночелнинский институт  
Казанского (Приволжского) федерального университета» 

 
 

кафедра математики 
 
 

Контрольная работа  
по дисциплине «Математика» 

 
Вариант № ____ 

 
Номера выполняемых заданий 
____________________________________________________ 
 
 
 
 
 
                       Выполнил: студент группы  №_______  
                                                      Ф.И.О. студента_________ 
                                                       зач. книжка - № _________ 
                           Проверил:  преподаватель кафедры математики 
                                                      Ф.И.О. преподавателя_____ 

 
 
 

Набережные Челны 
201… 
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6.5. Таблица номеров выполняемых заданий. 
Номера выполняемых заданий Номер  

варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 
2 2 12 22 32 42 52 62 72 82 92 
3 3 13 23 33 43 53 63 73 83 93 
4 4 14 24 34 44 54 64 74 84 94 
5 5 15 25 35 45 55 65 75 85 95 
6 6 16 26 36 46 56 66 76 86 96 
7 7 17 27 37 47 57 67 77 87 97 
8 8 18 28 38 48 58 68 78 88 98 
9 9 19 29 39 49 59 69 79 89 99 
10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
11 3 12 21 32 43 52 61 72 83 92 
12 4 13 22 33 44 53 62 73 84 93 
13 5 16 27 38 49 60 69 78 87 96 
14 6 17 28 39 50 59 68 77 86 95 
15 7 18 29 40 49 58 67 76 85 94 
16 8 19 30 39 48 57 66 75 84 93 
17 9 20 29 38 47 56 65 74 83 92 
18 1 12 23 34 45 56 67 78 89 100 
19 2 13 24 35 46 57 68 79 90 99 
20 3 14 25 36 47 58 69 80 89 98 
21 4 15 26 37 48 59 70 79 88 97 
22 5 14 23 32 41 52 63 74 85 96 
23 6 15 24 33 42 51 62 73 84 95 
24 7 16 25 34 43 52 61 72 83 94 
25 8 17 26 35 44 53 62 71 82 93 
26 9 18 27 36 45 54 63 72 81 92 
27 10 19 28 37 46 55 64 73 82 91 
28 2 11 22 33 44 55 66 77 88 99 
29 3 12 21 32 43 54 65 76 87 98 
30 4 13 22 31 42 53 64 75 86 97 

 
Номер варианта соответствует номеру студента в списке группы. 
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Номера выполняемых заданий Номер  
варианта 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 107 118 129 140 149 158 167 176 185 194 
2 106 117 128 139 150 159 168 177 186 195 
3 105 116 127 138 149 160 169 178 187 196 
4 104 113 122 133 144 153 162 173 184 193 
5 103 112 121 132 143 152 161 172 183 192 
6 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 
7 109 119 129 139 149 159 169 179 189 199 
8 106 115 124 133 142 151 162 173 184 195 
9 107 117 127 137 147 157 167 177 187 197 

10 106 116 126 136 146 156 166 176 186 196 
11 105 115 125 135 145 155 165 175 185 195 
12 104 114 124 134 144 154 164 174 184 194 
13 103 113 123 133 143 153 163 173 183 193 
14 102 112 122 132 142 152 162 172 182 192 
15 101 111 121 131 141 151 161 171 181 191 
16 104 113 122 131 142 153 164 175 186 197 
17 103 112 121 132 143 154 165 176 187 198 
18 102 111 122 133 144 155 166 177 188 199 
19 110 119 128 137 146 155 164 173 182 191 
20 109 118 127 136 145 154 163 172 181 192 
21 108 117 126 135 144 153 162 171 182 193 
22 107 116 125 134 143 152 161 172 183 194 
23 108 118 128 138 148 158 168 178 188 198 
24 105 114 123 132 141 152 163 174 185 196 
25 104 115 126 137 148 159 170 179 188 197 
26 103 114 125 136 147 158 169 180 189 198 
27 102 113 124 135 146 157 168 179 190 199 
28 101 112 123 134 145 156 167 178 189 200 
29 109 120 129 138 147 156 165 174 183 192 
30 108 119 130 139 148 157 166 175 184 193 

 
Номер варианта соответствует номеру студента в списке группы. 
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