
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 147, êí. 3 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2005
ÓÄÊ 519.6ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÌÈ ÝËÅÌÅÍÒÀÌÈÊ�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈßÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÅ�ÎÑß ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÎÎÏÅ�ÀÒÎ�ÀÌ.�. ÒèìåðáàåâÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âûðîæäàþùåãîñÿ äè�-�åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Íà îñíîâå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòè ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè ñî ñïåöèàëü-íûì áàçèñîì è óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè â ýíåðãåòè÷åñêîéíîðìå. Ââåäåíèå�àáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è ïîëó÷åíèþ îöåíîê òî÷íîñòè ñõåìû ìåòîäà êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îñíîâàííîé íà ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòè, äëÿîáîáùåííîé êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äè��åðåí-öèàëüíîãî îïåðàòîðà, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè.Óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-ðèöû êîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõîãðàíè÷åíû ñíèçó íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âû-ïîëíåíî, ò. å. â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îáëàñòè èëè ãðàíèöû õîòÿ áû îäíî èç ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî òàêîé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íàçûâàåò-ñÿ âûðîæäàþùèìñÿ. Âûðîæäàþùèåñÿ èëè áëèçêèå ê íèì îïåðàòîðû âîçíèêàþòïðè îïèñàíèè îáìåííûõ èëè äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ,�èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ, òàêèå, êàê òåïëîïðîâîäíîñòü, êîý��èöèåíòäè��óçèè, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ñðåäû ìîãóò áûòü áëèç-êè ê íóëþ èëè (â ïðåäåëå) ðàâíû íóëþ. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðÒðèêîìè ∂2/∂x2 + x∂2/∂y2 , ïðåäñòàâëÿþùèé èíòåðåñ äëÿ ãàçîâîé äèíàìèêè. Îïå-ðàòîð Òðèêîìè ýëëèïòè÷åí â îáëàñòè {(x, y) : x > 0} è âûðîæäàåòñÿ íà ïðÿìîé
x = 0 .×èñëåííîìó ðåøåíèþ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ êðàåâûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ãëàä-êèìè êîý��èöèåíòàìè (òàêèå îïåðàòîðû áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûìè) ïîñâÿùåíàîáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄ è áèáëèîãðà�èþ òàì). Îäíàêî ñëå-äóåò îòìåòèòü, ÷òî ñòàíäàðòíûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìûñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, èñïîëüçóþùèé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ, ñòàíîâèò-ñÿ íåý��åêòèâíûì äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ îïåðàòîðîâ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ àíàëè-òè÷åñêèìè âûêëàäêàìè è ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè. Ïðè÷èíà íåóäîâëåòâîðè-òåëüíîé àïïðîêñèìàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷åê âûðîæäåíèÿêîý��èöèåíòîâ ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò õàðàêòåðíûå íåîãðàíè÷åííûå ãðà-äèåíòû è êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ ìàëî ïðèãîäåí äëÿ ïðèáëèæåíèÿ òàêèõ�óíêöèé.



158 Ì.�. ÒÈÌÅ�ÁÀÅÂ�àçâèâàåìûé â äàííîé ðàáîòå ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé âûðîæäàþùåãîñÿ îïåðàòîðà îñíîâàí íà èäåå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííîé �óíê-öèè u(x) äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â �àêòîðèçîâàííîì âèäå u(x) = σ(x)û(x) ,ãäå �óíêöèÿ σ(x) ñòðîèòñÿ ïî êîý��èöèåíòàì âûðîæäàþùåãîñÿ äè��åðåíöèàëü-íîãî îïåðàòîðà è ïåðåäàåò àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê âûðîæäåíèÿ,à �óíêöèÿ û(x) îáëàäàåò ñóùåñòâåííî ëó÷øèìè ïî ñðàâíåíèþ ñ u(x) ñâîéñòâàìèäëÿ àïïðîêñèìàöèè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Òàêîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå âûäåëåíèåîñîáåííîñòè áûëî èñïîëüçîâàíî àâòîðîì â [4℄ ïðè äèñêðåòèçàöèè êðàåâîé çàäà÷èÄèðèõëå äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå îöåíêà ïîãðåø-íîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïàð (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé) èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê ìàëîñòèïî øàãó êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè, ÷òî è ñòàíäàðòíûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîââ ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå. Ïîä÷åðêíåì,÷òî ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå ìåòîä ÿâëÿåòñÿíîâûì ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèè (â ÷àñòíîñòè, è â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå), îí ý��åêòè-âåí êàê äëÿ ðåãóëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà, òàê è äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ.1. Ìåòîä �àëåðêèíà ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåÏóñòü V îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðî-èçâåäåíèåì (·, ·) è íîðìîé ‖v‖ =
√

(v, v) . Ïóñòü a(·, ·), b(·, ·) � äâå ñèììåòðè÷íûå,íåïðåðûâíûå, áèëèíåéíûå �îðìû íà V × V , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
a(v, v) ≥ c0‖v‖

2, b(v, v) > 0 ∀v ∈ V, v 6= 0, (1)ãäå c0 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ; �îðìó a â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò ýëëèïòè÷íîéíà ïðîñòðàíñòâå V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vb ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì b(·, ·) , ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà V ïî íîðìå ‖v‖b =

=
√

b(v, v) . Òîãäà V íåïðåðûâíî è ïëîòíî âëîæåíî â Vb . Çàìåòèì, ÷òî íîðìà
‖v‖a =

√

a(v, v) ýêâèâàëåíòíà íîðìå ïðîñòðàíñòâà V è Va = V .�àññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ÷èñëà λ è íåíóëåâîãî âåêòîðà u ∈ V , óäîâëå-òâîðÿþùèõ âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ
a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ V. (2)Â îáùåïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì �îðìû

a îòíîñèòåëüíî �îðìû b , à u � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåí-íîìó çíà÷åíèþ λ , (λ, u) � ñîáñòâåííàÿ ïàðà �îðìû a îòíîñèòåëüíî b .Ôîðìà a �îðìóëîé 〈Au, v〉 = a(u, v) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðà-òîð A : V → V ′ , ãäå V ′ îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåííîå ê V ïðîñòðàíñòâî, à ñêîáêè 〈·, ·〉 �îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V ′ è V . Ñîîòâåòñòâåííî, �îðìà b îïðåäåëÿåòëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð B : Vb → V ′
b ⊂ V ′ òàêîé, ÷òî 〈Bu, v〉 = b(u, v) .Çàäà÷à (2) òîãäà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

Au = λBu (3)îá îòûñêàíèè ñîáñòâåííîé ïàðû (λ, u) îïåðàòîðà A îòíîñèòåëüíî B . Äàëåå ìûïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V êîìïàêòíî âëîæåíî â Vb , ò. å. åäèíè÷íûéøàð ïðîñòðàíñòâà V êîìïàêòåí â ïðîñòðàíñòâå Vb . Òîãäà èç ñïåêòðàëüíîé òåî-ðèè íåîãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåñëåäóåò (çäåñü ìû èñêëþ÷àåì ñëó÷àé dim V <∞)Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíó-ìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , λn → ∞ ïðè n → ∞ , è



ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÌÈ ÝËÅÌÅÍÒÀÌÈ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 159ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ un ∈ V , ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìèçàäà÷è (2) (èëè (3)), îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ñèñòåìó â V è Vb è óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèÿì îðòîíîðìèðîâàííîñòè
a(um, un) = λmb(um, un) = δmn, m, n = 1, . . . ,∞. (4)Ìåòîä �àëåðêèíà ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ñîñòîèò â âûáîðå êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ VN ⊂ V è ïîñëåäóþùåì ðåøåíèè êîíå÷íîìåðíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ îáîòûñêàíèè ïàð (λ, u) ∈ R × VN òàêèõ, ÷òî

a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ VN . (5)Ïóñòü {(λi,N , ui,N) : i = 1, . . . , nN} � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèéçàäà÷è (5), ãäå nN = dimVN , ïðè÷åì 0 < λ1,N ≤ λ2,N ≤ . . . ≤ λnN ,N , è
a(ui,N , uj,N ) = λi,N b(ui,N , uj,N) = δij ïðè i, j = 1, . . . , nN . Äëÿ u ∈ V îáîçíà-÷èì ÷åðåç δN (u) = min{‖u− v‖ : v ∈ VN} ðàññòîÿíèå îò u äî ïîäïðîñòðàíñòâà VN .Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà �àëåðêèíà [1℄:Òåîðåìà 2. (i) Äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè ui,N çàäà÷è (5) ñóùåñòâó-åò ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ui çàäà÷è (2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ λi , òàêàÿ, ÷òî ‖ui‖a ≡

√

a(ui, ui) = 1 , è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖ui − ui,N‖ ≤ ciδN(ui),ãäå ci íå çàâèñèò îò N .

(ii) Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èñõîäíîé è ïðèáëèæåííîé çàäà÷ èìååì îöåíêó
0 ≤ λi,N − λi ≤ ciδ

2
N (ui).Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà �àëåðêèíà íåîáõîäèìî ïîòðå-áîâàòü, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ (VN ) áûëàïðåäåëüíî ïëîòíà â V , ò. å. ÷òîáû äëÿ ëþáîãî u ∈ V èìåëà ìåñòî ñõîäèìîñòü

δN (u) → 0 ïðè N → ∞ .2. Ôîðìóëèðîâêà êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îöåíêèñîáñòâåííûõ �óíêöèé â íîðìàõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÑîáîëåâàÂ îáëàñòè Ω = (0, 1) × (0, 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
−∂1x

α
1 a1(x)∂1u(x) − xα

1 ∂2a2(x)∂2u(x) = λxβ
1 b(x)u(x) â Ω, u = 0 íà ∂Ω. (6)Çäåñü x = (x1, x2) � òî÷êà îáëàñòè Ω , ∂i � îïåðàòîð îáîáùåííîãî äè��åðåíöèðîâà-íèÿ ïî ïåðåìåííîé xi . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîý��èöèåíòû ai(x) è b(x) äîñòàòî÷íîãëàäêèå è ïîëîæèòåëüíûå â Ω . Ïàðàìåòðû α , β � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñ-ëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

α < min(1, β + 2). (7)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå α = β = 0 ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áóäåò ðåãóëÿðíîé, ïðè α >
> 0 äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âûðîæäàåòñÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ = {0}× [0, 1] .Îòìåòèì, ÷òî ïðè α ≥ 1 íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (6) íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìóìû ýòîò ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåì.Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ââåäåì âåñîâûå êëàññû �óíêöèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãîâåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà γ ÷åðåç L2,γ(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ�óíêöèé f(x) ñ êîíå÷íîé íîðìîé, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé

‖f |L2,γ(Ω)‖2 = |x−γ
1 f |

2

2,Ω =

∫

Ω

|x−γ
1 f(x)|2 dx.



160 Ì.�. ÒÈÌÅ�ÁÀÅÂÄëÿ íàòóðàëüíîãî m ÷åðåç Hm
γ (Ω) îáîçíà÷èì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà,ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé u(x) , âñå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m êîòîðûõïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L2,γ(Ω) ; êâàäðàò íîðìû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíîîïðåäåëèòü, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì:

‖u|Hm
γ (Ω)‖2 =

∑

|i|=m

∫

Ω

|x−γ
1 Diu(x)|2dx+

∫

∆

|u(x)|2 dx,ãäå ∆ ⊂ Ω � ïðîèçâîëüíûé �èêñèðîâàííûé êîìïàêò íåíóëåâîé ïëîñêîé ìåðû Ëå-áåãà (ðàçëè÷íûé âûáîð ∆ áóäåò ïðèâîäèòü ê ýêâèâàëåíòíûì íîðìèðîâêàì), è äëÿìóëüòèèíäåêñà i = (i1, i2) ñ ïîðÿäêîì |i| = i1 + i2 èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå îáî-çíà÷åíèå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Di = ∂i1
1 ∂

i2
2 . Íà ïðîñòðàíñòâå Hm

γ (Ω) ìû áóäåìèñïîëüçîâàòü ïîëóíîðìó, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì
|x−γ

1 ∇mu|
2

2,Ω =
∑

|i|=m

∫

Ω

|x−γ
1 Diu(x)|2 dx.×åðåç ◦

Hm
γ (Ω) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå Hm

γ (Ω) ìíîæåñòâà C∞
0 (Ω)�èíèòíûõ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé. Ïðè γ > −1/2 ïðîñòðàíñòâî

◦

H 1
γ(Ω) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ �óíêöèé ïðîñòðàíñòâà H1

γ(Ω) , êîòîðûå èìåþòíóëåâîé ñëåä íà ãðàíèöå ∂Ω . Ïðè γ ≤ −1/2 ó �óíêöèé èç H1
γ(Ω) íå îïðåäåëåíñëåä íà Γ , è ïðîñòðàíñòâî ◦

H1
γ(Ω) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Ḣ1

γ(Ω) , ñîñòîÿùèìèç òåõ �óíêöèé èç H1
γ(Ω) , êîòîðûå èìåþò íóëåâîé ñëåä íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂Ω \ Γ .Äëÿ �óíêöèé èç ◦

H1
γ(Ω) ïðè γ + 1/2 6= 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Õàðäè [5℄

|x−γ−1
1 u|2,Ω ≤

1

|γ + 1/2|
|x−γ

1 ∂1u|2,Ω, (8)îòêóäà âûòåêàåò íåïðåðûâíîå (íî íå êîìïàêòíîå) âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà ◦

H 1
γ(Ω)â L2,γ+1(Ω) è ýêâèâàëåíòíîñòü íà ïîäïðîñòðàíñòâå ◦

H 1
γ(Ω) íîðìû ‖ · |H1

γ(Ω)‖ èïîëóíîðìû |x−γ
1 ∇ · |2,Ω . Åñëè µ < γ+1 , òî âëîæåíèå ◦

H1
γ(Ω) â L2,µ(Ω) êîìïàêòíî [6,ñ. 363℄.Âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷å (6), îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå V =

◦

H1
−α/2(Ω) áèëèíåé-íûå �îðìû

a(u, v) =

∫

Ω

2
∑

k=1

xα
1 ak∂ku∂kv dx, b(u, v) =

∫

Ω

xβ
1 buv dxè îïåðàòîðû

Au = −∂1x
α
1 a1∂1u− xα

1 ∂2a2∂2u, Bu = xβ
1 bu.Èñõîäíóþ çàäà÷ó (6) Au = λBu ìîæíî çàïèñàòü â âàðèàöèîííîì âèäå, êàê çàäà÷óîá îòûñêàíèè ñîáñòâåííûõ ïàð (λ, u) ∈ R × V , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ V. (9)Èç ñêàçàííîãî âûøå è èç óñëîâèé íà êîý��èöèåíòû ai, b ñëåäóåò ýëëèïòè÷íîñòü�îðìû a íà V è êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ V â ïðîñòðàíñòâî Vb = L2,−β/2(Ω) ,ïîñêîëüêó −β/2 < 1 − α/2 ïî óñëîâèþ (7). Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò



ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÌÈ ÝËÅÌÅÍÒÀÌÈ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 161Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíó-ìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . λn → ∞ ïðè n → ∞ , èñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ un ∈ V , ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìèçàäà÷è (9) (èëè (6)), îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ñèñòåìó â V =
◦

H1
−α/2(Ω) è L2,−β/2(Ω)è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì îðòîíîðìèðîâàííîñòè

a(um, un) = λmb(um, un) = δmn, m, n = 1, . . . ,∞. (10)Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè u(x) ïîëîæèì û(x) = xα−1
1 u(x) è îïðåäåëèì ïðî-ñòðàíñòâî Uγ,α(Ω) êàê ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé u ∈ L2,loc(Ω) ñ êîíå÷íûì êâàäðà-òîì íîðìû

‖u|Uγ,α(Ω)‖2 = |x1−γ
1 ∇2û|

2

2,Ω + |x−γ
1 ∂1û|

2

2,Ω (11)è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂Ω \ Γ . Â [7, ëåììà 4.1℄ ïîêàçàíî, ÷òîïðè γ > α−3/2 �óíêöèè èç Uγ,α(Ω) îáðàùàþòñÿ â íóëü âñþäó íà ∂Ω . Èìååò ìåñòîñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [7, 
. 73℄.Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A îñóùåñòâëÿëèçîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâà Uγ,α(Ω) íà ïðîñòðàíñòâî L2,γ(Ω) , íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå α− 3/2 < γ < 3/2 .Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèè α − 3/2 < γ < 3/2 ñóùåñòâóåò òàêàÿïîñòîÿííàÿ c > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò f , ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
Au = f â Ω, u = 0 íà ∂Ω (12)ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

|x1−γ
1 ∇2û|2,Ω + |x−γ

1 ∂1û|2,Ω ≤ c|x−γ
1 f |2,Ω. (13)Òåîðåìà 5. Ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ çàäà÷è (9) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-ñòâó Uγ,α(Ω) äëÿ ëþáîãî γ < min(3/2, 3/2 + β − α) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (λ, u) � ðåøåíèå çàäà÷è (9). Ïîëîæèì f = λxβ

1 bu =

= λx1+β−α
1 bû . Òàê êàê u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó V , à V ⊂ L2,1−α/2(Ω) , òî

f ∈ L2,1+β−α/2(Ω) . Åñëè 1 + β − α/2 ≥ µ = min(3/2, 3/2 + β − α) , òî óòâåðæäåíèåíåìåäëåííî ñëåäóåò èç îöåíêè (13). Ïóñòü 1 + β −α/2 < µ . Èç óñëîâèé (7) ñëåäóåò
α−3/2 < α/2−1 < 1+β−α/2 . Åñëè γ � òàêîé ïàðàìåòð, ÷òî α/2−1 < γ < −1/2 è
f ∈ L2,γ(Ω) , òî èç (13) ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ ∂1û ∈ L2,γ(Ω) è û ∈ L2,γ+1(Ω) , îòêóäàâûòåêàåò, ÷òî f ∈ L2,γ+δ(Ω) , ãäå δ = 2 + β − α > 0 . Åñëè åùå γ + δ < −1/2 , òî,ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî f ∈ L2,γ+2δ(Ω) è ò. ä.Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ òàêîé ïàðàìåòð γ èç èíòåðâàëà (−1/2, µ) , ÷òî f ∈
L2,γ(Ω) . Òåïåðü èç âêëþ÷åíèÿ ∂1û ∈ L2,γ(Ω) ñëåäóåò, ÷òî

1
∫

0

|û(x1, x2)|
2 dx2 ≤ c äëÿ ï.â. x1 ∈ (0, 1), (14)îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî f ∈ L2,3/2+β−α−ε(Ω) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî

ε > 0 è u ∈ Uµ−ε,α(Ω) . Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òî÷í�î â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ïðåäåëüíîãîçíà÷åíèÿ γ = 3/2 + min(0, β − α) îíî íå âåðíî (ñì. ïðèìåð íèæå).Ñëåäñòâèå 1. Åñëè α < β + 1 , òî ∂1û = 0 íà Γ .



162 Ì.�. ÒÈÌÅ�ÁÀÅÂÄîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî γ > 1/2 ñïðàâåä-ëèâî âêëþ÷åíèå û ∈ H2
γ−1(Ω) ∩ Ḣ1

γ(Ω) è ñóùåñòâóåò ñëåä g = ∂1û(0, ·) ∈ L2(0, 1) .Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå g − ∂1û ∈ L2,γ(Ω) , è, ñëåäîâàòåëüíî, g =
= ∂1û + (g − ∂1û) ∈ L2,γ(Ω) , ÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå g = 0 . Óòâåðæäåíèåäîêàçàíî.Ïðèìåð. �àññìîòðèì íà èíòåðâàëå (0, 1) îäíîìåðíûé àíàëîã çàäà÷è (6) ïðè
α = β = 0 :

−u′′ = λu, u(0) = u(1) = 0.Êàê èçâåñòíî, ((πn)2, sinπnx), n = 1, 2, . . . � ñîáñòâåííûå ïàðû ýòîé çàäà÷è.Îáîçíà÷èì un(x) = sinπnx . Òîãäà ûn(x) = un(x)/x = 1 − (πnx)2/6 + O(x4) è
û′n(x) = −(πn)2x/3 + O(x3) . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî û′n(0) = 0 è û′n ∈ L2,3/2−ε(0, 1)äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 , íî û′n /∈ L2,3/2(0, 1) .Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ σ(x) = x1−α

1 , òàê ÷òî
u = σû, û = σ−1u .Ëåììà 1. Îïåðàòîð σ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì

(i) ïðîñòðàíñòâà H2
γ−1(Ω) ∩ Ḣ1

γ(Ω) ñ åñòåñòâåííîé íîðìèðîâêîé ïåðåñå÷åíèÿãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà ïðîñòðàíñòâî Uγ,α(Ω) ,
(ii) ïðîñòðàíñòâà V̂ = Ḣ1

α/2−1(Ω) íà ïðîñòðàíñòâî V =
◦

H1
−α/2(Ω) ,

(iii) ïðîñòðàíñòâà L2,α−1−β/2(Ω) íà ïðîñòðàíñòâî Vb = L2,−β/2(Ω) .Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Uγ,α(Ω) è íîðìû (11). Óòâåðæäåíèå (ii) ñîäåðæèòñÿ â [4℄ (ëåììà 2). Óòâåðæäåíèå
(iii) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïîñêîëüêó u ïðèíàäëåæèò L2,−β/2(Ω) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà σ−1u ∈ L2,α−1−β/2(Ω) . Ëåììà äîêàçàíà.Ââåäåì áèëèíåéíûå �îðìû

â(û, v̂) = a(σû, σv̂) è b̂(û, v̂) = b(σû, σv̂)è ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ïàð (λ, û) ∈ R× V̂ , óäîâëåòâîðÿ-þùèõ óðàâíåíèþ
â(û, v̂) = λb̂(û, v̂) ∀v̂ ∈ V̂ . (15)ßñíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷ (9) è (15) ñîâïàäàþò, à ñîîòâåòñòâóþùèåñîáñòâåííûå âåêòîðà u è û ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì u = σû . Èç òåî-ðåìû 5 è óòâåðæäåíèÿ (i) ëåììû 1 ïîëó÷àåì êëàññ ãëàäêîñòè äëÿ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé çàäà÷è (15):Òåîðåìà 6. Ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ çàäà÷è (15) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-ñòâó H2

γ−1(Ω) ∩ Ḣ1
γ(Ω) äëÿ ëþáîãî γ < 3/2 + min(0, β − α) .Çàìå÷àíèå. (ñì. çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 5). Òåîðåìà ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé ïðè

γ = 3/2 + min(0, β − α) .Ñìûñë ïåðåõîäà îò èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà÷å (15) â òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè îñî-áûõ òî÷åê Γ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ û âåäåò ñåáÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ãëàäêî, ÷åìñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ u èñõîäíîé çàäà÷è, è ïîýòîìó äëÿ àïïðîê-ñèìàöèè û ìîæíî ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû, òîãäàêàê ýòè æå ìåòîäû äëÿ u íå äàäóò õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòüäëÿ îïðåäåëåííîñòè 0 < α ≤ β ; òîãäà ïî òåîðåìå 5 äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0èìååì ñëåäóþùóþ èíòåãðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïðîèçâîäíûõ ∂1û è ∂2
1 û :

|x
ε−1/2
1 ∂2

1 û|2,Ω + |x
ε−3/2
1 ∂1û|2,Ω <∞.
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∂1u = (1 − α)x−α

1 û+ x1−α
1 ∂1û, ∂

2
1u = α(α− 1)x−α−1

1 û+ 2(1 − α)x−α
1 ∂1û+ x1−α

1 ∂2
1 û,ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ (14),

|x
α+ε+1/2
1 ∂2

1u|2,Ω + |x
α+ε−1/2
1 ∂1u|2,Ω <∞.(Çàìåòèì, ÷òî ýòè îöåíêè òî÷íû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè ε = 0 ïîëóíîðìû â îáåèõîöåíêàõ îáðàòÿòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.) Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ñîáñòâåí-íîé �óíêöèè u íà ñòåïåííîé âåñ x1+α

1 ñëàáåå, ÷åì äëÿ û .3. Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è (9)Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 ïîëîæèì N = n2 , h = 1/n è îáîçíà÷èì ÷åðåç TNåñòåñòâåííóþ òðèàíãóëÿöèþ êâàäðàòà Ω íà òðåóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, âåð-øèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèáî òðîéêè òî÷åê (ih, jh), ((i+ 1)h, jh), (ih, (j+ 1)h) ,ëèáî ((i + 1)h, jh), ((i + 1)h, (j + 1)h), (ih, (j + 1)h) , ãäå i, j = 0, 1, . . . , n − 1 . ×å-ðåç XN îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, àññîöèèðîâàííîåñ òðèàíãóëÿöèåé TN , ò. å. ýòî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà Ω �óíêöèé, ëèíåéíûõíà êàæäîì K ∈ TN .Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî VN ⊂ V , ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé âèäà x1−α
1 (x)ψ(x) , ãäå

ψ ∈ ẊN = {w ∈ XN : w = 0 íà ∂Ω\Γ} è áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ àïïðîêñèìàöèèçàäà÷è (9). Ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü ïàðû (λ, u) ∈ R×VN , u 6=
6= 0 , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ VN . (16)Ñîîòâåòñòâåííî, àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è (15) ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïàð (λ, û) ∈ R×
×ẊN , û 6= 0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

â(û, w) = λb̂(û, w) ∀w ∈ ẊN . (17)Îáîçíà÷èì îøèáêó àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè u �óíêöèÿìè ïîäïðîñòðàíñòâà VNâ ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå �îðìû a ÷åðåç δa,N (u) = min{‖u− v‖
a

: v ∈ VN} . Ïîñêîëü-êó ‖u‖
a

= ‖û‖
â
è σ : ẊN

íà
→ VN , òî δa,N (u) = δâ,N (û) = min{‖û− v‖

â
: v ∈ ẊN} .Òåîðåìà 7. Ïóñòü α <

2

3
β + 1 . Òîãäà äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè uçàäà÷è (9) èìååò ìåñòî îöåíêà ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè δa,N (u) ≤ cN−1/2 =

= ch , ãäå ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò îò u , íî íå çàâèñèò îò N .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ �îðìû a îòíîñèòåëüíî b .Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû, òî α/2 < 3/2 + min(0, β − α) , ñëåäîâàòåëüíî,ïî òåîðåìå 6 û ∈ H2
α/2−1(Ω) ∩ Ḣ1

α/2(Ω) . Òàê êàê íîðìà ‖ · ‖
â
ýêâèâàëåíòíà íîðìåïðîñòðàíñòâà Ḣ1

α/2−1(Ω) , òî èç îöåíîê ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè êîíå÷íûìèýëåìåíòàìè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà [8℄, [9℄ ïîëó÷èì
δa,N(u) = δâ,N (û) ≤ ch|x

1−α/2
1 ∇2û|2,Ω = cN−1/2|x

1−α/2
1 ∇2û|2,Ω.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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2

3
β + 1 , òî

(i) äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè ui,N çàäà÷è (16) ñóùåñòâóåò ñîáñòâåí-íàÿ �óíêöèÿ ui çàäà÷è (9), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi , ÷òî
‖ui‖a

= 1 , è ñïðàâåäëèâà îöåíêà â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå �îðìû a

‖ui − ui,N‖
a
≤ ciN

−1/2 = cih,ãäå ci íå çàâèñèò îò N ;
(ii) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷ (9) è (16) èìååò ìå-ñòî îöåíêà

0 ≤ λi,N − λi ≤ ciN
−1 = cih

2.Çàìå÷àíèå. Â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå α = β = 0 ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä èìååòòàêóþ æå òî÷íîñòü, ÷òî è ñòàíäàðòíûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè æå 0 <
< α < 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû, òî ñòàíäàðòíûé ìåòîä ïðèâîäèò ëèøü êñõîäèìîñòè O(Nε+(α−1)/4) äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 , êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿñèìâîëè÷åñêîé ïðè α , áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ α = 1 .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 03-01-00380, 04-01-0821).SummaryM.R. Timerbaev. An approximation by �nite elements of the eigenvalue problem fordegenerate di�erential operator.Eigenvalue problem for degenerate di�erential operator is 
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retizations
heme based on multipli
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omposition of singularity with spe
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onstru
tedand its error approximation in energy norm is obtained.Ëèòåðàòóðà1. Chatelin F. Spe
tral Approximations of Linear Operators � N. Y.: A
ademi
 Press, 1983.2. Babuska I., Osborn J.E. Finite element-Galerkin approximation of the eigenvalues andeigenve
tors of selfadjoint problems // Math. Comp. � 1989. � V. 52. � P. 275�297.3. Babuska I., Osborn J.E. Eigenvalue problems, Handbook of Numeri
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