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Аннотация

В работе доказывается обобщенная разрешимость задачи, описывающей процесс
нестационарной насыщенно-ненасыщенной фильтрации жидкости в пористой среде
с условием односторонней проницаемости на части границы. Следует отметить, что воз-
никающее при этом вариационное неравенство является вариационным неравенством пе-
ременного типа: в зоне насыщенной фильтрации – эллиптического и параболического –
в противном случае. При обобщенной формулировке рассматриваемой задачи использу-
ется ставший уже классическим переход с помощью преобразования Кирхгофа к экви-
валентной, более удобной для исследования, вариационной задаче. Кроме того, рассмат-
ривается наиболее интересный с точки зрения приложений случай, когда преобразова-
ние Кирхгофа отображает вещественную ось в ограниченную снизу полуось [−γ, +∞).
При этом полагается, что значение преобразования Кирхгофа в точке −γ равно нулю.
Наряду с исходной задачей с ограничением u(x, t) ≥ −γ , рассматривается так называе-
мая «доопределенная» задача без ограничений, при формулировке которой функция, по-
рождаемая преобразованием Кирхгофа, продолжается нулем на (−∞,−γ) . Приводятся
определения обобщенных решений этих задач в виде вариационных неравенств. Доказа-
тельство теоремы существования обобщенного решения «доопределенной» задачи прово-
дится с помощью методов полудискретизации, метода Галеркина и штрафа. В заключение
доказывается, что решение «доопределенной» задачи является решением исходной.

Ключевые слова: фильтрация, вариационное неравенство, преобразование Кирх-
гофа, метод полудискретизации со штрафом, метод Галеркина

Введение

Настоящая работа продолжает исследование, начатое в [1], где доказано суще-
ствование обобщенного решения начально-краевой задачи для уравнения нелиней-
ной нестационарной фильтрации вида (см. [2, с. 95])

m
∂s(p(x, t))

∂t
− div

(
b(s(p(x, t)))(∇p(x, t)− ρg)

)
= f(s(p(x, t))). (1)

Здесь x ∈ Ω , Ω – ограниченная область пространства Rn, n > 1, искомая функ-
ция p – давление, s(p) – насыщенность, b(s(p)) – относительная фазовая прони-
цаемость, m – пористость среды, ρ = const > 0 – плотность жидкости, g – вектор
ускорения свободного падения, t – время.

При исследовании разрешимости начально-краевых задач для уравнения (1)
часто с помощью преобразования Кирхгофа

ϑ(p) =

p∫

0

b(s(ξ)) dξ (2)
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переходят от неизвестной функции p(x, t) к функции u(x, t) = ϑ(p(x, t)), удовле-
творяющей следующему уравнению:

m
∂ϕ̃(u)

∂t
− div

(∇u− b(ϕ̃(u))ρg
)

= f(ϕ̃(u)), ϕ̃(u) = s(ϑ(−1)(u)). (3)

Разрешимость начально-краевой задачи для уравнения (3) при условии, что
область значений преобразования Кирхгофа есть вся числовая ось, нетрудно полу-
чить, используя методику работы [3]. В [1] этот результат обобщается на случай,
когда преобразование Кирхгофа осуществляет отображение вещественной оси R
на полуось вида [−γ, +∞).

С точки зрения приложений такое отображение естественно, поскольку для
весьма широкого класса функций s и b интеграл

ϑ(−∞) =

−∞∫

0

b(s(ξ)) dξ, (4)

является сходящимся. Например, при

s(p) =
(

(1− p)−α, p < 0
1, p ≥ 0,

)
b(s) = sβ , α > 0, β > 0, α β > 1, (5)

преобразование Кихгофа отображает R на полуось вида [−γ, +∞), где

γ =

0∫

−∞
b(s(ξ)) dξ = (αβ − 1)−1.

Подчеркнем, что в задачах теории фильтрации величина γ называется макро-
скопической капиллярной длиной. В работе [4] установлено, что она ограничена.

Цель настоящей работы – доказать существование обобщенного решения вари-
ационного неравенства, возникающего при описании задачи нелинейной нестацио-
нарной фильтрации жидкости в пористой среде с условием односторонней прони-
цаемости на части границы.

Коротко о близких по тематике работах. Задача насыщенно-ненасыщенной
фильтрации была объектом исследования многих авторов. Большая часть опубли-
кованных работ по этой тематике посвящена построению приближенных методов
решения этой задачи и обсуждению результатов численных экспериментов (см.,
например, [5–10]. Публикации теоретического характера, посвященные исследо-
ванию вопросов существования, единственности решения, изучению его свойств,
немногочисленны. Среди них упомянутая выше работа [3], а также работы [11, 12],
в которых исследуется единственность решения задачи насыщенно-ненасыщенной
фильтрации. Авторы работ [13, 14] рассматривали случай, когда область значений
функции ϑ – полуось [−γ, +∞). В [13] доказана теорема существования слабого
решения (без предположения о существовании ∂s(p)/∂t ) для одномерной задачи.
В работе [14] рассматривается задача насыщенно-ненасыщенной фильтрации при
b(s) = 0, если s ≤ ŝ, где ŝ – так называемая минимальная влажность грунта.
Авторы этой работы доказывают существование решения некоторой регуляризо-
ванной задачи. Отметим также работы [15, 16], посвященные исследованию разре-
шимости задачи насыщенно-ненасыщенной фильтрационной консолидации.
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1. Постановка задачи

Уравнение (1) будем рассматривать в ограниченной области Ω пространства
Rn, n ≥ 1, с липшицевой границей Γ = Γ1

⋃
Γ2, Γ1

⋂
Γ2 = ∅, предполагая, что

при t ∈ (0, T ] выполнены следующие краевые условия

p(x, t)qν(x, t) = 0, p(x, t) ≤ 0, qν(x, t) ≥ 0 x ∈ Γ1; p(x, t) = 0, x ∈ Γ2. (6)

Здесь q = −b(s(p))(∇p − ρg), qν(x, t) = q · ν, q · ν – стандартное скалярное произ-
ведение векторов q и ν в пространстве Rn, ν – внешняя единичная нормаль к Γ.
Начальные условия задаются в виде

s
(
p(x, 0)

)
= s

(
p0(x)

)
, x ∈ Ω, (7)

где p0 – заданная функция. Используя (6), (7), нетрудно убедиться в том, что
для функции u(x, t) = ϑ(p(x, t)) справедливы следующие граничные и начальные
условия:

u(x, y)q̃ν(x, t) = 0, u(x, t) ≤ 0, q̃ν(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ Γ1 × (0, T ]; (8)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ2 × (0, T ]; (9)

ϕ̃
(
u(x, 0)

)
= ϕ̃

(
u0(x)

)
, x ∈ Ω, (10)

где q̃ = −(∇u− b(ϕ̃(u))ρg), u0 = ϑ(p0).
Пусть V – подпространство функций пространства W 1

2 (Ω) с нулевым следом
на Γ2 ,

K =
{
u ∈ V : u(x) ≤ 0 п. вс. на Γ1

}
.

Норму в пространстве V определим соотношением

‖v‖21 =
∫

Ω

n∑

i=1

( ∂v

∂xi

)2

dx.

В дальнейшем будут использоваться обозначения функциональных пространств
такие же, как и в монографии [14].

Определение 1. Обобщенным решением задачи (3), (8)–(10) назовем функцию
u из L2(0, T ; K), для которой справедливы следующие условия:

∂ϕ̃(u)
∂t

∈ L2(0, T ; V ∗), u(x, t) ≥ −γ п. вс. в QT ,

ϕ̃
(
u(x, 0)

)
= ϕ̃

(
u0(x)

)
п. вс. в Ω,

и для любой функции z ∈ L2(0, T ;K) выполнено неравенство

T∫

0

〈
m

∂ϕ̃(u)
∂t

, z − u
〉

dt +
∫

QT

∇u · ∇(z − u) dxdt ≥

≥
∫

QT

{
b(ϕ̃(u))

(
ρg · ∇(z − u)

)
+ f(ϕ̃(u))(z − u)

}
dxdt. (11)

Здесь QT = (0, T ) × Ω , V ∗ – пространство, сопряженное к V , 〈v, z〉 – значение
функционала v ∈ V ∗ на элементе z ∈ V .
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Определение 2. Функцию p, определенную в QT , назовем обобщенным ре-
шением задачи (1), (6), (7), если

ϑ(p) ∈ L2(0, T ; K),
∂s(p)

∂t
∈ L2(0, T ; V ∗), s

(
p(x, 0)

)
= s

(
p0(x)

)
п. вс. в Ω,

и для любой функции z ∈ L2(0, T ;K) справедливо неравенство
T∫

0

〈
m

∂s(p)
∂t

, z − ϑ(p)
〉

dt+

+
∫

QT

b(s(p))(∇p− ρg) · ∇(
z − ϑ(p)

)
dxdt ≥

∫

QT

f(s(p))
(
z − ϑ(p)

)
dxdt. (12)

В дальнейшем будем предполагать, что для функций s, b выполнены следую-
щие условия.

A1. Функция s : R→ (0, 1] – неубывающая непрерывная и такая, что s(p) = 1
для любого p ≥ 0, lim

p→−∞
s(p) = 0.

A2. Функция b : [0, 1] → [0, 1] – неубывающая непрерывная и удовлетворяет
условиям b(0) = 0 , b(1) = 1 .

A3. Отображение ϑ : R → [−γ, +∞), −∞ < −γ < 0, определенное форму-
лой (2), взаимно однозначно, где величина −γ = ϑ(−∞) определена равенством (4).

2. Теоремы существования

Теорема 1. Пусть функции s , b и ϑ удовлетворяют условиям A1, A2, A3,
функция f(ξ) непрерывна на [0, 1] и f(0) = 0 . Тогда при любой функции u0 ∈ K
существует хотя бы одно обобщенное решение задачи (3), (8)–(10).

Доказательство. Отметим прежде всего свойства функции ϕ̃ , вытекающие
из условий A1, A2 : область определения этой функции – множество [−γ, +∞) ;
ϕ̃(−γ) = 0; ϕ̃(ξ) = 1 при неотрицательных ξ ; ϕ̃(ξ) – непрерывная монотонно
возрастающая функция на отрезке [−γ, 0] .

Пусть, далее,

ϕ(ξ) =

{
ϕ̃(ξ), −γ ≤ ξ < ∞,

0, −∞ < ξ < −γ.
(13)

Наряду с (3), (8)–(10) будем рассматривать задачу, называемую в дальнейшем
«доопределенной», обобщенное решение которой определим с помощью следующих
соотношений:

∂ϕ(u)
∂t

∈ L2(0, T ; V ∗), u ∈ L2(0, T ; K), ϕ
(
u(x, 0)

)
= ϕ

(
u0(x)

)
п. вс. в Ω,

и для любой функции z ∈ L2(0, T ;K) выполнено неравенство
T∫

0

〈
m

∂ϕ(u)
∂t

, z − u
〉

dt +
∫

QT

∇u · ∇(z − u) dxdt ≥

≥
∫

QT

{
b(ϕ(u))

(
ρg · ∇(z − u)

)
+ f(ϕ(u))(z − u)

}
dxdt. (14)

Нетрудно видеть, что если функция u является решением «доопределенной»
задачи и, кроме того, u(x, t) ≥ −γ для почти всех (x, t) ∈ QT , то u – решение
задачи (3), (8)–(10).
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Доказательство существования обобщенного решения «доопределенной» задачи
проведем с помощью метода полудискретизации со штрафом.

Пусть ω̄τ = {t = kτ, k = 0, 1, . . . , M, Mτ = T} – сетка на отрезке [0, T ] ,
ωτ = ω̄τ \ {0} . Функцию uτ (t) назовем полудискретным решением «доопределен-
ной» задачи, если uτ (t) ∈ V для любого t ∈ ωτ , ϕ(uτ (x, 0)) = ϕ(u0(x)) почти
всюду в области Ω и для любой функции z ∈ V выполнено равенство

∫

Ω

m
ϕ(ûτ )− ϕ(uτ )

τ
z dx +

∫

Ω

∇ûτ · ∇z dx +
1
ε

∫

Γ1

û+
τ z dx =

=
∫

Ω

{
b(ϕ(ûτ )) (ρg · ∇z) + f(ϕ(ûτ )) z

}
dx. (15)

Здесь ûτ = uτ (t + τ), û+
τ = (|ûτ |+ ûτ )/2.

Дальнейшее доказательство теоремы 1 для удобства представим в виде эта-
пов 1–5.

1. Существует хотя бы одно решение полудискретной задачи.
Доказательство этого утверждения проведем с помощью метода Галеркина.

Очевидно, достаточно установить при любом t ∈ ωτ существование функции ûτ ,
удовлетворяющей (15), в предположении, что uτ известна. Пусть {ψk}∞k=1 – ли-
нейно независимая система базисных функций в пространстве V. Приближенные
по методу Галеркина решения будем искать в виде

ûN
τ =

N∑

k=1

ζk ψk.

Неизвестные коэффициенты ζk, k = 1, 2, . . . , N, определим из системы уравнений

m

∫

Ω

(ϕ(ûN
τ )− ϕ(uτ ))ψk dx +

∫

Ω

τ(∇ûN
τ · ∇ψk) dx +

τ

ε

∫

Γ1

(ûN
τ )+ψk dx =

= τ

∫

Ω

{
b(ϕ(ûN

τ ))(ρg · ∇ψk) + f(ϕ(ûN
τ ))ψk

}
dx. (16)

Докажем, что система (16) разрешима. Пусть H : RN → RN – нелинейный
оператор такой, что k -я компонента вектора H(ζ) определяется равенством

{H(ζ)}k = m

∫

Ω

(ϕ(ûN
τ )− ϕ(uτ ))ψk dx +

∫

Ω

τ(∇ûN
τ · ∇ψk) dx +

τ

ε

∫

Γ1

(ûN
τ )+ψk dx−

− τ

∫

Ω

{
b(ϕ(ûN

τ ))(ρg · ∇ψk) + f(ϕ(ûN
τ ))ψk

}
dx, k = 1, 2, . . . , N.

Очевидно, что H – непрерывный оператор и равенство H(ζ) = 0 эквивалент-
но системе (16). В силу топологической леммы (см., например, [17, с. 66]) для
доказательства существования решения системы Галеркина достаточно убедиться
в том, что H(ζ) · ζ ≥ 0 на сфере достаточно большого радиуса с центром в начале
координат. Имеем

H(ζ) · ζ = m

∫

Ω

(ϕ(ûN
τ )− ϕ(uτ ))ûN

τ dx + τ‖ûN
τ ‖21 +

τ

ε

∫

Γ1

(ûN
τ )+ ûN

τ dx−

− τ

∫

Ω

b(ϕ(ûN
τ )) (ρg · ∇ûN

τ ) dx− τ

∫

Ω

f(ϕ(ûN
τ ))ûN

τ dx. (17)
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Для оценки первого, четвертого и пятого слагаемых в правой части равенства
(17) воспользуемся ограниченностью функций f, ϕ, b, а также неравенствами
Коши–Буняковского, Коши с ε и Фридрихса. В результате получим

∣∣∣∣m
∫

Ω

(ϕ(ûN
τ )− ϕ(uτ )) ûN

τ dx

∣∣∣∣ ≤ 2m

∫

Ω

∣∣uN
τ

∣∣ dx ≤ δ̃‖ûN
τ ‖21 +

1

δ̃
m2C2

F ;

τ

∣∣∣∣
∫

Ω

b(ϕ(ûN
τ ))(ρg · ∇ûN

τ ) dx

∣∣∣∣ ≤ τc

n∑

i=0

∫

Ω

∣∣∣∣
∂ûN

τ

∂xi

∣∣∣∣ dx ≤ δ̃‖ûN
τ ‖21 +

τ2

4δ̃
c2;

τ

∣∣∣∣
∫

Ω

f(ϕ(ûN
τ )) ûN

τ dx

∣∣∣∣∣ ≤ δ̃‖ûN
τ ‖21 +

τ2

4δ̃
c2C2

F .

Здесь δ̃ – произвольное положительное число, CF – постоянная Фридрихса,
c = max

{
max

ξ∈[0,1]
|f(ξ)|, max

i=1,...,n
|ρgi|

}
.

Для третьего слагаемого правой части равенства (17) справедливо неравенство

τ

ε

∫

Γ1

(ûN
τ )+ûN

τ dx =
τ

ε

∫

Γ1

(ûN
τ )+

(
(ûN

τ )+ − (ûN
τ )−

)
dx ≥ 0. (18)

Из полученных оценок, неравенства (18) и представления (17) следует, что

H(ζ) · ζ ≥ (τ − 3 δ̃)‖ûN
τ ‖21 −

1

δ̃
θ̃, (19)

где θ̃ = m2C2
F +

τ2c2

4
(1 + C2

F ). Очевидно, что можно указать число δ∗ > 0, при
котором справедливо неравенство τ − 3δ∗ ≥ β = const > 0. Следовательно, су-
ществует сфера S ⊂ RN с центром в начале координат, на которой правая часть
неравенства (19) при δ̃ = δ∗ неотрицательна. Внутри этой сферы существует хотя
бы одно решение системы Галеркина, и для него справедлива оценка

‖ûN
τ ‖21 ≤ C, (20)

где C = θ̃/(δ∗β) .
Из (20) и слабой компактности ограниченного множества в пространстве W 1

2 (Ω)
следует существование подпоследовательности последовательности {ûN

τ }, слабо
сходящейся в этом пространстве к функции ûτ при N → ∞. В дальнейшем ради
сокращения записей подпоследовательность по обозначению отождествим со всей
последовательностью.

Докажем, что функция ûτ является решением полудискретной задачи. Для
этого в равенстве (16), зафиксировав k, перейдем к пределу при N →∞ . При этом
учтем, что по теореме Реллиха из слабой сходимости ûN

τ к ûτ в V вытекает, что

ûN
τ → ûτ в ÃL2(Ω),

и, следовательно,
ûN

τ → ûτ п. вс. в Ω. (21)

Учитывая очевидное неравенство
∫

Ω

((
ûN

τ

)+ − (
ûτ

)+)2
dx ≤

∫

Ω

(
ûN

τ − ûτ

)2
dx
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и соотношение (21), имеем (ûN
τ )+ → û+

τ в L2(Ω) . Вышесказанное позволяет вы-
полнить предельный переход во всех слагаемых в равенствах (16) и доказать, что
предельная функция является решением уравнения (15).

2. Для решения полудискретной задачи (15) справедлива оценка

uτ (x, t) ≥ −γ п. вс. в Ω ∀t ∈ ωτ . (22)

Для доказательства (22) выберем в равенстве (15) z = (γ + ûτ )− и запишем его
в виде

m

τ

∫

Ω

ϕ(ûτ )(γ + ûτ )− dx− m

τ

∫

Ω

ϕ(uτ )(γ + ûτ )− dx+

+
∫

Ω

∇ûτ · ∇(γ + ûτ )− dx +
1
ε

∫

Γ1

(ûτ )+ (γ + ûτ )− dx =

=
∫

Ω

{
b(ϕ(ûτ )) (ρg · ∇(γ + ûτ )−) + f(ϕ(ûτ )) (γ + ûτ )−)

}
dx. (23)

Здесь ξ− = (|ξ| − ξ)/2. Поскольку (см. определение (13)) ϕ(ζ) = 0 при ζ ≤ −γ ,
а равенство ψ(ζ) = 0 для функции ψ(ζ) = (γ + ζ)− выполняется для ζ ≥ −γ ,
то ϕ(ζ) ψ(ζ) ≡ ϕ(ζ) (γ + ζ)− = 0 при любых значениях ζ. Аналогично, имеем
ζ+ = 0 при ζ ≤ 0 , поэтому произведение ζ+ (γ + ζ)− равно нулю при любых ζ.
Следовательно, первое и четвертое слагаемые в левой части равенства (23) равны
нулю. Правая часть равенства (23) также равна нулю так, как ∇(γ + ûτ )− = 0
в тех точках, где (γ + ûτ )− = 0 (см., например, [18, c. 45], [19, c. 150]), а из условий
b(0) = 0 и f(0) = 0 следует, что b(ϕ(ζ)) и f(ϕ(ζ)) не равны нулю только тогда,
когда ζ > −γ .

Преобразуем третье слагаемое в левой части равенства (23):
∫

Ω

∇ûτ ·∇(γ+ûτ )− dx = −
∫

Ω

m∑

i=1

∂

∂xi
(γ+ûτ )

∂

∂xi
(γ+ûτ )− dx = − ‖ (γ+ûτ )− ‖21 . (24)

Учитывая вышесказанное, равенство (23) запишем в виде

− ‖ (γ + ûτ )− ‖21 −
m

τ

∫

Ω

ϕ(uτ ) (γ + ûτ )−dx = 0. (25)

Оба слагаемых в левой части равенства (25) неположительны, а правая часть равна
нулю, поэтому из (25) следует, что

(
γ + ûτ (x, t)

)− = 0 почти всюду в Ω при всех
t ∈ ωτ . Оценка (22) доказана.

3. Для решения полудискретной задачи (15) справедливы следующие априорные
оценки1

∫

Ω

Φ(uτ (t′)) dx ≤ C,

t′−τ∑
t=0

τ‖ûτ (t)‖21 ≤ C,
1
ε

t′−τ∑
t=0

τ‖û+
τ (t)‖2L2(Γ1)

≤ C ∀ t′ ∈ ωτ , (26)

t′−τ∑
t=0

τ‖ϕt

(
uτ (t)

)‖∗ ≤ C ∀ t′ ∈ ωτ , (27)

1 Здесь и в дальнейшем буквой C будут обозначаться постоянные (возможно различные),
зависящие лишь от исходных данных исследуемой задачи.
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1
kτ

T−kτ∑
t=0

τ

∫

Ω

(
ϕ(uτ (t + kτ))− ϕ(uτ (t))

)(
uτ (t + kτ)− uτ (t)

)
dx ≤ C, (28)

где Φ(ξ) =

ξ∫

0

(
ϕ(ξ)− ϕ(ζ)

)
dζ, ξ ∈ R, ‖u‖∗ – норма в пространстве V ∗.

Для доказательства (26) выберем в (15) z = ûτ , просуммируем почленно полу-
ченные равенства по t ∈ ωτ от 0 до t′ − τ, t′ ∈ ωτ . В результате будем иметь

t′−τ∑
t=0

τ

∫

Ω

m
ϕ(ûτ )− ϕ(uτ )

τ
ûτ dx +

t′−τ∑
t=0

τ ‖ûτ‖21 +
1
ε

t′−τ∑
t=0

τ

∫

Γ1

û+
τ ûτ dx =

=
t′−τ∑
t=0

τ

∫

Ω

{
b(ϕ(ûτ )) (ρg · ∇ûτ ) + f(ϕ(ûτ )) ûτ

}
dx. (29)

Правую часть равенства (29) обозначим через I, первое слагаемое в левой части
оценим, используя неравенство (см. [3])

t′−τ∑
t=0

τ

∫

Ω

ϕ(ûτ )− ϕ(uτ )
τ

ûτ dx ≥
∫

Ω

Φ(uτ (t′)) dx−
∫

Ω

Φ (u0) dx. (30)

Из (29) и (30) следует, что
t′−τ∑
t=0

τ‖ûτ (t)‖21 +
∫

Ω

Φ(uτ (t′)) dx +
1
ε

t′−τ∑
t=0

τ‖û+
τ ‖2L2(Γ1)

≤
∫

Ω

Φ(u0) dx +
∣∣I∣∣. (31)

Учитывая ограниченность функций b и f, для I с помощью неравенств Коши–
Буняковского, Коши с ε и Фридрихса нетрудно показать, что

∣∣I
∣∣≤ δ̃

t′−τ∑
t=0

τ‖ûτ‖21 +
C

δ̃
, (32)

где δ̃ = const > 0 . Неравенства (31) и (32) обеспечивают справедливость оце-
нок (26).

Для доказательства (27) перепишем равенство (15) в следующем виде:∣∣∣∣∣
∫

Ω

ϕ(ûτ )− ϕ(uτ )
τ

z dx

∣∣∣∣∣ =

=
1
m

∣∣∣∣∣
∫

Ω

(
b(ϕ(ûτ )) (ρg · ∇z) + f(ϕ(ûτ )) z −∇ûτ · ∇z

)
dx− 1

ε

∫

Γ1

û+
τ z dx

∣∣∣∣∣. (33)

Оценим правую часть равенства (33), используя ограниченность функций f , b ,
неравенства Коши–Буняковского, Фридрихса и неравенство вложения (см., на-
пример, [18, c. 51])

‖u‖2L2(Γ1)
≤ C‖u‖21, (34)

в результате получим∣∣∣∣∣
∫

Ω

ϕ(ûτ )− ϕ(uτ )
τ

z dx

∣∣∣∣∣ ≤ C‖z(t)‖1
{
‖ûτ (t)‖21 +

1
ε
‖û+

τ (t)‖2L2(Γ1)
+ 1

}
. (35)

Просуммируем неравенство (35) по t ∈ ωτ от 0 до t′ − τ, t′ ∈ ωτ . Результат, запи-
санный с использованием нормы в сопряженном пространстве V ∗, будет иметь вид
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t′−τ∑
t=0

τ‖ϕt

(
uτ (t)

)‖∗ ≤ C

t′−τ∑
t=0

τ
(
‖ûτ (t)‖21 +

1
ε
‖û+

τ (t)‖2L2(Γ1)
+ 1

)
. (36)

Оценка (27) следует из соотношений (26) и (36).
Для доказательства (28) просуммируем обе части равенства (15) t ∈ ωτ от t′

до t′ + (k − 1)τ, в итоге будем иметь

m

τ

∫

Ω

(
ϕ(uτ (t′ + kτ))− ϕ(uτ (t′))

)
z dx =

=
t′+(k−1)τ∑

t=t′

{∫

Ω

(
b(ϕ(ûτ )) (ρg · ∇z) + f(ϕ(ûτ )) z−

−∇ûτ · ∇z
)

dx− 1
ε

∫

Γ1

û+
τ z dx

}
. (37)

Положим в (37) z = uτ (t′ + kτ)− uτ (t′) и обозначим

J =
t′+(k−1)τ∑

t=t′

{ ∫

Ω

(
b(ϕ(ûτ ))(ρg · ∇(uτ (t′ + kτ)− uτ (t′)))+

+ f(ϕ(ûτ )) (uτ (t′ + kτ)− uτ (t′))−∇ûτ · ∇(uτ (t′ + kτ)− uτ (t′))
)

dx−

− 1
ε

∫

Γ1

û+
τ (uτ (t′ + kτ)− uτ (t′)) dx

}
.

Оценим величину J, используя ограниченность функций f , ϕ , b , неравенство
(34), Коши –Буняковского, Фридрихса, в результате получим

|J | ≤ C

t′+(k−1)τ∑

t=t′

{(‖uτ (t′+kτ)‖1 +‖uτ (t′)‖1
)
+‖ûτ (t)‖1

(‖uτ (t′+kτ)‖1 +‖uτ (t′)‖1
)
+

+
1
ε
‖û+

τ ‖2L2(Γ1)

(‖uτ (t′ + kτ)‖1 + ‖uτ (t′)‖1
}
≤

≤ C
(‖uτ (t′ + kτ)‖1 + ‖uτ (t′)‖1

) t′+(k−1)τ∑

t=t′

{‖ûτ (t)‖1 +
1
ε
‖û+

τ ‖2L2(Γ1)
+ 1

}
.

Следовательно,

1
τ

T−kτ∑

t′=0

τ

∫

Ω

(
ϕ(uτ (t′ + kτ))− ϕ(uτ (t′))

)(
uτ (t′ + kτ)− uτ (t′)

)
dx =

=
1
m

T−kτ∑

t′=0

τJ ≤ C

T−kτ∑

t′=0

τ
(‖uτ (t′ + kτ)‖1 + ‖uτ (t′)‖1

)×

×
t′+(k−1)τ∑

t=t′

{‖ûτ (t)‖1 +
1
ε
‖û+

τ ‖2L2(Γ1)
+ 1

} ≤

≤ kC

T−τ∑
t=0

τ
{‖ûτ (t)‖21 +

1
ε
‖û+

τ ‖2L2(Γ1)
+ 1

}
.

Из последнего неравенства и оценок (26) следует (28).
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4. Существуют удовлетворяющая неравенству

u(x, t) ≥ −γ п. вс. в QT (38)

функция u ∈ L2(0, T ; V ) и последовательности шагов {τ}, {ε} такие, что при
τ → 0, ε → 0

Πuτ ⇀ u в L2(0, T ; V ), (39)

ΠΦ(uτ ) = Φ(Πuτ ) → Φ(u) п. в. в QT , (40)

Πu−τ → u−, ϕ(Πuτ ) → ϕ(u) п. в. в QT , (41)

Πu+
τ ⇀ u+ в L2(0, T ;V ), Πu−τ ⇀ u− в L2(0, T ; V ), (42)

Πϕt(uτ ) ⇀
∂ϕ(u)

∂t
в L2(0, T ;V ∗). (43)

Здесь символом ⇀ обозначена слабая сходимость, Πz – кусочно-постоянное вос-
полнение z : Πz(t) =

{
z(kτ) : kτ ≤ t < (k + 1)τ

}
.

Справедливость соотношения (39) следует из априорных оценок (26) и слабой
компактности ограниченного множества в рефлексивном банаховом пространстве.
Докажем, что функция u, определенная (39), удовлетворяет неравенству (38).
Предположим обратное: пусть Q′ = {(x, t) ∈ QT : u(x, t) < −γ}, mesQ′ = α0 > 0,
hQ′ – характеристическая функция Q′. Имеем

γα0 <

∫

Q′

(−u(x, t)) dxdt =
∫

QT

(−u(x, t))hQ′(x, t) dxdt =

= lim
τ,ε→0

∫

QT

(−uτ )hQ′(x, t) dxdt ≤ γα0. (44)

При получении последней оценки в (44) использовалось неравенство (22). Полу-
ченное противоречие доказывает, что (38) выполнено.

Утверждение (40) следует из (39), оценок (26), (28) и леммы 1.9 из [3]. Убедимся
в справедливости соотношений (41). Заметим, что Φ(ξ) = 0 для всех ξ ≥ 0, поэтому
Φ(uτ ) = Φ(−u−τ ), а Φ(u) = Φ(−u−), и, следовательно,

ΠΦ(−u−τ ) → Φ(−u−) п. вс. в QT при τ → 0. (45)

На (−γ, 0] функция Φ монотонно возрастает и непрерывна, поэтому из (45) и (38)
следует, что Πu−τ → u− п. вс. в QT . Из этого соотношения, равенства ϕ(uτ ) =
= ϕ(−u−τ ) и непрерывности функции ϕ следует (41). Убедимся в справедливо-
сти (42). Заметим, что из оценки (26) вытекает равномерная ограниченность по-
следовательностей Πû−τ и Πû+

τ по норме пространства L2(0, T ;V ). Значит, най-
дутся последовательность {τ ′} ⊂ {τ} и элементы z1 и z2 из L2(0, T ;V ) такие, что
Πu−τ ′ ⇀ z1 в L2(0, T ; V ), Πu+

τ ′ ⇀ z2 в L2(0, T ;V ). Из равенства слабого предела
и предела почти всюду (см. [20, c. 39]) следует, что z1 = u−. Переходя к пределу
в равенстве Π u+

τ ′ = Πuτ ′+ Πu−τ ′ , нетрудно убедиться в том, что z2 = u+.
Заметим, что оценка (27) влечет существование подпоследовательности, для

которой
Πϕt(uτ ) ⇀ ξ в L2(0, T ;V ∗). (46)

Докажем, что

ξ =
∂ϕ(u)

∂t
. (47)
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Пусть z̄ ∈ C∞(0, T ; C∞0 (Ω)), z̄(x, T ) = 0, z – снос функции z̄ в точки сетки ω̄τ .
Воспользовавшись формулой суммирования по частям, запишем равенство

T−τ∑
t=0

τ

∫

Ω

ϕt(uτ )ẑ dx = −
T−τ∑
t=0

τ

∫

Ω

ϕ(ûτ )zt dx−
∫

Ω

ϕ
(
u0(x)

)
z(x, 0) dx,

или

T∫

0

∫

Ω

Πϕt(uτ )Πẑ dxdt = −
T∫

0

∫

Ω

Πϕ(ûτ )Πzt dxdt−
∫

Ω

ϕ
(
u0(x)

)
z(x, 0) dx, (48)

Учитывая (46), в равенстве (48) совершим предельный переход при τ, ε → 0 . Тогда

T∫

0

〈ξ, z̄〉 dt = −
T∫

0

∫

Ω

ϕ(u)
∂z̄

∂t
dxdt−

∫

Ω

ϕ
(
u0(x)

)
z̄(x, 0) dx. (49)

Из (49) нетрудно получить, во-первых, соотношение (43) и, во-вторых, равенство
∫

Ω

ϕ
(
u(x, 0)

)
z̄(x, 0) dx =

∫

Ω

ϕ
(
u0(x)

)
z̄(x, 0) dx. (50)

Из (50), очевидно, имеем, что u(x, 0) = u0(x) почти всюду в Ω. Утверждения
(39)–(43) доказаны.

5. Функция u, удовлетворяющая соотношениям (39)–(43), является обобщен-
ным решением «доопределенной» задачи.

Сначала докажем включение u ∈ L2(0, T ; K) . Для этого запишем очевидное
равенство

∫

QT

∂Πu+
τ

∂x2
z dx = −

∫

QT

Πu+
τ

∂z

∂x2
dx +

T∫

0

∫

Γ1

Πu+
τ z dx, (51)

в котором z – произвольная гладкая, определенная в QT функция, обращающаяся
в нуль в точках (Γ \ Γ1)× [0, T ] . В силу (26)

∣∣∣∣
T∫

0

∫

Γ1

Πu+
τ z dx

∣∣∣∣ ≤ ‖Πu+
τ ‖L2(Γ1)‖z‖L2(Γ1) ≤ C

√
ε‖z‖L2(Γ1) → 0 при ε → 0.

Поэтому в результате предельного перехода в (51) при τ → 0 и ε → 0 получим
равенство ∫

QT

∂u+

∂x2
z dx = −

∫

QT

u+ ∂z

∂x2
dx,

из которого следует, что предел последовательности следов Πu+
τ на Γ1 равен нулю

почти всюду, то есть u ∈ L2(0, T ; K) .
Пусть функция u удовлетворяет соотношениям (39)–(43), докажем, что u удо-

влетворяет тождеству (14). Для этого в (15) выберем z = zτ , где

zτ (x, t) =
1
τ

t+τ∫

t

z̃(x, ξ) dξ,
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z̃ – произвольная функция из C∞(QT ) такая, что z̃(x, t) = 0 , если x ∈ Γ2 или
при t = T , след z̃ на Γ1 × [0, T ] неположителен. Полученное равенство умножим
на τ и просуммируем по t от 0 до T − τ . Результат, записанный с использованием
восполнения Π , будет иметь вид

∫

QT

{
mϕt(Πûτ )Π(zτ ) +∇Πûτ · ∇Πzτ

}
dxdt ≥

≥
∫

QT

{
b(ϕ(Πûτ ))(ρg · ∇Πzτ ) + f(ϕ(Πûτ ))Πzτ

}
dxdt. (52)

В неравенстве (52) перейдем к пределу при τ → 0 , получим

T∫

0

〈
m

∂ϕ(u)
∂t

, z̃
〉

dt +
∫

QT

∇u · ∇z̃ dxdt ≥

≥
∫

QT

{
b(ϕ(u))ρ(g · ∇z̃) + f(ϕ(u))z̃

}
dxdt. (53)

Неравенство (53) справедливо для любой функции z̃ ∈ C∞(QT ) , имеющей неполо-
жительный след на Γ1 × [0, T ]. Ясно, что это неравенство выполнено и для любой
функции z̃ ∈ L2(0, T ;K), в частности, и при z̃ = z − u+, где z – произвольная
функция из L2(0, T ;K).

Далее, умножим равенство (15) при z = −û−τ на τ и просуммируем затем по t
от 0 до T − τ , тогда

m

T−τ∑
t=0

τ

∫

Ω

ϕt

(
uτ

)(− û−τ
)
dx+

T−τ∑
t=0

τ

∫

Ω

∇ûτ ·∇
(−û−τ

)
dx+

1
ε

T−τ∑
t=0

τ

∫

Γ1

û+
τ

(− û−τ
)
dx =

=
T−τ∑
t=0

τ

∫

Ω

{
b(ϕ(ûτ ))

(
ρg · ∇(− ûτ

))
+ f(ϕ(ûτ ))

(− ûτ

)}
dx. (54)

Результат, используя восполнение Π и учитывая, что û+
τ û−τ = 0 , запишем в виде

m

T∫

0

ϕt

(
Πuτ

)(−Πû−τ
)
dx +

∫

QT

(∇Πu−τ )2 dxdt =

=
∫

Ω

{
b(ϕ(Πûτ ))

(
ρg · ∇(−Πû−τ

))
+ f(ϕ(Πûτ ))

(−Πû−τ
)}

dxdt. (55)

В равенстве (55) совершим предельный переход при τ, ε → 0, учитывая соот-
ношения (39)–(43):

T∫

0

〈
m

∂ϕ(u)
∂t

,−u−
〉

dt + lim
τ→0

∫

QT

(∇Πu−τ )2 dxdt =

=
∫

Ω

{
b(ϕ(u))

(
ρg · ∇(− u−

))
+ f(ϕ(u))

(− u−
)}

dxdt. (56)
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В силу слабой полунепрерывности снизу нормы (см. [20, c. 20])

lim
τ→0

∫

QT

(∇Πu−τ )2 dxdt ≥
T∫

0

‖u−‖21 dt =
∫

QT

∇u · ∇(−u−)dxdt.

Поэтому из (56) вытекает, что

T∫

0

〈
m

∂ϕ(u)
∂t

,−u−
〉

dt +
∫

QT

∇u · ∇(−u−) dxdt ≤

≤
∫

Ω

{
b(ϕ(u))

(
ρg · ∇(− u−

))
+ f(ϕ(u))

(− u−
)}

dxdt. (57)

Вычитая из (53) при z̃ = z − u+ неравенство (57), приходим к (14). Теорема 1
доказана.

Теорема 2. Пусть функции s , b и ϑ удовлетворяют условиям A1–A3, функ-
ция f непрерывна на [0, 1] и f(0) = 0 . Тогда при любой функции p0 такой, что
ϑ(p0) ∈ V,2 существует хотя бы одно обобщенное решение задачи (1), (6), (7).

Доказательство. Пусть u – обобщенное решение задачи (3), (8), (10). Дока-
жем, что функция p = ϑ−1(u) есть обобщенное решение задачи (1), (6), (7).

Заметим, что по определению

s(p(x, t)) = ϕ̃(u(x, t)) п. вс. в QT . (58)

Далее, из принадлежности функции u пространству L2(0, T ;K) и равенства

∂u

∂xi
(x, t) = b(s(p(x, t)))

∂p

∂xi
(x, t) п. вс. в QT

следует, что

b(s(p))
∂p

∂xi
∈ L2(QT ) i = 1, 2, . . . n, . (59)

Используя (58), (59) нетрудно убедиться в том, что функция p = ϑ−1(u) удовле-
творяет интегральному тождеству (12). Справедливость равенства

s
(
p(x, 0)

)
= s

(
p0(x)

)
п. вс. в Ω

очевидна. Теорема 2 доказана.
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Abstract

In this paper, we proved the generalized solvability of a problem describing the process of
unsteady saturated-unsaturated fluid filtration in a porous medium with the condition of uni-
lateral permeability to parts of the boundary. It should be noted that the variational inequality
that arises in this case is a variational inequality of a variable type: in the saturated filtration
zone – elliptical and parabolic – otherwise. In the generalized formulation of the problem
under consideration, a classical transition based on the Kirchhoff transform to an equivalent
variational problem that is more convenient for research was used. In this paper, we consi-
dered the most interesting case, from the point of applications, when the Kirchhoff transform
maps the real axis into a semi-axis bounded below: [−γ, +∞). It is assumed that the value
of the Kirchhoff transform at a point −γ is zero. Along with the original problem with re-
striction, we considered the so-called “predefined problem” without restrictions u(x, t) ≥ −γ ,
the solution of which on the set (−∞,−γ) is assumed to be zero. Definitions of generalized
solutions to these problems in the form of variational inequalities were given. The proof of
the existence theorem for a generalized solution of the “predefined problem” was carried out
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using the methods of half-sampling and penalty. In conclusion, it was proved that the solution
to the “predetermined problem” is the solution to the original one.

Keywords: filtration, variational inequality, Kirchhoff transform, penalty half-sampling
method, Galerkin method
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