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Введение

В 1911 году в Лейденской криогенной лаборатории голландский физик

Хейке Камерлинг-Оннес впервые наблюдал явление сверхпроводимости. В ходе

экспериментов по изучению температурной зависимости электрического сопро

тивления ртутной цепи оказалось, что при достижении определенной температу

ры, ртуть переходит в состояние, при котором её электрическое сопротивление

резко падает до абсолютного нуля [1]. Такое состояние вещества, при котором

его электрическое сопротивление равно нулю, было названо сверхпроводимо

стью, а вещества в таком состоянии – сверхпроводниками. Переход вещества в

сверхпроводящее состояние происходит в очень узком температурном интерва

ле (сотые доли градуса) и поэтому считают, что переход осуществляется при

определённой температуре 𝑇𝑐, называемой критической температурой перехода

в сверхпроводящее состояние.

В 1933 г. Мейснер и Оксенфельд [2] установили, что явление сверхпроводи

мости заключается не только в полном отсутствии электрического сопротивле

ния. Они обнаружили, что магнитное поле выталкивается из сверхпроводника

независимо от того, чем это поле создано – внешним источником или током,

текущим по самому сверхпроводнику. Таким образом оказалось, что сверхпро

водник представляет собой одновременно идеальный проводник и идеальный

диамагнетик.

Первая феноменологическая теория, достаточно успешно описавшая свой

ства сверхпроводников, была предложена в 1935 г. братьями Фрицем и Хайнцем

Лондонами [3]. Лондоны основывались на двухжидкостной модели сверхпро

водника. Считалось, что при 𝑇 < 𝑇𝑐 в сверхпроводнике имеются нормальные и

“сверхпроводящие” электроны, плотность которых уменьшается с ростом тем

пературы и обращается в ноль при 𝑇 = 𝑇𝑐. В рамках этой теории были полу

ченны уравнения для электромагнитного поля в сверхпроводнике, из которых

вытекали его основные свойства: отсутствие сопротивления постоянному току
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и идеальный диамагнетизм. Теория Лондонов стала первой успешной феноме

нологической теорией сверхпроводимости, которая, однако, основывалась на

представлениях классической физики, тогда как сверхпроводимость является

чисто квантовым эффектом.

Первая феноменологическая квантовая теория была впервые предложена

только в 1950 г. Гинзбургом и Ландау [4] и основана на теории фазовых перехо

дов второго рода [5]. Согласно этой теории при фазовом переходе второго рода

происходит изменение симметрии системы при достижении некоторой критиче

ской температуры, ниже которой для сверхпроводящего состояния симметрия

оказывается понижена и, таким образом, сверхпроводящая фаза становится бо

лее упорядоченной относительно нормального состояния. В качестве количе

ственной меры, характеризующей такое упорядоченное состояние в теории фа

зовых переходов второго рода выступает параметр порядка, который отличен

от нуля при 𝑇 < 𝑇𝑐 и обращается в нуль в точке фазового перехода. В качестве

параметра порядка в теории Гинзбурга−Ландау выступает волновая функция

Ψ(r) сверхпроводящего конденсата, а теория строится на разложении свобод

ной энергии сверхпроводника по степеням Ψ вблизи критической температуры.

Таким образом область применения теории Гинзбурга-Ландау ограничивается

областью температур 𝑇𝑐 − 𝑇 ≪ 𝑇𝑐, а с другой стороны ограничена в области

непосредственной близости к точке перехода, где существенную роль начинают

играть флуктуационные эффекты. Помимо этого, несмотря на то что теория

Гинзбурга-Ландау получила дальнейшее развитие, она не объясняла явление

сверхпроводимости на микроскопическом уровне.

В том же 1950 году произошло открытие изотопического эффекта, сделан

ное Е. Максвеллом и Ч. Рейнольдсом [6], которое сыграло важную роль для

понимания природы и механизма возникновения сверхпроводящего состояния.

В ходе экспериментов с изотопами ртути было обнаруженно, что критическая

температура 𝑇𝑐 и масса атома 𝑀𝑎 связаны соотношением 𝑇𝑐𝑀
1/2
𝑎 = const, из ко

торого следует, что сверхпроводимость связана c взаимодействием электронов
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и фононов – квантами возбуждения колебаний кристаллической решетки. Раз

вивая эту идею, в 1957 г. Бардин, Купер и Шриффер разработали первую мик

роскопическую теорию сверхпроводимости (БКШ) [7]. Согласно этой теории,

электрон-фононное взаимодействие приводит к образованию связи между дву

мя электронами, удерживающей их вместе в виде так называемой куперовской

пары. При этом электроны, составляющие куперовскую пару, имеют энергию,

близкую к энергии Ферми, противоположно направленные импульсы и проек

ции спинов. Куперовские пары могут находиться в одном квантовом состоянии,

образуя сверхпроводящий конденсат, при этом возбуждённые состояния такой

системы отделены от основного конечной величиной энергетической щели Δk,

что приводит к возможности бездиссипативного протекания тока.

Изначально, в теории БКШ рассматривался случай, когда орбитальный

момент куперовской пары равен нулю 𝑙 = 0. В обычных сверхпроводниках,

которыми являются большинство металлов и их сплавы, реализуется именно

этот случай. Волновая функция сверхпроводящего конденсата Ψk(r) в этом

случае не зависит от импульса k и постоянна в импульсном пространстве.

Однако, с открытием высокотемпературной сверхпроводимости (ВТСП) в

1986 г. Карлом Александром Мюллером и Георгом Беднорцем [8] для соедине

ния La2−𝑥Ba𝑥CuO4 стало понятно, что физика сверхпроводников гораздо более

богатая и здесь необходимо привлечение нетривиальных (отличных от элек

трон-фононного) механизмов куперовского спаривания. Позже ВТСП была об

наружена для многих соединений купратов [9–11], для которых критическая

температура превышает температуру кипения жидкого азота. Возможные ме

ханизмы необычной сверхпроводимости в купратах давно и широко обсуждает

ся в научной литературе [12–14]. Родительские соединения купратов являются

антиферромагнетиками и ток не проводят. Многие авторы [12, 13, 15] сходят

ся в том, что суперобменный и спин-флуктуационный механизмы спаривания

являются основными в купратах. Наличие нетривиального спаривания и осо

бенностей зонной структуры в материалах с необычной сверхпроводимостью
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может приводить к более сложной симметрии параметра порядка, в отличии от

обычных сверхпроводников, где параметр порядка имеет s-тип симметрии. Как

правило, такие соединения относятся к сильно кореллированным электронным

системам, где могут конкурировать как сверхпроводящий, так и различные ти

пы магнитных параметров порядка.

С фундаментальной точки зрения, магнетизм и сверхпроводимость явля

ются двумя макроскопическими и существенно квантовыми физическими явле

ниями, в основе которых лежит механизм спонтанного нарушения симметрии:

калибровочной и инверсии времени, для сверхпроводимости и магнетизма, соот

ветственно. Для магнетика роль параметра порядка играет вектор намагничен

ности. Проблема сосуществования и взаимодействия этих двух антагонистиче

ских по своей природе фаз берёт своё начало с пионерских работ Гинзбурга [16],

Абрикосова – Горькова [17], Балтенспергера – Сармы [18, 19], а также Ларкина

– Овчинникова [20] и Фульде – Феррела [21] и др. На сегодняшний день эта об

ласть значительно эволюционировала, во многом из-за прогресса в области тех

нологий изготовления и дизайна высококачественных гибридных наноструктур,

и продолжает активно развиваться [22–28]. Богатая физика эффекта близости,

обеспечивающего возможность взаимодействия сверхпроводящего и магнитного

параметров порядка, интересна не только с фундаментальной точки зрения, но

также и с практической: в таких областях как сверхпроводящая электроника и

спинтроника. Здесь можно выделить два направления: это, во-первых, быстрая

одноквантовая логика (Rapid Single Flux Quantum) основанная на системе джо

зефсоновских колец с ферромагнитной слабой связью [24–26] и, во-вторых, это

логические элементы на базе планарных структур ферромагнетик (F) -сверх

проводник (S) (так называемые спиновые клапаны), переключающиеся между

двумя состояниями: сверхпроводящим и резистивным [29, 30].

Электронные корреляции, необычный магнетизм и сверхпроводимость, на

личие спиновых и орбитальных степеней свободы, делают эти системы уникаль

ными и требуют как теоретического, так и экспериментального изучения. По
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этой причине взаимодействие между магнитным порядком в ферромагнетике и

сверхпроводящим параметром порядка с различными типами симметрии из-за

эффекта близости представляет большой интерес с точки зрения фундамен

тальной физики.

Данная работа посвящена исследованию критических свойств и особенно

стей эффектов близости в системах с необычной сверхпроводимостью [31]. Та

кие системы отличаются очень сложными фазовыми диаграммами, ключевой

особенностью которых является конкуренция между упорядоченными состоя

ниями [32].

Для достижения цели были поставлены и решены следующие важные за

дачи:

• Анализ и обзор современной литературы по проблеме необычной сверх

проводимости и эффектам близости в системах сочетающих в себе сверх

проводящие и магнитные свойства.

• Построение модели контакта ферромагнетика с квазидвумерным сверх

проводящим бислойным купратом YBa2Cu3O6−𝑥, представляющего из се

бя систему двух связанных между собой сверхпроводящих плоскостей с

d- типом симметрии параметра порядка.

• Численный расчёт критической температуры 𝑇𝑐 сверхпроводящего пере

хода в рассматриваемой системе в зависимости от параметров модели.

• Расчёт и анализ фазовых диаграмм системы. Поиск возможных неодно

родных сверхпроводящих состояний Ларкина – Овчинникова и Фульде –

Феррела (так называемая ЛОФФ фаза).

Выпускная квалификационная работа состоит из введения, двух глав и

заключения. Во введении приведён обзор по ключевым теоретическим и экспе

риментальным работам по проблеме необычной сверхпроводимости. Обозначе
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на мотивация и актуальность настоящей работы, а также ставятся её цели и

задачи.

В первой главе приводится необходимый математический аппарат темпера

турных функций Грина для описания необычной сверхпроводимости. Данный

подход основан на представление статистической суммы и соответствующих

функций Грина через функциональный интеграл по грассмановым перемен

ным.

Вторая глава посвящена построению модели контакта ферромагнетика с

квазидвумерным необычным сверхпроводником. Подробно приводится вывод

основных уравнений, обоснование сделанных приближений и выбор параметров

исследуемой модельной системы.

В заключении проводится анализ и оценка полученных результатов и срав

нение их экспериментальными данными.
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Глава 1

Математический аппарат описания

сверхпроводимости

В данной главе приводится необходимый математический аппарат для опи

сания сверхпроводящего состояния. Рассматривается структура, общие свой

ства и симметрия волновой функции сверхпроводящего конденсата для син

глетного типа спаривания. Далее кратко приводится метод функционального

интеграла по грассмановым переменным, с помощью которого записываются

статистическая сумма системы и температурные функции Грина.

1.1. Симметрия волновой функции сверхпроводящего

конденсата

В 1956 году Леон Купер показал, что при наличии сколь угодно слабого

притяжения между двумя электронами возникает связанное состояние с волно

вой функцией Ψ(r1, r2), энергия которого зависит от орбитального момента [33].

Переходя к координатам центра масс пары R = (r1 + r2)/2 и относительного

движения r = r1 − r2, пространственная часть волновой функции такого со

стояния может быть разложена по сферическим функциям 𝑌𝑙𝑚(k) следующим

образом [34]

𝜓𝑙(R,k) =
𝑙∑︁

𝑚=−𝑙

𝑎𝑙𝑚(R)𝑌𝑙𝑚(k̂), 𝜓𝑙(R,k) =

∫︁
𝑑3r𝜓𝑙(R, r) 𝑒

𝑖kr, (1.1)

где k̂ = k/𝑘, а коэффициенты разложения 𝑎𝑙𝑚(R) представляют компоненты

параметра порядка. При этом волновая функция 𝜓𝑙 является четной для четных

значений орбитального момента 𝑙 и нечетной для нечетных 𝑙

𝜓𝑙(R,−k) = (−1)𝑙𝜓𝑙(R,k). (1.2)
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В то же время, согласно принципу Паули полная волновая функция пары 𝜓(k)𝜒12

должна менять знак при перестановке частиц

𝜓𝑙(r,k)𝜒12 = −𝜓𝑙(r,−k)𝜒21, (1.3)

здесь 𝜒12 – спиновая волновая функция частиц 1 и 2. Из чего следует, что спи

новое состояние куперовской пары должно быть антисимметричным в случае

четного орбитального момента, и симметричным в случае нечетного орбиталь

ного момента. Так как куперовские пары состоят из частиц со спином 1/2,

спиновое состояние пары характеризуется полным значением спина 𝑆 = 0 или

𝑆 = 1 (рис. 1.1), либо представлять суперпозицию этих состояний. В первом

Рис. 1.1. Два электрона, каждый из которых имеет спин 𝑠 = 1
2
, могут сформировать пару с

суммарным спином 𝑆 = 0 или 𝑆 = 1. рисунок взят из обзора [35]

случае пара находится в спин-синглетном состоянии. Во втором случае пара на

ходится в одном из трех возможных спин-триплетных состояний: со спиновой

проекцией 𝑆𝑧 = 0,±1. Пары с 𝑆𝑧 = ±1 называются парами с равным спином

относительно оси квантования. Спиновые состояния двух частиц строится из

состояний

| ↑⟩ =

⎛⎝1

0

⎞⎠ , | ↓⟩ =

⎛⎝0

1

⎞⎠ , (1.4)
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тогда спиновая волновая функция синглетной пары принимает вид

𝜒12 =
1√
2
(| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩) = 𝑖�̂�𝑦, (1.5)

где �̂�𝑦 – матрица Паули. Полная волновая функция при этом выглядит следу

ющим образом

Ψ(R,k) =
𝑙∑︁

𝑚=−𝑙

𝑎𝑙𝑚(R)𝑌𝑙𝑚(k̂)𝑖�̂�2. (1.6)

Свойства сверхпроводника зависят от орбитального момента пары 𝑙 и его четно

сти (типа спаривания), которые, как и параметр порядка, определяются видом

спаривательного потенциала.

1.2. Температурные функции Грина сверхпроводника

Система сверхпроводящих электронов описывается гамильтонианом Бого

любова-де Женна [36]

�̂�BdG =
∑︁
k𝛼

𝜀k�̂�
†
k𝛼�̂�k𝛼 +

∑︁
k

[︁
Δk�̂�

†
k↑�̂�

†
−k↓ +Δ*

k�̂�−k↓�̂�k↑

]︁
, (1.7)

где 𝜀k – дисперсия квазичастиц отсчитанная от энергии Ферми, �̂�†𝑖 , �̂�𝑗 – ферми

евские операторы рождения и уничтожения, удовлетворяющие антикоммутаци

онным соотношениям �̂�𝑖�̂�
†
𝑗 + �̂�†𝑗�̂�𝑖 = 𝛿𝑖𝑗, �̂�𝑖�̂�𝑗 = −�̂�𝑗�̂�𝑖 и Δk – сверхпроводящий

параметр порядка, который находится из условия самосогласования следующим

образом

Δk = − 1

𝑁

∑︁
k′

𝑉kk′⟨�̂�k′↑�̂�k′↓⟩. (1.8)

Здесь 𝑉kk′ – потенциал спаривательного взаимодействия, а угловые скобки ⟨. . .⟩

означают термодинамическое среднее с гамильтонианом �̂�BdG. Можно пока

зать (см. например [37]), что среднее от любого числа произведения ферми

онных операторов рождения и уничтожения можно представить в виде функ

ционального интеграла по грассмановым полям 𝜓, 𝜓.
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Грассмановы числа обладают следующими свойствами: 𝜓𝑖𝜓𝑗 = −𝜓𝑗𝜓𝑖,

𝜓𝑖𝜓𝑗 = −𝜓𝑗𝜓𝑖, при этом дважды применённая операция сопряжения грассмано

ва числа меняет его знак, т.е. ¯̄𝜓 = −𝜓 [38].

Введём теперь в рассмотрение следующий производящий функционал 𝑊

зависящий от источников 𝐽 , 𝐽 полей, которые также являются грассмановыми

переменными

𝑒−𝑊 [𝐽,𝐽 ] =

∫︁
𝒟[𝜓, 𝜓] exp

{︀
−𝑆(𝜓, 𝜓) + 𝐽𝜓 + 𝜓𝐽

}︀
,

𝑆 =

𝛽∫︁
0

𝑑𝜏
∑︁
k𝛼

[︀
𝜓k𝛼(𝜏)𝜕𝜏𝜓k𝛼(𝜏) +𝐻(𝜓, 𝜓)

]︀
.

(1.9)

Здесь 𝑆 – термодинамическое действие, 𝜏 – так называемое мнимиое время, а

гамильтониан в (1.9) теперь является функцией не от операторов �̂�†, �̂�, а от

соответствующих грассмановых полевых функций 𝜓, 𝜓, на которых наложены

антипериодические граничные условия (𝜓(0) = −𝜓(𝛽), 𝜓(0) = −𝜓(𝛽)). Крат

кая запись 𝐽𝜓 в (1.9) означает

𝐽𝜓 =

𝛽∫︁
0

𝑑𝜏
∑︁
k𝛼

𝐽k𝛼(𝜏)𝜓k𝛼(𝜏). (1.10)

Вариационные производные от функционала 𝑊 по соответствующим источни

кам 𝐽 , 𝐽 порождают связанные функции Грина
𝛿

𝛿𝐽k𝛼(𝜏2)

𝛿

𝛿𝐽k𝛼(𝜏1)
𝑊 = −⟨𝜓k𝛼(𝜏1)𝜓k𝛼(𝜏2)⟩ = 𝐺k𝛼(𝜏1 − 𝜏2),

𝛿

𝛿𝐽−k↓(𝜏2)

𝛿

𝛿𝐽k↑(𝜏1)
𝑊 = ⟨𝜓k↑(𝜏1)𝜓−k↓(𝜏2)⟩ = 𝐹k(𝜏1 − 𝜏2),

𝛿

𝛿𝐽−k↓(𝜏2)

𝛿

𝛿𝐽k↑(𝜏1)
𝑊 = ⟨𝜓k↑(𝜏1)𝜓−k↓(𝜏2)⟩ = −𝐹 †

k(𝜏1 − 𝜏2),

(1.11)

через которые выражаются наблюдаемые величины. Так например уравнение

самосогласования (1.8) на сверхпроводящий параметр порядка запишется сле

дующим образом

Δk = − 𝑇

𝑁

∑︁
k′𝜔

𝑉kk′𝐹k′(𝜔), 𝐹k(𝜔) =

𝛽∫︁
0

𝑑𝜏𝐹k(𝜏) 𝑒
𝑖𝜔𝜏 , (1.12)

12



где суммирование производится по нечётным (что является следствием анти

периодических граничных условий для полей 𝜓, 𝜓) мацубаровским частотам

𝜔 = 𝜋𝑇 (2𝑛+1). Функции 𝐹 †, 𝐹 в теории сверхпроводимости получили название

аномальных функций Грина, в то время, как 𝐺 – нормальная функция Грина.

Например, через нормальную функцию Грина можно выразить плотность тока

j = 𝑒𝑇
∑︁
𝜔𝛼

𝜐(k)𝐺k𝛼(𝜔)
𝑑3k

(2𝜋)3
. (1.13)

Здесь 𝜐(k) = ∇𝜀(k) – скорость квазичастицы, а 𝑒 её заряд.

Для дальнейшего удобно собрать нормальные и аномальные функции Гри

на в одну матричную функцию �̂�k(𝜔) следующим образом

�̂�k(𝜔) =

⎛⎝𝐺k↑(𝜔) 𝐹k(𝜔)

−𝐹 †
k(𝜔) 𝐺−k↓(−𝜔)

⎞⎠ . (1.14)

Для сверхпроводящей системы, описываемой гамильтонианом (1.7) матричная

функция Грина удовлетворяет следующему уравнению⎛⎝𝑖𝜔 − 𝜀k −Δk

Δ*
k −𝑖𝜔 − 𝜀−k

⎞⎠ �̂�k(𝜔) = 1̂, (1.15)

решением которого является

�̂�k(𝜔) = − 𝑖𝜔�̂�3 + Δ̂k + 𝜀k
𝜔2 + 𝜀2k + |Δk|2

, Δ̂k =

⎛⎝ 0 −Δk

Δ*
k 0

⎞⎠ . (1.16)

Таким образом, нормальная и аномальные функция Грина имеют вид

𝐺k(𝜔) =
−𝑖𝜔 − 𝜀k

𝜔2 + 𝜀2k + |Δk|2
, 𝐹k(𝜔) =

Δk

𝜔2 + 𝜀2k + |Δk|2
, 𝐹 †

k(𝜔) = 𝐹 *
k(𝜔). (1.17)

Если произвести аналитическое продолжение в комплекстную плоскость заме

ной 𝜔 → −𝑖𝐸, то положительный полюс 𝐸 функции Грина будет определять

энергию возбуждений квазичастиц. Следовательно мы приходим к выводу, что

спектр элементарных возбуждений в сверхпроводнике определяется выражени

ем

𝐸k =
√︁
𝜀2k + |Δk|2,
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из которого становится понятен смысл величины |Δk| – это энергетическая щель

в спектре, отделяющая основное состояние от допустимых возбуждённых состо

яний. Наличие такой щели приводит, в частности, к возможности бездиссипа

тивного протекания тока. Величина щели зависит от температуры и её тем

пературная зависимость определяется из уравнения самосогласования (1.12),

которое с учётом соотношений (1.17) может быть приведено к следующему ви

ду

Δk = − 𝑇

𝑁

∑︁
k′𝜔

𝑉kk′
Δk′

𝜔2 + 𝜀2
k′ + |Δk′ |2

= − 1

𝑁

∑︁
k′

𝑉kk′
Δk′

2𝐸k′
tanh

𝐸k′

2𝑇
. (1.18)

Таким образом задача сводится к нахождению решения для параметра порядка

Δk и установлению его температурной зависимости.
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Глава 2

Модель контакта ферромагнетика со

сверхпроводящим бислоем

В данной главе рассматривается модель контакта, представляющего из

себя ферромагнитную подложку на которую нанесён квазидвумерный сверх

проводник с нетривиальным куперовским спариванием. Приводится модельный

гамильтониан системы, учитывающий возможные пространственно-неоднород

ные решения для сверхпроводящего параметра порядка, возникающие за счёт

взаимодействия сверхпроводящих электронов с ферромагнетиком или с внеш

ним магнитным полем. Приводятся и обсуждаются основные результаты.

2.1. Постановка проблемы

Исследуемая система состоит из ферромагнитной подложки, на которую

нанесён тонкий слой сверхпроводника с d- типом симметрии параметра поряд

ка. Параллельно плоскости контакта приложено внешнее магнитное поле H.

Сверхпроводящая подсистема в нашей модельной задачи представляет из себя

бислой – две сверхпроводящие двумерные решётки, связанные друг с другом

за счёт тунелирования электронов проводимости с одной решётки на другую.

При этом верхнюю сверхпроводящую плоскость мы будем обозначать индек

сом t (top), а нижнюю, соответственно индексом b (bottom). Влияние ферро

магнитной подложки на сверхпроводник осуществляется за счёт зеемановского

взаимодействия электронов проводимости “живущих” на нижнем сверхпрово

дящем слое с обменным полем ℎ ферромагнетика. Схематическое изображение

геометрии исследуемого контакта представлено на рис. 2.1.

Для учёта и описания возможных пространственно-неоднородных сверх
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Рис. 2.1. Сверхпроводящий бислой на ферромагнитной подложке.

проводящих состояний будем искать решение для параметров порядка в виде

Δt
k(r) = Δt

qk𝑒
𝑖qr, Δb

k(r) = Δb
pk𝑒

𝑖pr, (2.1)

где вектора q и p определяют суммарный импульс куперовских пар в верхней

и нижней сверхпроводящих плоскостях соответственно. Зависимость от волно

вого вектора k для обоих параметров порядка соответствует d- типу симметрии

и в простейшем случае мы будем предполагать Δt,b
k ∼ cos 𝑘𝑥 − cos 𝑘𝑦.

2.2. Гамильтониан системы

Модельный гамильтониан рассматриваемой системы включает в себя че

тыре вклада

�̂� = �̂�t + �̂�b + �̂�sf + �̂�tb, (2.2)

где первые два слагаемых �̂�t и �̂�b описывают сверхпроводящие электроны в

нижней и верхней сверхпроводящих плоскостях соответственно

�̂�t =
∑︁
𝛼,k

𝜀k�̂�
†
k𝛼�̂�k𝛼 +

∑︁
k

Δt
q,k �̂�

†
k+q

2 ↑
�̂�†−k+q

2 ↓
+ h.c.,

�̂�b =
∑︁
𝛼,k

𝜀k�̂�
†
k𝛼�̂�k𝛼 +

∑︁
k

Δb
p,k �̂�

†
k+p

2 ↑
�̂�†−k+p

2 ↓
+ h.c.,

(2.3)
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вклад �̂�sf описывает взаимодействие сверхпроводящих электронов нижней плос

кости с обменным полем ферромагнетика

�̂�sf = −ℎ
∑︁
k𝛼

(�̂�3)𝛼𝛼 �̂�
†
k𝛼�̂�k𝛼, (2.4)

и, наконец, последнее слагаемое �̂�tb описывает взаимодействие нижней и верх

ней сверхпроводящих плоскостей за счёт возможности перескоков электронов

проводимости между плоскостями

�̂�tb = 𝑡⊥
∑︁
k𝛼

(︁
�̂�†k+p

2𝛼
�̂�k+q

2𝛼
+ �̂�†k+q

2𝛼
�̂�k+p

2𝛼

)︁
. (2.5)

2.3. Функции Грина модельной системы

Термодинамическое действие 𝑆 (1.9), введённое в предыдущей главе, мож

но определить путем замены соответствующих операторов рождения и уни

чтожения грассмановыми переменными [39]: �̂�k𝛼, �̂�†k𝛼 → 𝜂k𝛼, 𝜂k𝛼 и �̂�k𝛼, �̂�
†
k𝛼 →

𝜗k𝛼, 𝜗k𝛼 (опуская для краткости зависимость от мнимого времени 𝜏 )

𝑆 =

𝛽∫︁
0

𝑑𝜏

{︃∑︁
k𝛼

𝜂k𝛼𝜕𝜏𝜂k𝛼 + 𝜗k𝛼𝜕𝜏𝜗k𝛼 −𝐻[𝜂, 𝜂, 𝜗, 𝜗]

}︃
. (2.6)

Для дальнейших расчётов также удобно перейти в частотное представление с

помощью разложения в ряд Фурье по мацубаровским частотам:

𝜂k𝛼(𝜏) =
1√
𝛽

∑︁
𝜔

𝜂k𝛼(𝜔)𝑒
−𝑖𝜔𝜏 ,

𝜗k𝛼(𝜏) =
1√
𝛽

∑︁
𝜔

𝜗k𝛼(𝜔)𝑒
−𝑖𝜔𝜏

(2.7)

и собирая поля 𝜂, 𝜂, 𝜗, 𝜗 в один четырёхкомпонентный вектор 𝜓

𝜓k(𝜔) =
(︁
𝜂k+q

2 ↑(𝜔) 𝜂−k+q
2 ↓(−𝜔) 𝜗k+p

2 ↑(𝜔) 𝜗−k+p
2 ↓(−𝜔)

)︁𝑇

,

выражение для термодинамического действия (2.6) может быть записано в сле

дующей компактной форме

𝑆 =
∑︁
k𝜔

𝜓k(𝜔)
[︀
−�̌�−1

]︀
𝜓k(𝜔), (2.8)
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где матрица �̌�−1 имеет следующий явный вид

�̌�−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑖𝜔 − 𝜀k+q

2
−Δt

qk −𝑡⊥ 0

Δt*
qk −𝑖𝜔 − 𝜀−k+q

2
0 −𝑡⊥

−𝑡⊥ 0 𝑖𝜔 − 𝜀k+p
2
+ ℎ −Δb

pk

0 −𝑡⊥ Δb*
pk −𝑖𝜔 − 𝜀−k+p

2
− ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.9)

Функция Грина для рассматриваемой системы удовлетворяет уравнению

�̌�−1�̌�k(𝜔) = 1̌. (2.10)

Далее, для последующего анализа и решения (2.10) удобно ввести базисные

матрицы 𝜏𝑖, действующие в пространстве сверхпроводящих подрешёток

𝜏0 =

⎛⎝1̂ 0

0 1̂

⎞⎠ , 𝜏1 =

⎛⎝0 1̂

1̂ 0

⎞⎠ , 𝜏2 = 𝑖

⎛⎝0 −1̂

1̂ 0

⎞⎠ , 𝜏3 =

⎛⎝1̂ 0

0 −1̂

⎞⎠ , (2.11)

элементы которых представляют собой единичную матрицу размерности 2× 2,

а также 𝛾± = (𝜏0 ± 𝜏3)/2 со следующими свойствами 𝛾±𝛾± = 𝛾±, 𝛾±𝛾∓ = 0.

Кроме того, предполагая малость импульсов 𝑞 и 𝑝, разложим 𝜀±k+q
2
≈ 𝜀k± 1

2𝜐q

и 𝜀±k+p
2
≈ 𝜀k ± 1

2𝜐p, после чего уравнение (2.10) можно записать в следующем

виде

[(�̂�t − 𝜀)𝛾+ + (�̂�b − 𝜀)𝛾− − 𝑡⊥𝜏1] �̌�k(𝜔) = 1̌, (2.12)

где матрицы �̂�t,b действуют в спиновом подпространстве и равны соответствен

но

�̂�t =

⎛⎝ 𝑖Ωt −Δt
qk

Δt*
qk −𝑖Ωt

⎞⎠ , �̂�b =

⎛⎝ 𝑖Ωb −Δb
pk

Δb*
pk −𝑖Ωb

⎞⎠ , Ωt,b = 𝜔 + 𝑖Γt,b. (2.13)

Здесь мы ввели следующие обозначения Γt = 1
2𝜐q, Γb = 1

2𝜐p − ℎ. Решение

уравнения (2.12) для функции Грина �̌� будем искать в виде

�̌� = 𝑔t𝛾+ + 𝑔b𝛾− + 𝑔1𝜏1. (2.14)

Из этого выражения становится понятен смысл коэффицентов разложения: 𝑔t

и 𝑔b описывают верхнюю и нижнюю сверхпроводящие решётки соответственно,
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тогда как 𝑔1 характеризует связь между ними, когда 𝑔1 = 0 мы получим случай

двух независимых сверхпроводящих плоскостей. Подставляя выражение (2.14)

в уравнение (2.12) получаем следующую систему уравнений

(�̂�t − 𝜀)𝑔t − 𝑡⊥𝑔1 = 1,

(�̂�b − 𝜀)𝑔b − 𝑡⊥𝑔1 = 1,

(�̂�t + �̂�b − 2𝜀)𝑔1 − 𝑡⊥(𝑔t + 𝑔b) = 0.

(2.15)

Учитывая, что (�̂�t,b+ 𝜀)(�̂�t,b− 𝜀) = −Ω2
t,b− 𝜀2− |Δt,b|2 = −𝐴t,b, легко выразить

матрицы 𝑔t,b через 𝑔1

𝑔t,b = − 1

𝐴t,b
(�̂�t,b + 𝜀)(1 + 𝑡⊥𝑔1). (2.16)

Подставляя (2.16) в последнее уравнение в (2.15) получаем уравнение на мат

ричную функцию 𝑔1

[(1 + 𝑝t)�̂�t + (1 + 𝑝b)�̂�b − 𝜀(2− 𝑝t − 𝑝b)] 𝑡⊥𝑔1 = −𝑝t(�̂�t + 𝜀)− 𝑝b(�̂�b + 𝜀),

𝑝t,b =
𝑡2⊥
𝐴t,b

=
𝑡2⊥

Ω2
t,b + 𝜀2 + |Δt,b|2

.
(2.17)

Далее мы будем использовать следующее приближение

𝑝t,b ≈
𝑡2⊥

𝜔2 + 𝜀2
, (2.18)

тогда
[�̂�m − 𝑠𝜀] 𝑡⊥𝑔1 = −𝛼(�̂�m + 𝜀),

�̂�m =
1

2
(�̂�t + �̂�b), 𝛼 =

𝑡2⊥
𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥

, 𝑠 =
𝜔2 + 𝜀2 − 𝑡2⊥
𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥

.
(2.19)

Также мы пренебрегаем зависимостью 𝑔1 от импульсов q и p и от обменного

поля ℎ и рассматриваем лишь линеаризованное по Δt,b решение (2.19), которое

в этом случае приобретает простой вид

𝑔1 = 𝑡⊥
−𝜔2 + 𝑠𝜀2 + 2(1− 𝛼)𝜀𝑖𝜔�̂�3 + (1− 𝛼)𝜀(Δ̂t + Δ̂b)

(𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥)(𝜔
2 + (𝑠𝜀)2)

, (2.20)

где матрицы Δ̂t,b есть

Δ̂t,b =

⎛⎝ 0 −Δt,b

Δ*
t,b 0

⎞⎠ .
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Таким образом для 𝑔t,b получаем следующее выражение

𝑔t,b = −𝑖Ωt,b�̂�3 + Δ̂t,b + 𝜀

Ω2
t,b + 𝜀2

−𝑡2⊥
(𝑖Ωt,b�̂�3 + Δ̂t,b + 𝜀)(−𝜔2 + 𝑠𝜀2 + (1− 𝛼)𝜀(2𝑖𝜔�̂�3 + Δ̂t + Δ̂b))

(Ω2
t,b + 𝜀2)(𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥)(𝜔

2 + (𝑠𝜀)2)
.

(2.21)

Матричная структура функций 𝑔t,b имеет вид

𝑔t,b =

⎛⎝ 𝑔t,b(k, 𝜔) 𝑓t,b(k, 𝜔)

−𝑓 †t,b(k, 𝜔) 𝑔t,b(−k,−𝜔)

⎞⎠ , (2.22)

где недиагональные компоненты 𝑓t,b, 𝑓 †t,b определяют аномальные функции Гри

на для верхней (top) и нижней (bottom) сверхпроводящих подрешёток, через

которые самосогласованно определяются сверхпроводящие параметры порядка

Δt
qk = − 𝑇

𝑁

∑︁
k′ ,𝜔

𝑉kk′𝑓t(k
′
, 𝜔),

Δb
qk = − 𝑇

𝑁

∑︁
k′ ,𝜔

𝑉kk′𝑓b(k
′
, 𝜔).

, (2.23)

при этом линеаризованные по Δt,b аномальные функции 𝑓t,b имеют следующий

явный вид

𝑓t,b(k, 𝜔) = Δt,b
qk

{︃
1

Ω2
t,b + 𝜀2

− 𝑡2⊥(𝜔
2 + (3𝛼− 2)𝜀2)

(Ω2
t,b + 𝜀2)(𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥)(𝜔

2 + (𝑠𝜀)2)

}︃

+Δb,t
pk

{︃
𝑡2⊥(1− 𝛼)𝜀2

(Ω2
t,b + 𝜀2)(𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥)(𝜔

2 + (𝑠𝜀)2)

}︃
,

(2.24)

а спаривательный потенциал 𝑉kk′ = −𝐽 𝑒(k) 𝑒(k′
), где базисная функция 𝑒(k) в

случае d- типа спаривания есть 𝑒(k) = cos 𝑘𝑥 − cos 𝑘𝑦. Соответственно парамет

ры порядка для верхней и нижней подрешёток будут иметь ту же зависимость

от импульса k

Δt
qk = Δt

q 𝑒(k), Δb
pk = Δb

p 𝑒(k). (2.25)
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Подставляя (2.25) и (2.24) в уравнения самосогласования (2.23) приходим к

системе однородных линейных уравнений относительно величин Δt
q и Δb

p

𝑎11(𝑇𝑐)Δ
t
q + 𝑎12(𝑇𝑐)Δ

b
p = 0,

𝑎21(𝑇𝑐)Δ
t
q + 𝑎22(𝑇𝑐)Δ

b
p = 0,

(2.26)

условием совместности которой будет обращение в ноль детерминанта

𝑎11(𝑇𝑐)𝑎22(𝑇𝑐)− 𝑎12(𝑇𝑐)𝑎21(𝑇𝑐) = 0, (2.27)

из которого и определяется критическая температура 𝑇𝑐 системы. При этом

коэффициенты 𝑎𝑖𝑗 определяются следующим образом

𝑎11 = 1− 𝐽𝑇𝑐
𝑁

∑︁
k′𝜔

𝑒k′

Ω2
t + 𝜀2

(︂
1− 𝑡2⊥(𝜔

2 + (3𝛼− 2)𝜀2)

(𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥)(𝜔
2 + (𝑠𝜀)2)

)︂
,

𝑎22 = 1− 𝐽𝑇𝑐
𝑁

∑︁
k′𝜔

𝑒k′

Ω2
b + 𝜀2

(︂
1− 𝑡2⊥(𝜔

2 + (3𝛼− 2)𝜀2)

(𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥)(𝜔
2 + (𝑠𝜀)2)

)︂
,

𝑎21 = −𝐽𝑇𝑐
𝑁

∑︁
k′𝜔

𝑒k′

Ω2
b + 𝜀2

𝑡2⊥(1− 𝛼)𝜀2

(𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥)(𝜔
2 + (𝑠𝜀)2)

,

𝑎12 = −𝐽𝑇𝑐
𝑁

∑︁
k′𝜔

𝑒k′

Ω2
t + 𝜀2

𝑡2⊥(1− 𝛼)𝜀2

(𝜔2 + 𝜀2 + 𝑡2⊥)(𝜔
2 + (𝑠𝜀)2)

.

(2.28)

Таким образом уравнение (2.27), совместно с определениями (2.28) полностью

определяют критическую температуру системы.

2.4. Обсуждение результатов

В данном разделе мы приводим результаты численного расчёта для кри

тической температуры системы, где в качестве сверхпроводника мы рассмат

риваем соединение двухслойного купрата YBa2Cu3O6−𝑥 (YBCO) [40]. При этом

для дисперсии квазичастиц в сверхпроводящих плоскостях мы используем при

ближение ближайших соседей, которое с учётом пяти интегралов перескоков 𝑡𝑖

имеет следующий вид

𝜀k = 2𝑡1(cos 𝑘𝑥 + cos 𝑘𝑦) + 4𝑡2 cos 𝑘𝑥 cos 𝑘𝑦 + 2𝑡3(cos 2𝑘𝑥 + cos 2𝑘𝑦)

+2𝑡4(cos 𝑘𝑥 cos 2𝑘𝑦 + cos 𝑘𝑦 cos 2𝑘𝑥) + 4𝑡5 cos 2𝑘𝑥 cos 2𝑘𝑦 − 𝜇.
(2.29)
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Значения для 𝑡1 – 𝑡5 на основе данных по фотоэмиссионным экспериментам [40]

были получены в работе [41] и равны соответственно 𝑡1 = 147meV, 𝑡2 = −36.5meV,

𝑡3 = −2.4meV, 𝑡4 = 32.5meV, 𝑡5 = −1.7meV. На рисунке 2.2 изображён контур

Ферми для приведённых выше параметров при значении химического потенци

ала 𝜇 = 119.7meV.

Рис. 2.2. Контур Ферми для бислоя купрата YBa2Cu3O6−𝑥 [40]. Интегралы перескоков 𝑡1 – 𝑡5

взяты из работы [41].

Вначале рассмотрим уединённый сверхпроводящий слой без учёта под

ложки ℎ = 0 и межслойных перескоков 𝑡⊥ = 0, с константой сверхпроводя

щего спаривания 𝐽 = 65meV. Так, на рис. 2.3 приведены численные резуль

таты расчёта температурной зависимости модуля параметра порядка. Крити

ческая температура 𝑇𝑐0 такого уединённого слоя составила 𝑇𝑐0 = 95K. Вбли

зи сверхпроводящего перехода величина параметра порядка ведёт себя как

Δ(𝑇 ) ∼
√
𝑇𝑐0 − 𝑇 , что находится в полном согласии с известными результа

тами теории БКШ. С другой стороны, из полученных результатов следует, что

2Δ(0) = 2.16 𝑘B𝑇𝑐0, в то время как для обычного сверхпроводника с s- типом

симметрии параметра порядка это соотношение имеет другой числовой коэф

фициент, а именно 2Δ(0) = 3.52 𝑘B𝑇𝑐0. Далее мы рассмотрим пространственно
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Рис. 2.3. Температурная зависимость модуля параметра порядка уединённого сверхпроводя

щего слоя.

однородные решения уравнения (2.27), когда суммарный импульс куперовских

пар q и p в верхней и нижней подрешётках соответственно, равны нулю. При

этом взаимодействие между слоями предполагается слабое, с интегралом пе

рескока 𝑡⊥ = 14meV. Зависимость критической температуры 𝑇𝑐 от величины

обменного поля ℎ, действующего на электроны проводимости в нижней под

решётке, приведена на рис. 2.4(a). Видно, что с увеличением обменного поля

наблюдается монотонное подавление критической температуры. Такое поведе

ние в первую очередь связано с тем, что обменное взаимодействие ферромагне

тика стремиться выстроить спины электронов в синглетной куперовской паре

параллельно вектору обменного поля h, что приводит к “распаду” пары на два

несвязанных “нормальных” электрона, что приводит к повышению свободной

энергии системы и, как следствие, понижению критической температуры. При

этом величина критического значения обменного поля ℎ𝑐, при котором сверхпро

водимость в системе полностью исчезает, в данном случае соответствует значе

нию ℎ𝑐 = 7.25meV, что в переводе на шкалу Кельвина соответствует значению

ℎ𝑐 ≈ 84K. Таким образом мы приходим ещё к одному важному соотношению
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Рис. 2.4. (a) Зависимость критической температуры системы от величины обменного поля

для пространственно-однородного случая (q = p = 0); (b) Зависимость критической темпера

туры системы от величины суммарного импульса 𝑝 куперовских пар на нижней подрешётке,

при фиксированном значении обменного поля ℎ = 6.6K. Постоянная решётки 𝑎 = 1.

ℎ𝑐 = 0.89𝑇𝑐0. Стоит, однако, отметить, что оно получено для пространственно

однородного случая, когда параметр порядка не зависит от координаты центра

масс куперовской пары. Но как хорошо известно, в магнитных сверхпроводни

ках возможны пространственно-неоднородные фазы, так называемые состояния

Ларкина – Овчинникова [20] и Фульде – Феррела [21] (ЛОФФ-фаза), при кото

рой куперовские пары находятся в связанном состоянии с отличным от нуля

суммарным импульсом p. В этом случае параметр порядка оказывается моду

лированным в пространстве и в простейшем случае имеет вид Δk(r) = Δpk 𝑒
𝑖pr.

Такая фаза ЛОФФ может возникать только в очень узком диапазоне значений

обменного поля. Далее мы приводим результаты для возможных неоднородных

состояний, когда параметр порядка на нижней подрешётке Δb
pk модулирован в

пространстве с волновым вектором p, а на верхней подрешётке реализуется

пространственно-однородное решение для Δt
qk с q = 0. При этом величину

обменного поля мы полагаем равной ℎ = 6.6meV. На рис.2.4(b) показана зави
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симость критической температуры 𝑇𝑐 от величины суммарного импульса пары

𝑝 (направление вектора p выбрано параллельно оси 𝑘𝑥 зоны Бриллюэна). Хо

рошо видно, что данная зависимость носит немонотонный характер: вначале, с

увеличением 𝑝 критическая температура начинает расти, достигая своего мак

симального значения 𝑇max
𝑐 = 45.5K в точке 𝑝0 = 0.013, и далее монотонно

спадает. Таким образом, в интервале значений 𝑝 от 0 до 𝑝𝑐 = 0.0264 энергети

чески более выгодными оказываются ЛОФФ состояния. В данном случае бу

дет реализовываться состояния с 𝑝0 = 0.013, поскольку именно для данного

значения критическая температура является максимальной при прочих фикси

рованных параметрах системы. Физическая причина, по которой электроны в

куперовской паре приобретают отличный от нуля суммарный импульс при на

личии обменного поля, заключается в том, что в сверхпроводящем спаривании

принимают участие электроны, находящиеся примерно на одном энергетиче

ском уровне вблизи энергии Ферми. При наличии обменного взаимодействия

происходит расщепление уровней энергии электронов в паре на величину 2ℎ и

чтобы скомпенсировать это, куперовской паре необходимо приобрести суммар

ный импульс p, который определяется из условия 𝜐𝐹p = 2ℎ и, соответствен

но, равен 𝑝 ≈ 2ℎ/𝜐𝐹 . Здесь также стоит отметить, что в случае изотропной

поверхности Ферми и s- симметрии параметра порядка, критическая темпера

тура 𝑇𝑐 будет зависеть лишь от величины импульса ЛОФФ пары. Однако для

необычной сверхпроводимости, где параметр порядка имеет анизотропию в k-

пространстве, ситуация становится более интригующей и богатой, что должно

неизбежно приводить к выделенным направлениям пространственной модуля

ции параметра порядка.
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Заключение

Целью данной работы было исследование критических свойств системы с

необычной сверхпроводимостью, находящейся во взаимодействии с ферромаг

нитным материалом. В качестве сверхпроводника был рассмотрен бислой куп

рата YBa2Cu3O6−𝑥, являющейся представителем высокотемпературных сверх

проводников. Благодаря взаимодействию сверхпроводящего и магнитного пара

метров порядка в такой системе возникают интересные критические явления,

представляющие интерес не только с фундаментальной точки зрения, но и воз

можных приложений в области сверхпроводящей электроники и спинтроники.

В работе были получены следующие важные результаты и выводы:

1. Был проведен анализ современной литературы по проблеме необычной

сверхпроводимости, а также сосуществования и взаимодействия сверхпро

водящего и магнитного параметров порядка.

2. Была построена модель контакта ферромагнетика с квазидвумерным сверх

проводником YBa2Cu3O6−𝑥 с d- типом симметрии параметра порядка.

3. В рамках предложенной модели было получено уравнение на критиче

скую температуру системы 𝑇𝑐. Численно была рассчитана зависимость

𝑇𝑐 от величины обменного поля ферромагнетика, а также от величины

суммарного импульса куперовской пары.

4. Была найдена область значений суммарного импульса куперовских пар,

для которых критическая температура оказывается выше, чем в простран

ственно-однородном случае.

Главным выводом работы является то, что предложенная модель контакта фер

ромагнетика с необычным сверхпроводником предсказывает возникновение про

странственно-неоднородных ЛОФФ- состояний при определённых значениях об

менного поля.
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