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ÓÄÊ 531.19+53.088+519.25ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ Ä�ÎÁÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ:ÍÎÂÛÉ ÌÅÒÎÄ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅÍÍÎ�Î¾Ï�Î×ÒÅÍÈß¿ Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÎÉ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ�.�. ÍèãìàòóëëèíÀííîòàöèÿÍàéäåí ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë ìîìåíòîâ öåëîãî ∆

(p)
N (p = 1, 2, . . .) è äðîáíîãî ∆

(p)
N(0 < p < ∞) ïîðÿäêîâ, ðàññ÷èòàííûõ äëÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,ñîäåðæàùåé N ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê. Ìîìåíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïîçâîëÿþò ñâåñòè àíà-ëèçèðóåìóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó íàáîðó k ñòàòè-ñòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ öåëûõ ìîìåíòîâ ∆

(p)
k (p = 1, 2, . . . , k ), ïðèíàäëåæàùèõ èñõîäíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàéäåííûå óñëîâèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è áëèçîñòè, âûðà-æåííûå â òåðìèíàõ âûñøèõ ìîìåíòîâ ∆

(p)
N = ∆

(p)
N+k (p = 1, 2, . . . , k ), ïîçâîëÿþò íàéòè kíåèçâåñòíûõ óñòîé÷èâûõ òî÷åê è ïðåäñêàçàòü âîçìîæíîå áóäóùåå (óñòîé÷èâîå ïî îòíî-øåíèþ ê ïðîøëîìó âðåìåíè) ïîâåäåíèå àíàëèçèðóåìîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ôóíêöèÿ îáîáùåííîãî ñðåäíåãî (ÔÎÑ), îïðåäåëÿåìàÿ êàê G

(p)
N =

(

∆
(p)
N

)1/p , ìîæåò áûòüý��åêòèâíî èñïîëüçîâàíà ïðè àíàëèçå ñòàòèñòè÷åñêè áëèçêèõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé, ñîäåðæàùèõ áîëüøîå ÷èñëî èçìåðåííûõ òî÷åê (N ≫ 1). Íàéäåíû ïðèáëèæåííûåàíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÔÎÑ G
(p)
N äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé p èç èíòåðâàëà(−∞ < p < ∞). Îíè äàþò âîçìîæíîñòü ïîäîãíàòü ïðîèçâîëüíóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü, ïðåîáðàçîâàííóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîìåíòîâ â äåòåðìèíèðîâàííóþ ÔÎÑ, èâûðàçèòü êîëè÷åñòâåííî èñõîäíóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â òåðìèíàõ íåêîåãî¾óíèâåðñàëüíîãî¿ íàáîðà ðåäóöèðîâàííûõ (ïîäãîíî÷íûõ) ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ïðè-áëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ÔÎÑ. Ýòè ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìîé êàëèáðîâî÷íîé êðèâîé, êîãäà âîçíèêàåòíåîáõîäèìîñòü ñðàâíåíèÿ îäíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äðóãîé ïî îòíîøåíèþê èçìåíåíèÿì íåêîòîðîãî âíåøíåãî äîìèíàíòíîãî �àêòîðà (ìàëîãî ñèãíàëà). Öåëî÷èñ-ëåííûå ìîìåíòû ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà äðîáíûå è äàæå êîìïëåêñíûå ìîìåíòû, êîòîðûåïîçâîëÿþò ââåñòè îïðåäåëåíèå íåöåëûõ ìîìåíòîâ è ÔÎÑ, ñîäåðæàùèå êîìïëåêñíûå âå-ëè÷èíû. ÔÎÑ ìîæåò áûòü òàêæå ðàññìîòðåíà êàê �óíêöèÿ äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõäëÿ àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîäåðæàùèõ äâà, òðè è áî-ëåå íåçàâèñèìûõ èíäåêñà. Ñëåäóåò îñîáî ïîä÷åðêíóòü òîò �àêò, ÷òî ñòàòèñòèêà äðîáíûõìîìåíòîâ (ÑÄÌ), ïðåäëàãàåìàÿ â ýòîé ðàáîòå, ñîâåðøåííî ñâîáîäíà îò êàêèõ-ëèáî ìî-äåëüíûõ (àïðèîðíûõ) ïðåäñòàâëåíèé è ïðåäïîëîæåíèé î ïðèðîäå ñëó÷àéíîñòè è ïîýòîìóìîæåò áûòü ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàíà äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëó-÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîé öåëè íàáîð ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ,ïîëó÷àåìûõ èç ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÔÎÑ. Íàéäåíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåëè÷è-íîé äðîáíîãî ìîìåíòà è ïàðàìåòðîì íåýêñòåíñèâíîñòè q , âõîäÿùèì â îáîáùåííîå îïðåäå-ëåíèå ýíòðîïèè, ïðåäëîæåííîå Ê. Öàëëèñîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâåðõ÷óâñòâèòåëüíîñòèìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå äðîáíûõ ìîìåíòîâ (ÑÄÌ), ðàññìîòðåíà âàæíàÿ ïðî-áëåìà ïî çàùèòå ïëàñòèêîâûõ êàðòî÷åê, òîâàðíûõ çíàêîâ è äðóãèõ öåííûõ äîêóìåíòîâ îòïîääåëîê. Íåêîòîðûå ïîó÷èòåëüíûå ïðèìåðû äåòåêòèðîâàíèÿ ñâåðõñëàáûõ (S/N = 10−2 ,

10−3 ) ñèãíàëîâ, ïîëó÷åííûõ íà ìîäåëüíûõ äàííûõ è áóêâàëüíî ¾ðàñòâîðåííûõ¿ â èñ-õîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîêàçûâàþò âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü ÑÄÌ è ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå èñõîäíîé áàçû äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé ïðè ñðàâíåíèè



130 �.�. ÍÈ�ÌÀÒÓËËÈÍðåàëüíûõ øóìîâ, ìîäè�èöèðîâàííûõ âíåøíèì ìàëûì �àêòîðîì. Àíàëèç ðåàëüíûõ äàí-íûõ ïî äèýëåêòðè÷åñêîé ñïåêòðîñêîïèè, ðåàëèçîâàííûé â ðàìêàõ ÑÄÌ, ïðåäîñòàâëÿåòóíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ýêñïåðè-ìåíòàëüíîãî èçìåðåíèÿ è ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âëèÿíèå íåéòðàëüíîé àääèòèâíîé äîáàâêèñ ïîìîùüþ êàëèáðîâî÷íîé êðèâîé áåç äåòàëüíîãî çíàíèÿ ïîäãîíî÷íîé �óíêöèè, êîòîðóþíåâîçìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì â ðàìêàõ óïðîùåííûõ ìîäåëåé.ÂâåäåíèåÎáùàÿ öåëü ëþáîãî ìåòîäà ðàçâèòîãî èëè ïðåäëàãàåìîãî â ñîâðåìåííîé ïðè-êëàäíîé ñòàòèñòèêå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû óëó÷øèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü è ñå-ëåêòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì è óìåíüøèòü âîçìîæíûå ñèñòåìàòè÷åñêèåîøèáêè, ñâÿçàííûå ñ âðåìåííûìè �ëóêòóàöèÿìè âîçìîæíûõ íåêîíòðîëèðóåìûõïàðàìåòðîâ èçìåðÿåìîãî ïðèáîðà. Äðóãîé âàæíîé ïðîáëåìîé, ñóùåñòâóþùåé âïðèêëàäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ÿâëÿåòñÿ âûðàáîòêà íåêîåãî ¾óíèâåð-ñàëüíîãî¿ ÿçûêà äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõâ ïðèíöèïå ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî N1 6= N2 ñëó÷àéíûõ òî÷åê.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ðÿä ìåòîäîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-íû äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé ïðîáëåìû. Ìîæíî îòìåòèòü àíàëèç ïàðàìåòðà Õåðñòà äëÿñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ èçíà÷àëüíî �ðàêòàëüíîå ïðîèñõîæäå-íèå [1℄. Ìîùíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà èäåå âåéâëåòîâ, îáîáùàþùèõ òðàäèöèîííûéÔóðüå-àíàëèç [2�5℄, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ èçâëå÷åíèÿ ñëà-áûõ ñèãíàëîâ èç øóìîâ. Íåäàâíî äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ øóìîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé è èõ êà÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ áûë ïðåäëîæåí ìåòîä, ðàçâèòûé �.Ì. Þëüìå-òüåâûì è åãî ó÷åíèêàìè [6�8℄, îñíîâàííûé íà çàïèñè óðàâíåíèé Öâàíöèãà �Ìîðèäëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íåîáõîäèìî óïîìÿíóòü òàêæå�åíîìåíîëîãè÷åñêèé ìåòîä �ëóêòóàöèîííî-øóìîâîé ñïåêòðîñêîïèè (ÔØÑ), ïðåä-ëîæåííûé Ñ.Ô. Òèìàøåâûì ñ ñîàâòîðàìè [9�11℄, êîòîðûé îêàçàëñÿ âåñüìà ý�-�åêòèâíûì äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ íåîáû÷íîãî (àíîìàëüíîãî) ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàêèõ, êàê ïåðåìåæàåìîñòü, ñàìîîðãàíèçîâàííàÿêðèòè÷íîñòü, è âûÿâëåíèÿ âñïëåñêîâ è ðàçðûâîâ ðàçëè÷íîãî ðîäà.Îäíàêî âíèìàòåëüíûé àíàëèç ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ïî ¾ïðî÷òåíèþ¿ ðàçëè÷-íûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñó-ùåñòâóåò ¾óíèâåðñàëüíîãî¿ ÿçûêà äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ îäíîé ïðîèç-âîëüíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äðóãîé, îáëàäàþùèìè ðàçëè÷íûìè ñòà-òèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Èíûìè ñëîâàìè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâó-åò óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà ñîêðàùåííîãî îïèñàíèÿ (ðåäóêöèè) è êîëè÷åñòâåííîãîñðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ è áîëåå ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîèçâîëüíîé ïðèðî-äû, êîòîðûå îáëàäàþò ðàçëè÷íûì èëè áëèçêèì ñòàòèñòè÷åñêèì ¾ðèñóíêîì¿. Áîëååòîãî, âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ìåòîäû îáëàäàþò ìàëîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê äå-òåêòèðîâàíèþ ìàëîãî ñèãíàëà ñ àìïëèòóäîé (S ) ïî îòíîøåíèþ ê âåëè÷èíå óðîâíÿøóìà (N ), îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà S/N ≪ 1 .Ñîâñåì íåäàâíî àâòîðîì äàííîé ðàáîòû áûëè ïðåäëîæåíû íîâûå ñòàòèñòè÷å-ñêèå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èäåå êâàíòîâàííûõ ãèñòîãðàìì [12, 13℄ è ïîñòðîåíèèóïîðÿäî÷åííûõ �ëóêòóàöèîííûõ âèëîê (ðàçáðîñîâ) [14, 15℄. Ýòè íîâûå ìåòîäûäîêàçàëè ñâîþ âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü ïðè äåòåêòèðîâàíèè ñëàáûõ ñèãíàëîâ, êî-òîðûå ïîëíîñòüþ ñêðûòû âíóòðè àíàëèçèðóåìîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Åäèíñòâåííûì íåäîñòàòêîì ýòèõ íîâûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî îíè ÿâëÿ-þòñÿ íåóíèâåðñàëüíûìè è ¾ðàáîòàþò¿ äîñòàòî÷íî èçáèðàòåëüíî, ïðè÷åì ïðè÷èíûòàêîé èçáèðàòåëüíîñòè çàâèñÿò îò ñêðûòîãî â ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåí-äà, êîòîðûé ñèëüíî ìåíÿåò ñòàòèñòè÷åñêèé ¾ðèñóíîê¿ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-



ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ Ä�ÎÁÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 131ñòè è ÿâëÿåòñÿ íåêîíòðîëèðóåìûì �àêòîðîì, ïðåïÿòñòâóþùèì äåòåêòèðîâàíèþñëàáîãî ñèãíàëà. ×òîáû âûðàáîòàòü áîëåå óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû ïî äåòåêòèðîâà-íèþ ñâåðõñëàáûõ ñèãíàëîâ (S/N ≪ 1), íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ¾àçàì¿ èñõîäíîéìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ïîñòàðàòüñÿ âûðàáîòàòü ìåòîäû, êîòîðûå íå ¾÷óâ-ñòâóþò¿ íàëè÷èå òðåíäà è ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ýòîò òðåíäïðèñóòñòâóåò èëè ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò.Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à íåðàçðåøèìà, òàê êàêêàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ñâîé íåïîâòîðèìûé ñòàòèñòè÷åñêèéðèñóíîê, è ïîýòîìó ëþáûå ïîïûòêè íàéòè óíèâåðñàëüíûé êîëè÷åñòâåííûé è ðåäó-öèðîâàííûé ÿçûê äëÿ å¼ îïèñàíèÿ áåññìûñëåííû è çàâåäîìî îáðå÷åíû íà ïðîâàë.Îäíàêî âíèìàòåëüíûé àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòüñëåäóþùèé ïàðàäîêñàëüíûé âîïðîñ: ìîæíî ëè ïðîèçâîëüíóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàòü â äåòåðìèíèðîâàííóþ ãëàäêóþ êðèâóþ, âûáðàâ âêà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé òàêîé êîíòðîëèðóåìûé ïàðàìåòð, ïî îòíî-øåíèþ ê êîòîðîìó èñõîäíàÿ ñëó÷àéíîñòü ñòàíîâèòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé? Ïðèýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü ïîäîãíàíà ïîäíåêîòîðóþ àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ è ïðåäñòàâëåíà êîëè÷åñòâåííî íåêèì íàáîðîìïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ.×òîáû ïîëó÷èòü àðãóìåíòèðîâàííûé è ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ,íåîáõîäèìî âíèìàòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðîñòåéøèå ìåòîäû, ïðèíÿòûå äëÿàíàëèçà ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â òðàäèöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-ñòèêå. Åñëè áûòü äîñòàòî÷íî ñòðîãèì ïî îòíîøåíèþ ê ïîèñêó ¾óíèâåðñàëüíîãî¿ÿçûêà, ïðèãîäíîãî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåçêàêèõ-ëèáî àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé î å¼ ñòàòèñòè÷åñêîé ïðèðîäå, òî ìîæíîñêàçàòü, ÷òî çà÷àòêè òàêîãî ¾óíèâåðñàëüíîãî¿ ÿçûêà â ñòàòèñòèêå ñóùåñòâóþò ññàìîãî íà÷àëà å¼ ñòàíîâëåíèÿ. Àâòîð èìååò â âèäó, ïðåæäå âñåãî, òðàäèöèîííîåèñïîëüçîâàíèå ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî è äèñïåðñèè (ò. å. ïåðâîãî è âòîðîãî ìî-ìåíòîâ). Íî êîãäà òàêîå ñðàâíåíèå â òåðìèíàõ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè îêàçûâàåòñÿÿâíî íåäîñòàòî÷íûì, ëîãè÷íî áûëî ïîéòè äàëüøå è èñïîëüçîâàòü öåëî÷èñëåííûåìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Íî â ñèëó êàêèõ-òî íåîáúÿñíèìûõ ïðè÷èí íà-áîð öåëî÷èñëåííûõ ìîìåíòîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (ñòðîãî ãîâîðÿ, íà÷èíàÿ ñïÿòîãî) â ñîâðåìåííîé ñòàòèñòèêå îêàçàëñÿ íåâîñòðåáîâàííûì.Â ýòîé ñòàòüå ïðåäëàãàåì ïîòåíöèàëüíîìó ÷èòàòåëþ ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îñíîâàìèñòàòèñòèêè äðîáíûõ ìîìåíòîâ (ÑÄÌ), âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ âåñü íàáîð öåëî÷èñëåí-íûõ ìîìåíòîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. ÑÄÌ, èñïîëü-çóþùàÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èíäåêñ ìîìåíòà, îêàçûâàåòñÿ âåñüìàý��åêòèâíîé ïðè äåòåêòèðîâàíèè ñâåðõñëàáûõ ñèãíàëîâ, ïîëíîñòüþ ñêðûòûõ â èñ-õîäíîì øóìå, íî êàêèì-òî îáðàçîì ìîäè�èöèðóþùèõ èñõîäíûé øóìîâîé òðåíä.ÑÄÌ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæå-íèé, íàêëàäûâàåìûõ îáû÷íî íà èñõîäíûé øóì, âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðàäèöèîííóþ ñòà-òèñòèêó, îñíîâàííóþ íà 4-õ öåëî÷èñëåííûõ ìîìåíòàõ, è ïðåäîñòàâëÿåò óíèêàëüíóþâîçìîæíîñòü ïî óíè�èöèðîâàííîìó è ðåäóöèðîâàííîìó êîëè÷åñòâåííîìó ñðàâíå-íèþ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ â ïðèíöèïåðàçëè÷íîå ÷èñëî ñëó÷àéíûõ òî÷åê (N1 6= N2 ). Ñëó÷àéíûå îòëè÷èÿ èëè èñêàæåíèÿìîãóò áûòü âûðàæåíû êîëè÷åñòâåííî â òåðìèíàõ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ äëÿäåòåðìèíèðîâàííîé �óíêöèè îáîáùåííîãî ñðåäíåãî (ÔÎÑ), âû÷èñëåííîé â ïðî-ñòðàíñòâå äðîáíûõ ìîìåíòîâ. ÔÎÑ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì G
(p)
N =
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∆
(p)
N

)1/p ,ãäå ∆
(p)
N îïðåäåëÿåò àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ìîìåíòà ïîðÿäêà p äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè, îáðàçîâàííîé èç N òî÷åê. Ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû ÔÎÑ, íàéäåííûå ñ ïî-ìîùüþ ìåòîäà ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò (ÑÊ), ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå



132 �.�. ÍÈ�ÌÀÒÓËËÈÍóíèâåðñàëüíîãî è ðåäóöèðîâàííîãî ÿçûêà äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëó÷àé-íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçëè÷íîãî îáú¼ìà äðóã ñ äðóãîì. Ñòàòèñòèêà äðîáíûõìîìåíòîâ ñîâìåñòíî ñ ÔÎÑ ïîìîãàåò íàéòè óíèâåðñàëüíóþ êàëèáðîâî÷íóþ êðè-âóþ, êîãäà íåêîòîðûå ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû èìåþò ìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòü ïîîòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó äîìèíàíòíîìó âíåøíåìó �àêòîðó. Ýòîò �àêòîð ñëåã-êà âîçìóùàåò èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíîé îòïðèñóòñòâèÿ âíåøíåãî ¾ñèãíàëà¿. Âíåøíèé �àêòîð èëè ¾ñèãíàë¿ ìîæåò áûòü àñ-ñîöèèðîâàí ñ êîíöåíòðàöèåé ðàñòâîðåííîé ìàëîé ïðèìåñè, òåìïåðàòóðîé, âëàæíî-ñòüþ è ëþáûì äðóãèì âíåøíèì êîíòðîëèðóåìûì �àêòîðîì.Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ÑÄÌ è ÔÎÑ áûëî íåäàâíî ðåàëèçîâàíî â ðàáîòå[16℄, ãäå êàëèáðîâî÷íàÿ êðèâàÿ, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà, ïîçâîëèëàïîâûñèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñòàíäàðòíîãî ëàáîðàòîðíîãî ÈÊ ñïåêòðîìåòðà áîëåå÷åì íà ïîðÿäîê âåëè÷èíû ïî îòíîøåíèþ ê äåòåêòèðîâàíèþ ìàëîé êîíöåíòðàöèèðàñòâîðåííîé ïðèìåñè. Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, â òðàäèöèîííîé ñòàòèñòèêåâûñøèå ìîìåíòû ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ, õîòÿ äëÿ îïðåäåëåííûõ ïðèëîæå-íèé ìîìåíòû òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêîâ, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ àñèììåòðèèè ýêñöåññà, îêàçûâàþòñÿ âîñòðåáîâàííûìè [17, 18℄.Â ýòîé ñòàòüå õîòèì ïîêàçàòü íîâûå ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè ÑÄÌ äëÿ¾êîëè÷åñòâåííîãî¿ ïðî÷òåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ý�-�åêòèâíîñòü ÑÄÌ îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè ÔÎÑ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåòáûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöè-åé, ñîäåðæàùåé êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîâûáîð ýòîé �óíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì; å¼ âèä ñëåäóåò èç ñàìîé ñòðóê-òóðû ïîñòðîåíèÿ ÔÎÑ. Ýòè ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêñâîåîáðàçíûå ¾îòïå÷àòêè ïàëüöåâ¿, êîòîðûå ïîçâîëÿþò êîëè÷åñòâåííî ñðàâíèòü âòåðìèíàõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðóã ñ äðóãîì. ÑÄÌñâîáîäíà îò êàêèõ-ëèáî ìîäåëüíûõ (àïðèîðíûõ) ïðåäñòàâëåíèé î ïðèðîäå øóìàè ïîýòîìó ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ÑÄÌ, ìîãóò áûòü ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàíû äëÿèçâëå÷åíèÿ ñëàáûõ ñèãíàëîâ è ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ êàëèáðîâî÷íûõ êðèâûõ äëÿ âû-áîðîê ðàçëè÷íîãî îáú¼ìà. Óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ, âñåãäàìîæíî (åñëè â ýòîì åñòü íåîáõîäèìîñòü) íàéòè êîëè÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ ìåæäó äâó-ìÿ ñëó÷àéíîñòÿìè. Åñëè ýòè ðàçëè÷èÿ íåñóùåñòâåííû, òî âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòüäîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ïîïàäàÿ â êîòîðûé äâå ñðàâíèâàåìûå ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ñòàíîâÿòñÿ óæå ¾íåðàçëè÷èìûìè¿. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ¾ðàáîòàåò¿ ÑÄÌäëÿ ìàëûõ âûáîðîê, ðàçëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé âñåãî íà îäíó(!) òî÷êó. Äëÿ òàêèõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òðàäèöèîííûå ìåòîäû ñòàòèñòèêè ñòàíîâÿòñÿ óæå íåïðèìå-íèìûìè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî ÑÄÌ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïàðàìåòðîì íåýêñ-òåíñèâíîñòè q , âõîäÿùèì â îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ýíòðîïèè ïî Öàëëèñó. Â ýòîìïîäõîäå îáîáùåííàÿ ýíòðîïèÿ ïîëó÷àåò íîâîå èñòîëêîâàíèå è ìîæåò áûòü òàêæåèñïîëüçîâàíà äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Ñîäåðæàíèå ñòàòüè ðàçáèòî íà ñëåäóþùèå ðàçäåëû. Â ðàçä. 1 ðàññìàòðèâà-þòñÿ âîïðîñû ïðåäñêàçóåìîñòè è ñòàáèëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,âûðàæåííûå â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííûõ ìîìåíòîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Â ðàçä. 2ïîêàçàíî, êàê íàéòè ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû ÔÎÑ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÑÊ. Â òîìæå ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ìîìåíòîâ è ÔÎÑ íà ñëó÷àé ìíîãîìåð-íûõ (èìåþùèõ áîëåå îäíîãî èíäåêñà) ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ðàçä. 3ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó ÔÎÑ è îáîáùåííîé ýíòðîïèåé ïî Öàëëèñó. Ýòî ñîîòíîøå-íèå ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè íåýêñòåíñèâíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïî èñòîë-êîâàíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Âàæíîå ïðàê-òè÷åñêîå ïðèëîæåíèå ïî ñòàòèñòè÷åñêîé çàùèòå ïëàñòèêîâûõ êàðòî÷åê è äðóãèõöåííûõ äîêóìåíòîâ îò ïîääåëîê ðàññìîòðåíî ñõåìàòè÷åñêè â ðàçä. 4. Íåêîòîðûå



ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ Ä�ÎÁÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 133ìîäåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, äåìîíñòðèðóþùèå ìîùü ÑÄÌ â èçâëå÷åíèè ñâåðõñëàáûõñèãíàëîâ (S/N = 10−2 , 10−3) è â äåòåêòèðîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîé áëèçîñòè ðàç-ëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé, ðàññìîòðåíû â ðàçä. 5. Íåêîòîðûå ïðîáëåìû, îñíîâàííûåíà àíàëèçå ðåàëüíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ äàííûõ è ïîñòðîåíèè èñêîìûõ êàëèáðîâî÷-íûõ êðèâûõ áåç êîíêðåòíûõ çíàíèé î ïðèðîäå �èçè÷åñêîé ìîäåëè, ðàññìîòðåíû âðàçä. 6. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû ñòàòüè ïðèâîäÿòñÿ â ðàçä. 7.1. Îöåíêà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñëó÷àéíûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îñíîâàííàÿ íà öåëî÷èñëåííûõ ìîìåíòàõïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà�àññìîòðèì íåêèé îòðåçîê ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçîâàííîé ñèñòå-ìîé j = 1, 2, . . . , N òî÷åê, ëîêàëèçîâàííîé â ïîëîñå ymin ≤ {yj} ≤ ymax . Äëÿíåêîòîðîãî ìíîæåñòâà N ñëó÷àéíûõ òî÷åê àáñîëþòíûé ìîìåíò ïîðÿäêà p îïðåäå-ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:
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N , (2)ãäå p = 1, 2, . . . , k .�åøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ìîæåò ïîìî÷ü â ïðåäñêàçàíèè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé-÷èâîñòè èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â Ïðèëîæåíèè óñëîâèå (2) è ñîîòâåòñòâó-þùåå ðåøåíèå ðàññìîòðåíû áîëåå äåòàëüíî. Óñëîâèå (2) ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþñîîòâåòñòâóþùåé íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ èñêîìîãî íàáîðàñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ k òî÷åê
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N+j .Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íàõîæäåíèþ êîðíåé ñëåäóþùåãîõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

yk + a1y
k−1 + · · · + ak−1y + ak = 0 (5)äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ≤ N . Äëÿ k ≤ 4 ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðåøåíààíàëèòè÷åñêè [20℄, äëÿ 5 ≤ k ≤ 100 � ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè [21℄ ñ ïîìîùüþ ñòà-áèëüíûõ àëãîðèòìîâ, äëÿ k > 100 íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû



134 �.�. ÍÈ�ÌÀÒÓËËÈÍñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ ñòàáèëüíîñòè è òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ êîðíåé ïîëèíîìà (5).Ïîó÷èòåëüíî ïðèâåñòè ðåøåíèÿ äëÿ îäíîé è äâóõ äîáàâëÿåìûõ òî÷åê.Äëÿ k = 1

yN+1 = ∆
(1)
N , (6)äîáàâëÿåìàÿ òî÷êà äîëæíà ñîâïàäàòü ñî ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì èñõîäíîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè.Äëÿ k = 2

yN+1 = ∆
(1)
N +

√

∆
(2)
N −

(

∆
(1)
N

)2

, yN+2 = ∆
(1)
N −

√

∆
(2)
N −

(

∆
(1)
N

)2

, (7)äâå äîáàâëÿåìûå òî÷êè äîëæíû ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèÿìè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îò-êëîíåíèé, îòñ÷èòàííûõ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó âûðàæåíèÿ (6) è (7) ìîãóòáûòü èñòîëêîâàíû êàê óñëîâèå íàõîæäåíèÿ ïðåäñêàçóåìûõ òî÷åê, ñîõðàíÿþùèõñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü èñõîäíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà âûðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèì òðåì è ÷åòûð¼ì äî-áàâëÿåìûì òî÷êàì, óäîáíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ìîìåí-òîâ, îòñ÷èòàííûõ îò ïåðâîãî ìîìåíòà ∆
(1)
N :

Mp ≡
1

N

N
∑

j=1

xp
j ≡

1

N

N
∑

j=1

(

yj − ∆
(1)
N

)p

. (8)Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â Ïðèëîæåíèè, ëåãêî ïðèéòè ê âûâî-äó, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) â ýòîì ñëó÷àå óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä
xp

N+1 + xp
N+2 + · · · + xp

N+k

k
= Mp. (9)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M1 = 0 , ëåãêî ïîëó÷èòü óïðîùåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ îòûñêàíèÿèñêîìûõ êîðíåé.Ñëó÷àé òðåõ êîðíåé r = 1, 2, 3 (k = 3)

yN+r = λur + ∆
(1)
N , λ =

2M3

3M2
,

u3 − bu − b = 0, b =
27

8β
, β =

M2
3

M3
2

.

(10)Ñëó÷àé ÷åòûð¼õ êîðíåé: r = 1, 2, 3, 4 (k = 4)
yN+r = λur + ∆

(1)
N , λ =

2M3

3M2
,

u4 − bu2 − bu − c = 0,

b =
9

2β
, c =

b2

4
(γ − 2) , β =

M2
3

M3
2

, γ =
M4

M2
2

.

(11)Ýòè âûðàæåíèÿ äîïóñêàþò äàëüíåéøåå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, òàê êàê ñî-îòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé u ñîäåðæàò òîëüêî îäèí(b) (k = 3) è äâà (b è c) ïàðàìåòðà (k = 4).Äëÿ k > 4 âåëè÷èíû yN+k íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî. Ïîýòîìó ïîâåäåíèå k òî÷åê(yN+1 , yN+2 , . . . , yN+k ) ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ ïðåäñêàçóåìûì, åñëè ýòè òî÷êè



ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ Ä�ÎÁÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 135óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (3). Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü âñå ìîìåíòû â îäíèõ è òåõæå ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ, ïîëåçíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
G

(p)
N =





1

N

N
∑

j=1

yp
j





1/p

≡
(

∆
(p)
N

)1/p

. (12)Ýòî âûðàæåíèå ñëóæèò îïðåäåëåíèåì �óíêöèè îáîáùåííîãî ñðåäíåãî (ÔÎÑ) [19℄,çàâèñÿùåé îò âåëè÷èíû òåêóùåãî ìîìåíòà p . Ïîëåçíî îòìåòèòü îñíîâíûå ñâîéñòâàâûðàæåíèÿ (12). Äëÿ p = −1 îíî îïðåäåëÿåò ãàðìîíè÷åñêîå ñðåäíåå
G

(−1)
N =





1

N

N
∑

j=1

y−1
j





−1

≡
1

(

∆
(1)
N

) . (13)Äëÿ p = 0 âûðàæåíèå (12) ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ñðåäíèì
lim
p→0

G
(p)
N = exp





1

N

N
∑

j=1

ln(yj)



 =





N
∏

j=1

yj





1/N (14)è äëÿ p = 1 îíî, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ àðè�ìåòè÷åñêèì ñðåäíèì. Ïðåäåëüíûåçíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé
lim

p→∞
G

(p)
N = max(y1, y2, . . . , yN) ≡ max(y),

lim
p→−∞

G
(p)
N = min(y1, y2, . . . , yN ) ≡ min(y).

(15)ÔÎÑ G
(p)
N äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé p ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåé, ò. å.

G
(t)
N < G

(s)
N äëÿ t < s è (yj 6= 0). (16)Åñëè íàáîð (yj) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, òî âûðàæåíèå (12) ìîæíî ëåãêîîáîáùèòü íà ëþáîå ðåàëüíîå çíà÷åíèå p . Ýòî îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòüêëàññ ìîìåíòîâ è ðàññìîòðåòü íàðÿäó ñ öåëî÷èñëåííûìè ìîìåíòàìè ïðîèçâîëü-íûå äðîáíûå ìîìåíòû èíäåêñà p ∈ (0,∞) . Åñëè èñõîäíàÿ âûáîðêà ñîäåðæèò òàêæåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññå÷ü èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü íà äâå ïîëîæèòåëüíûå ÷àñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

y
(p)
j =

1

2
(yj + |yj |) , y

(n)
j = −

1

2
(yj − |yj|) . (17)Åñëè åñòü íåîáõîäèìîñòü, òî íóëè, ñîäåðæàùèåñÿ â âûðàæåíèÿõ (17), ìîãóò áûòüóäàëåíû. Äî ýòîãî ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà k äîáàâëÿåìûõ òî÷åê áûëè ðàñïî-ëîæåíû ñïðàâà îò èñõîäíîé âûáîðêè. Ïî àíàëîãèè ìîæíî ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ,êîãäà ïðåäñêàçàíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âûçûâàåòñÿ òî÷êàìè, ðàñïîëî-æåííûìè â ¾ïðîøëîì¿, ò. å. ñëåâà îò èñõîäíîé âûáîðêè. Íî àíàëèç óðàâíåíèÿ(3) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè àâòîìàòè÷åñêóþ ðåäóêöèþ èñõîäíîé âûáîð-êè ê íàáîðó k ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè èñõîäíîéâûáîðêè. Åñëè õîòèì ñîõðàíèòü ñèñòåìó (3) âíîâü â êà÷åñòâå èíâàðèàíòíîãî óñëî-âèÿ ñîõðàíåíèÿ çíà÷åíèé k öåëî÷èñëåííûõ ìîìåíòîâ, òî óñëîâèå íàõîæäåíèÿ ýòèõòî÷åê ïðèìåò âèä

Y p
1 + Y p

2 + · · · + Y p
k

k
= ∆

(p)
N , p = 1, 2 . . . , k. (18)



136 �.�. ÍÈ�ÌÀÒÓËËÈÍÑèñòåìà óðàâíåíèé (18) �îðìàëüíî òîæäåñòâåííà ñèñòåìå (3), íî ñ îäíèì ïðèí-öèïèàëüíûì îòëè÷èåì. Îíà ñâîäèò èñõîäíóþ âûáîðêó (y1, y2, . . . , yN ) ê íîâîìóíàáîðó ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè èñõîäíîé âûáîð-êè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ k = 1 ðåäóöèðîâàííàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì àðè�-ìåòè÷åñêèì (6); äëÿ k = 2 ðåäóöèðîâàííûå òî÷êè � ñ îòíîñèòåëüíîé äèñïåðñèåé,îòñ÷èòàííîé îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ñì. âûðàæåíèå (7)). Ïîýòîìó äëÿ k = 1, 2 ýòîòïîäõîä ïîäòâåðæäàåò ¾èíòóèòèâíîå¿ ñâåäåíèå èñõîäíîé âûáîðêè ê äâóì ñòàòèñòè-÷åñêè óñòîé÷èâûì âåëè÷èíàì, âûðàæåííûì â òåðìèíàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ìîìåí-òîâ. Äëÿ k = 3, 4 óðàâíåíèÿ (10) è (11) âîññòàíàâëèâàþò äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêèóñòîé÷èâûå òî÷êè, êîòîðûå èñïîëüçóþò åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå ìåðû àñèììåò-ðèè è ýêñöåññà [18℄.Äëÿ k > 4 ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîèñê âîçìîæíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðàçëè÷èé ìåæ-äó äâóìÿ ñðàâíèâàåìûìè âûáîðêàìè, åñëè íàáîð ïåðâûõ ÷åòûð¼õ âåëè÷èí, âûðà-æåííûé â òåðìèíàõ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ òî÷åê, îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûìäëÿ ýòîé öåëè.Íà ïðàêòèêå òðóäíî îæèäàòü ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ íàáîðà èç k òî÷åê, ïîëó÷àå-ìûõ èç ýêâèâàëåíòíîãî óñëîâèÿ
G

(p)
N ≡

[

∆
(p)
N

]1/p

=
[

∆
(p)
k

]1/p

≡ G
(p)
k , (19)îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàáîð k äîñòàòî÷íî âåëèê (k > 100). Â ýòîì ñëó÷àåíåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ ÔÎÑ.2. Ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÔÎÑ. Äðîáíûå è êîìïëåêñíûåìîìåíòûÄëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19), êîãäà çíà÷åíèÿ k > 100 , è äëÿáîëåå ïîëíîãî ñðàâíåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ÔÎÑ G

(p)
N1

è G
(p)
N2

(êîãäà N1, 2 îòëè÷íûäðóã îò äðóãà) ïîëåçíî íàéòè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (ïîäãîíî÷íóþ �óíêöèþ),êîòîðàÿ ìîæåò ïîäîãíàòü çàäàííóþ ÔÎÑ ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ òîãî ÷òî-áû íàéòè èñêîìóþ àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùååâûðàæåíèå
F

(p)
N =

1

N

N
∑

j=1

(

yj

ymax

)p

≡
1

N

N
∑

j=1

(θj)
p

=

=
1

N

N
∑

j=1

exp [p ln (θj)] ∼= A0 +

s
∑

n=1

An exp(−λnp). (20)Ïàðàìåòð θj = (yj/ymax) , âûðàæàþùèé îòíîøåíèå àìïëèòóäû yj ê ìàêñèìàëü-íîìó çíà÷åíèþ, âñåãäà ìåíüøå åäèíèöû. Ïîýòîìó âûðàæåíèå (20) ìîæåò áûòüçàïèñàíî â âèäå êîíå÷íîé êîìáèíàöèè ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèé. Êîý��èöè-åíò A0 îòðàæàåò âêëàä âåëè÷èí yj , êîòîðûå áëèçêè ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
(yj/ymax) ≤ 1 ; äðóãèå êîý��èöèåíòû An ñîîòâåòñòâóþò âêëàäó ñîâîêóïíîñòè ñëó-÷àéíûõ àìïëèòóä yj ñ îòíîøåíèåì (yj/ymax) ≪ 1 . Îñíîâûâàÿñü íà âûðàæåíèè(20), ëåãêî çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ÔÎÑ, îïðåäåë¼ííîå �îðìóëîé(12)

G
(p)
N = g

[

1 +

s
∑

n=1

an exp (−λnp)

]1/p

≡ ymax · (ys(p))
1/p

, (21)ãäå an = An/A0 . Ôîðìóëà (21) ïîçâîëÿåò ¾ïðî÷èòàòü¿ ïðîèçâîëüíóþ ñëó÷àé-íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â òåðìèíàõ ðåäóöèðîâàííûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ
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(an, λn) , âêëþ÷àÿ òàêæå ïëîùàäü ïîä êðèâîé (ÏÏÊ) G

(p)
N è âåëè÷èíó ymax . Äëÿâû÷èñëåíèÿ çàäàííûõ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ (an, λn) (n = 1, 2, . . . , s) ìîæíîèñïîëüçîâàòü ìåòîä ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò (ÑÊ), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü�óíêöèþ (20) â âèäå ñîâîêóïíîñòè ïðÿìûõ ëèíèé è íàéòè çíà÷åíèÿ ïîäãîíî÷íûõïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè ýòîãîý��åêòèâíîãî ìåòîäà, äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðåäñòàâëåííîãî â ðàáîòàõ [23�25℄, ìîæ-íî çàïèñàòü òîëüêî îñíîâíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå (ÎËÑ) äëÿ �óíêöèè ys(p) ,ñîäåðæàùåé òðè ýêñïîíåíöèàëüíûå �óíêöèè (s = 3). Ìíîãî÷èñëåííûå ìîäåëüíûåðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè âûðàæåíèÿ (21) äëÿ äî-ñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýêñïîíåíò íå äîëæíî ïðåâûøàòüòð¼õ èëè ÷åòûð¼õ. Ê ïðèìåðó, ÎËÑ äëÿ òð¼õ-ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè (s = 3)ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Y (p) =
6
∑

q=1

CqXq(p). (22)Çäåñü
Y (p) = F

(p)
N − 〈· · ·〉 ,

X1(p) =
p
∫

p0=1

F
(u)
N du − 〈· · ·〉 , C1 = λ1 + λ2 + λ3,

X2(p) =
p
∫

p0=1

(p − u)F
(u)
N du − 〈· · ·〉 , C2 = − (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3) ,

X3(p) = 1
2

p
∫

p0=1

(p − u)2 F
(u)
N du − 〈· · ·〉 , C3 = λ1λ2λ3.

(23)
X4(p) = p3 − 〈· · ·〉 ,

X5(p) = p2 − 〈· · ·〉 ,

X6(p) = p − 〈· · ·〉 .

(24)Âåëè÷èíû C4 , C5 , C6 ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â íà÷àëüíîéòî÷êå y
(r)
3 (p0) (r = 3, 2, 1) è íåñóùåñòâåííû äëÿ ðàñ÷åòà èñêîìûõ êîðíåé {λr}(r = 3, 2, 1) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Ñèìâîë < . . . > â (23)�(24)îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå àðè�ìåòè÷åñêîå ñðåäíåå, êîòîðîå âû÷èòàåòñÿ èç ñî-îòâåòñòâóþùåé �óíêöèè Y (p) , Xq(p) äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü îñíîâíîå òðåáî-âàíèå < ε >= 0 ìåòîäà ÌÍÊ [26℄. Íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû An (n = 0, 1, . . . , s)òàêæå íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì ÌÍÊ èç ñîîòíîøåíèÿ (20). Çäåñü óìåñòíî ïîä÷åðêíóòüñëåäóþùèå âàæíûå äîñòîèíñòâà ÔÎÑ, êîòîðûå ìîãóò íàéòè øèðîêèå ïðèìåíåíèÿïðè àíàëèçå ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû:a) Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (21) îáåñïå÷èâàåò ¾óíèâåðñàëü-íóþ¿ êîëè÷åñòâåííóþ ðåäóêöèþ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êíàáîðó ïàðàìåòðîâ (An , λn ), âêëþ÷àÿ òàêæå ÏÏÊ è âåëè÷èíó ymax .á) Âû÷èñëåííûå ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû ïîçâîëÿþò ðàçäåëèòü àìïëèòóäû ñëó-÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yj íà íåêèå îïòèìàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ãðóïïû (êëà-ñòåðû) n ñ ïàðàìåòðàìè (An , λn ), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåäóöèðîâàííîìó (ñîêðàùåí-íîìó) îïèñàíèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.â) Â ñëó÷àÿõ, êîãäà îáú¼ì âûáîðêè äîñòàòî÷íî âåëèê (N > 100), òàêîå ðåäó-öèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî èí�îðìàòèâíûì ïî îòíîøåíèþ



138 �.�. ÍÈ�ÌÀÒÓËËÈÍê íåêîòîðîìó âíåøíåìó �àêòîðó ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëåííîé îöåíêîé k êîðíåé ñè-ñòåìû óðàâíåíèé (18). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (N > 100) öåëåñîîáðàçíî ïîäîãíàòü èñðàâíèòü èñõîäíóþ �óíêöèþ G
(p)
N ñ G

(p)
k , âõîäÿùóþ â âûðàæåíèå (19) îòäåëü-íî, à çàòåì ñðàâíèòü èõ áëèçîñòü â òåðìèíàõ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ (An , λn ).Ñðàâíåíèå âûñøèõ ìîìåíòîâ, �îðìèðóþùèõ äâå ñëó÷àéíûå è ðàçëè÷íûå âûáîðêè(k 6= N ), ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì. Ïðè k = 1, 2 ïîëó÷àåì îáùåïðèíÿòîå ñîêðàùåí-íîå îïèñàíèå, âûðàæåííîå â òåðìèíàõ ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî è ñòàíäàðòíîãîîòêëîíåíèÿ. Íî òàêîå ¾îáùåïðèíÿòîå¿ îïèñàíèå, âûðàæåííîå âåëè÷èíàìè òîëüêîöåëûõ ìîìåíòîâ ∆1 , ∆2 , ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì äëÿ ñòàòèñòè-÷åñêîãî ðàçäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ.ã) ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå G

(p)
k ïî îòíîøåíèþ ê

G
(p)
N ÿâëÿåòñÿ âåñüìà èí�îðìàòèâíûì ïðè ñðàâíåíèè ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé. Åñëè äâå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêè áëèçêè äðóã äðóãó(â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ìîìåíòîâ), òî çàâèñèìîñòü G

(p)
k (G

(p)
N ) â ïðî-ñòðàíñòâå ïàðàìåòðà p äîëæíà ïðåäñòàâëÿòüñÿ ïðÿìîé ëèíèåé ñ íàêëîíîì, ðàâíûìåäèíèöå, è îòñå÷êîé, áëèçêîé ê íóëþ. Âîçìîæíûå îòêëîíåíèÿ îò ýòîãî ïðîñòîãîêðèòåðèÿ äàþò âîçìîæíîñòü äåòåêòèðîâàòü íå÷òî ¾ñòðàííîå¿ (ïðèñóòñòâèå ñèãíà-ëà èëè èçìåíåíèÿ ïðåæíåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ) â ñðàâíèâàåìûõ ñòàòèñòè-÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òàêîãî óäîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿðàññìîòðåíû â ðàçä. 6. Ýòîò ïðîñòîé àíàëèç ïîìîãàåò â äåòåêòèðîâàíèè ñàìîïîäîá-íûõ (�ðàêòàëüíûõ) êîìïîíåíò, åñëè îíè ïðèñóòñòâóþò â àíàëèçèðóåìîé ñëó÷àéíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, àìïëèòóäûêîòîðîãî ïî îòíîøåíèþ ê ñðàâíèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåííî óäîâëå-òâîðÿþò ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

yj

um

∼= λ, (λ 6= 1), j, m = l, l + 1, . . . , M. (25)Äëÿ òàêîãî îòðåçêà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äâå ÔÎÑ ñòàíîâÿòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìèäðóã äðóãó, ò. å.
G(y)

(p)
M−l+1 = λG(u)

(p)
M−l+1. (26)Óñëîâèå (26) ðàñøèðÿåò ïîíÿòèå êîððåëÿöèè, ââåäåííîå Ïèðñîíîì [26℄, è ïîìî-ãàåò îáíàðóæèòü îòðåçîê ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáëàäàþùèé ñàìîïîäîá-íûì (�ðàêòàëüíûì) ïîâåäåíèåì. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñàìîïîäîáíîå ïîâåäåíèåèäåíòè�èöèðóåòñÿ äëÿ ìíîãèõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, åñëè îíè äîëæíûìîáðàçîì óïîðÿäî÷èâàþòñÿ è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðàíæèðîâàííîãî ãðà�èêà [15℄.Ñìîòðè íèæå âûðàæåíèå (34), êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå ¾óíè-âåðñàëüíîé¿ ïîäãîíî÷íîé �óíêöèè äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ �ðàêòàëüíîãî ïîâåäåíèÿ,ñêðûòîãî â ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþïðèðîäó.Óðàâíåíèå (26) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñòàòè÷åñêóþ áëèçîñòü äâóõ ñðàâíèâàåìûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Åñëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî N1, 2ñëó÷àéíûõ òî÷åê è â ïðîñòðàíñòâå ìîìåíòîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (λ ∼= 1 è

b � äâå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû)
G

(p)
N1

= λG
(p)
N2

+ b, (27)òî òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ñòàòèñòè÷åñêè áëèç-êèå ìåæäó ñîáîé. Êîãäà âåëè÷èíà λ ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå è îòñå÷êà
b ∼= 0 , òî òàêèå äâà îòðåçêà ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ñàìîïîäîáíûå (êîððåëèðî-âàííûå) äðóã äðóãó. Åñëè âåëè÷èíû λ è b íà÷èíàþò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà p , òî



ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ Ä�ÎÁÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 139òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷-íûå äðóã äðóãó.ä) ¾Óíèâåðñàëüíîå¿ îïèñàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïîìîùüþ ÔÎÑ ìîæíîîáîáùèòü íå òîëüêî íà äåéñòâèòåëüíûå, íî è íà êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷è-íû p . Òàêîå äâóìåðíîå îáîáùåíèå ìîæåò áûòü ïîëåçíûì äëÿ âûÿâëåíèÿ áîëååòîíêèõ ðàçëè÷èé, ïðèñóòñòâóþùèõ â îäíîìåðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Êîãäà ïà-ðàìåòð p âûðàæàåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì p = u+ iv , òî ÔÎÑ (12) ïðåîáðàçóåòñÿâ ïîâåðõíîñòü âèäà
G

(p)
N = ReG

(p)
N + iIm G

(p)
N =





1

N

N
∑

j=1

yu+iv
j





1
u+iv

=

= [Mc(u, v) + iMs(u, v)]
1

u+iv = exp





1

u + iv
ln





1

N

N
∑

j=1

exp [(u + iv) ln yj]







 . (28)Ïîñëå íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòèÔÎÑ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè
Mc(u, v) =

1

N

N
∑

j=1

yu
j cos (v ln(yj)),

Ms(u, v) =
1

N

N
∑

j=1

yu
j sin (v ln(yj));

(29)
Re G

(p)
N (u, v) = exp [F (u, v)] cos [Φ(u, v)] ,

Im G
(p)
N (u, v) = exp [F (u, v)] sin [Φ(u, v)] ;

F (u, v) =
u · ln

[

√

G2
1(u, v) + G2

2(u, v)
]

u2 + v2
+

v · ϕ(u, v)

u2 + v2
,

Φ(u, v) = −
v · ln

[

√

G2
1(u, v) + G2

2(u, v)
]

u2 + v2
+

u · ϕ(u, v)

u2 + v2
;

(30)
G1(u, v) = ln





1

N

N
∑

j=1

(yj)
u cos (v · ln(yj))



 = ln (Mc(u, v)) ,

G2(u, v) = ln





1

N

N
∑

j=1

(yj)
u

sin (v · ln(yj))



 = ln (Ms(u, v)) ,

ϕ(u, v) = arctg

[

G2(u, v)

G1(u, v)

]

.

(31)
Ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà âûðàæåíèé òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, ÷òîáû âûÿâèòüòàêèå ñèòóàöèè, êîãäà ïðèìåíåíèå êîìïëåêñíûõ ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàííûìè èí�îðìàòèâíûì.



140 �.�. ÍÈ�ÌÀÒÓËËÈÍå) Îïðåäåëåíèå (12) äîïóñêàåò äàëüíåéøåå îáîáùåíèå äëÿ äâóìåðíûõ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòåé:
G(p, q) =





1

N1N2

N1
∑

j1=1

N2
∑

j2=1

(Yj1,j2)
p+q





1
p+q

. (32)Ýòà ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíà àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (12), åñëèçàìåíèòü îäíîìåðíûé ïàðàìåòð p íà p+q . Äëÿ ìíîãîìåðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,èìåþùèõ m ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò, ïî àíàëîãèè ñ âûðàæåíèåì (32) ìîæíî çàïèñàòüñëåäóþùåå âûðàæåíèå
G

(

m
∑

i=1

pi

)

=





1

N1N2 · · ·Nm

N1
∑

j1=1

N2
∑

j2=1

· · ·

Nm
∑

jm=1

(Yj1,j2,...,jm
)

m
∑

i=1

pi





(

m
∑

i=1

pi

)−1

. (33)Â ðàáîòå [15℄ áûëà èäåíòè�èöèðîâàíà íåêàÿ ¾óíèâåðñàëüíàÿ¿ �óíêöèÿ, êîòî-ðàÿ îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ òî÷åê â øèðîêîì êëàññå ñëó÷àéíûõ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò îãèáàþùåé óïîðÿäî÷åííûõàìïëèòóä (îïðåäåëÿåìûõ êàê ðàíæèðîâàííûé ãðà�èê), ïîëó÷àåìîé äëÿ äåòðåíäè-ðîâàííûõ (ò. å. íå èìåþùèõ âûðàæåííîãî òðåíäà) ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéè èìåþùèõ îòíîñèòåëüíî áîëüøóþ âûáîðêó ñëó÷àéíûõ òî÷åê (N ≥ 1000). Áûëèïðîàíàëèçèðîâàíû ìíîæåñòâà ðåàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ìåäèöèíà, ìåòåîðî-ëîãèÿ, ýêîíîìèêà è ïð.) è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îãèáàþùàÿ óïîðÿäî÷åííûõ àìïëèòóä(ðàíæèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé
y(t) = A1t

ν1 + A2t
ν2 . (34)Âû÷èñëåííûå ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû ýòîé �óíêöèè (A1(f) , A2(f) , ν1(f) , ν2(f))ïî îòíîøåíèþ ê íåêîåìó âíåøíåìó �àêòîðó (f ) ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû âòåðìèíàõ öåëûõ ìîìåíòîâ (óðàâíåíèå 5)) èëè ñ ïîìîùüþ ÔÎÑ (12). ÑÄÌ, îñíî-âàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè âûñøèõ (äðîáíûõ) ìîìåíòîâ, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíàäëÿ ïîñòðîåíèÿ êàëèáðîâî÷íûõ êðèâûõ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿçíà÷èìîãî ïîäãîíî÷íîãî ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ïðîèçâîëüíóþ ñëó÷àéíóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñîäåðæàùóþ âîçìîæíûé òðåíä) ïî îòíîøåíèþ ê êîíòðîëèðó-åìîìó âíåøíåìó �àêòîðó (êîíöåíòðàöèÿ äîáàâêè, âåëè÷èíà âíåøíåãî ïîëÿ, òåìïå-ðàòóðà, äàâëåíèå, pH-�àêòîð è ò. ä.). Çäåñü óìåñòíî âíîâü ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÑÄÌíå èñïîëüçóåò íèêàêèõ ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, îñíîâàííûõ íà òðàäèöèîííûõïðåäñòàâëåíèÿõ ãàóññîâñêîé ñòàòèñòèêè è å¼ ìîäè�èêàöèÿõ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòüòàêæå, ÷òî âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ÑÄÌ îñíîâàíû íà ñîîòíîøåíèè ìåæäó èäåí-òè�èöèðîâàííûì ÷èñëîì äîáàâëåííûõ òî÷åê (k ) è èñõîäíûì îáú¼ìîì âûáîðêè(N ). Åñëè ÷èñëî ðàçëè÷èìûõ òî÷åê îãðàíè÷åíî (k/N ≪ 1), òî êîëè÷åñòâåííàÿñõåìà, îñíîâàííàÿ íà âû÷èñëåíèè îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà öåëûõ ìîìåíòîâ â ñîîòâåò-ñòâèè ñ �îðìóëàìè (6)�(11), ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìîé. Åñëè æå íåîáõîäèìîñðàâíèòü áîëüøèå âûáîðêè (k/N ≤ 1 , N ≫ 1), êîãäà çíà÷èòåëüíûé íàáîð íà-÷àëüíûõ ìîìåíòîâ áëèçîê äðóã ê äðóãó, òî ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèáëèæåííîìâû÷èñëåíèè ÔÎÑ (21) ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñïîìîùüþ ìåòîäà ÑÊ, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì. Èíîãäà äëÿ ïîñòðî-åíèÿ èñêîìîé êàëèáðîâî÷íîé êðèâîé äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (27),à çàòåì âçÿòü ÏÏÊ â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîãî ïàðàìåòðà, âû÷èñëåííîãî äëÿ îò-íîñèòåëüíîé ðàçíîñòè (G(p)

N2
− G

(p)
N1

)

/G
(p)
N1
. Ïðèìåðû òàêîãî óïðîùåííîãî ïîäõîäàïðè äåòåêòèðîâàíèè âíåøíåãî �àêòîðà ðàññìîòðåíû íèæå â ðàçä. 5.



ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ Ä�ÎÁÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 1413. Ñâÿçü äðîáíûõ ìîìåíòîâ ñ âûðàæåíèåì äëÿ íåýêñòåíñèâíîéýíòðîïèèÂåðíåìñÿ âíîâü ê ðàññìîòðåíèþ îòðåçêà ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàêíåêîåãî íàáîðà j = 1, 2, . . . , N òî÷åê, ëîêàëèçîâàííûõ â ïîëîñå ymin ≤ {yj} ≤ ymax .Äëÿ ýòèõ N ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ìî-ìåíòà ïîðÿäêà p îïðåäåëÿåòñÿ áîëåå îáùèì âûðàæåíèåì
∆(p)

w =

N
∑

j=1

wjy
p
j , (35)ãäå çíà÷åíèÿ wj � äèñêðåòíûé íàáîð àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõñòàíäàðòíîìó óñëîâèþ íîðìèðîâêè

N
∑

j=1

wj = 1. (36)ÔÎÑ, îïðåäåë¼ííàÿ ðàíåå âûðàæåíèåì (12), ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä
G(p)

w =





N
∑

j=1

wjy
p
j





1/p

≡
(

∆(p)
w

)1/p

. (37)Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîé ýíòðîïèè,ïðåäëîæåííîé Öàëëèñîì [27�30℄
Sq = −kB

1 −
m
∑

j=1

wq
j

1 − q
≡ −kB

1 − Fq

1 − q
. (38)Çäåñü wj îïðåäåëÿåò íåêèé íàáîð âåðîÿòíîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõ ÷àñòü îòðåçêàñëó÷àéíîãî ðÿäà, ïàðàìåòð q îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó íåýêñòåíñèâíîãî ïàðàìåòðà, kB� ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü èçÿùíîå âûðàæåíèå äëÿ íåýêñòåíñèâíîé ýíòðîïèè,êîòîðîå ìîãëî áûòü ïðèìåíèìî äëÿ îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-èçâîëüíîé ïðèðîäû, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü áîëåå òî÷íî âûðàæåíèå äëÿ íàáîðàâåðîÿòíîñòåé wj , ñâÿçàííûõ ñ íåêèì îòðåçêîì ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ëþáàÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëüíûå èëè îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-íèÿ ñëó÷àéíûõ àìïëèòóä, ñîñðåäîòî÷åííûõ â ïîëîñå ymin ≤ {yj} ≤ ymax . Âíà÷àëåîïðåäåëÿåì äâå ñëó÷àéíûå, íî ïîëîæèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàññ÷èòàííûåîòíîñèòåëüíî ìîäóëÿ |yj |

y+
j =

1

2
(yj + |yj |) , y−

j = −
1

2
(yj − |yj|) . (39)Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëà òî÷åê äëÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïðåäå-ëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíàìè N± , ïîä÷èíåííûìè óñëîâèþ: N+ + N− = N .Äëÿ ýòèõ N ñëó÷àéíî ëîêàëèçîâàííûõ òî÷åê âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîéàìïëèòóäû yj ìîæåò áûòü åñòåñòâåííî îïðåäåëåíî âûðàæåíèÿìè

w+
j =

y
(+)
j

S(+)
, w−

j =
y−

j

S(−)
, (40)
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S(±) =

N±
∑

j=1

y
(±)
jâûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íîðìèðîâêó êàæäîé âåðîÿòíîñòè èç(40) íà åäèíèöó.Ñíîâà âåðíåìñÿ ê âûðàæåíèþ (38). Ñ ó÷åòîì àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé, îïðåäå-ëåííûõ âûðàæåíèÿìè (37), �óíêöèÿ Fq ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

F (s)
q =

m
∑

j=1

(

w
(s)
j

)q

=

m
∑

j=1

(

y
(s)
j

S(s)

)q

. (41)Çäåñü íîâûé èíäåêñ s îïðåäåëÿåò, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëü-íóþ (s = ±) âåòâè ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñðàâíèâàÿ ñóììó â ïîñëåäíåìâûðàæåíèè ñ îïðåäåëåíèåì âûñøèõ ìîìåíòîâ (35) è âåðîÿòíîñòÿìè èç îïðåäåëåíèÿ(40), ìîæíî óñòàíîâèòü èñêîìîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó �àêòîðîì íåýêñòåíñèâíîñòè
q è âåëè÷èíîé äðîáíîãî ìîìåíòà ïîðÿäêà q − 1 :

F (s)
q =

1

Sq−1
±

N±
∑

j=1

(

y
(s)
j

S±

)

(

y
(s)
j

)q−1

=

=
1

(

S(s)
)q−1

N±
∑

j=1

w
(s)
j

(

y
(s)
j

)q−1

=
1

(

S(s)
)q−1 ∆

(q−1)

w(s) ≡ ∆
(q−1)

w(s) . (42)Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñïðàâà ñïðàâåäëèâî äëÿ íîðìèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé y
(s)
j =⇒ y

(s)
j /S(s) . Èñïîëüçóÿ ïîõîæèå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè,ïðèâåäøèå ê âûðàæåíèþ (20), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

F (s)
q =

m
∑

j=1

(

w
(s)
j

)q

=

m
∑

j=1

wj exp

[

− (q − 1) ln

(

1

w
(s)
j

)]

=

=

m
∑

j=1

wj exp

[

− (q − 1) ln

(

S±

y
(s)
j

)]

∼= A
(s)
0 +

k
∑

n=1

A(s)
n exp

[

− (q − 1)λ(s)
n

]

. (43)Ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ âûðàæåíèþ (43). Îáû÷íî äëÿ õàðàêòå-ðèñòèêè íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóþòñÿ àðè�ìåòè÷åñêîåñðåäíåå è âåëè÷èíà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ. Íî êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ýòèâåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè è ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ ïåðâûõ äâóõ ìî-ìåíòîâ (7) ñ äâóìÿ äîáàâëåííûìè òî÷êàìè. Íî, êàê ïîêàçûâàåò íîâàÿ ñòàòèñòèêà,äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàñòå-ðèçàöèîííóþ èíòåðïðåòàöèþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé òðàêòîâêîé ñëó÷àéíûå àìïëè-òóäû, èìåþùèå ïðèìåðíî îäèíàêîâûå âåëè÷èíû àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé, ìîãóòáûòü ñãðóïïèðîâàíû â êëàñòåðû. Åñëè âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîé ãðóïïû êëàñòåðîâáëèçêà ê åäèíèöå w
(s)
j

∼= 1 , òî èõ âêëàä õàðàêòåðèçóåòñÿ àìïëèòóäîé A
(s)
0 . Â äðó-ãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ àìïëèòóä áëèçêè ê íóëþ(w(s)

j
∼= 0), òî âêëàä ýòîé k -é ïîñëåäíåé êëàñòåðíîé ãðóïïû â âûðàæåíèè (43) ñòà-íîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì, ò. å. A

(s)
k

∼= 0 . Äðóãèå ïðîìåæóòî÷íûå êëàñòåðíûåãðóïïû (n = 1, 2, . . . , k − 1) ñ âåðîÿòíîñòüþ λ
(s)
n = ln

(

1/w
(s)
n

) áóäóò ðàíæèðîâàíûìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïðåäåëüíûìè êëàñòåðàìè ñ àìïëèòóäàìè A
(s)
n , îïðåäåëÿåìûìè



ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ Ä�ÎÁÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 143ìåòîäîì ÑÊ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìå-åò ñâîþ íåýêñòåíñèâíóþ ýíòðîïèþ, õàðàêòåðèçóåìóþ âåëè÷èíîé q , ñîâïàäàþùåéñ âåëè÷èíîé (q − 1) ìîìåíòà, è ñãðóïïèðîâàííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàñòåðàìè,êàæäûé èõ êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé λ
(s)
n = ln

(

1/w
(s)
n

) è A
(s)
n . Åñëè âñåçíà÷åíèÿ w

(s)
j â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, òî çíà÷åíèÿ q îïðå-äåëåíû â èíòåðâàëå (−∞ < q − 1 < ∞). Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ êëàñòåðîâ w

(s)
j = 0(áèíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ê ïðèìåðó), òî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû q äîëæíû áûòüëîêàëèçîâàíû â èíòåðâàëå (1 < q < ∞ ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèå (43),�îðìóëà (38) äëÿ îáîáùåííîé íåýêñòåíñèâíîé ýíòðîïèè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

S(±)
q = −kB

1 −
m
∑

j=1

wq
j

1 − q
= kB

1 − ∆
(q−1)
w±

q − 1
∼=

∼= kB

1 −

[

A
(±)
0 +

k
∑

n=1
A

(±)
n exp

[

− (q − 1)λ
(±)
n

]

]

q − 1
. (44)Ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà îïðåäåëåííûì íà-áîðîì ïàðàìåòðîâ A

(±)
0 , A

(±)
n , λ

(±)
n . Ýòè ïàðàìåòðû, êàê ñëåäóåò èç (44), èìåþòòå æå ñàìûå çíà÷åíèÿ äðîáíîãî ìîìåíòà, ÷òî è äëÿ ýíòðîïèè Öàëëèñà. ×èñëî êëà-ñòåðîâ n ìîæåò áûòü èäåíòè�èöèðîâàíî ìåòîäîì ÑÊ. Ïîýòîìó ýíòðîïèÿ Öàëëèñàïîëó÷àåò äîïîëíèòåëüíîå èñòîëêîâàíèå è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð q ëî-êàëèçîâàí â èíòåðâàëå 1 < q < ∞ . Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè (44) ïðè q = 1îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì âûðàæåíèåì

S
(±)
1 = −kB

N
∑

j=1

wj ln (wj). (45)4. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàùèòà öåííûõ äîêóìåíòîâÊàê õîðîøî èçâåñòíî, íàäåæíàÿ çàùèòà äåíåæíûõ áàíêíîò, ïëàñòèêîâûõ êàðòî-÷åê, êàðòèí, ñòàðèííûõ ìàíóñêðèïòîâ è ïðî÷èõ öåííûõ äîêóìåíòîâ îò èõ ïîääåëîêìîøåííèêàìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðü¼çíóþ ïðîáëåìó â ñîâðåìåííîì ìèðå. Íå âäà-âàÿñü â å¼ äåòàëüíûé àíàëèç, â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñõåìàòè÷åñêè âîçìîæíîåïðèëîæåíèå ìåòîäà ÑÄÌ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé çàùèòû íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè,êîòîðàÿ äîëæíà áûòü íàäåæíî çàùèùåíà îò ïîääåëêè (âîçìîæíîãî êîïèðîâàíèÿ).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü íà ðèñ. 1. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü ïëà-ñòèêîâîé êàðòî÷êè è ñëó÷àéíûå òî÷êè (îòìå÷åííûå êðåñòèêàìè), íàíåñåííûå ñïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ìàñêè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ çàùèòóýòîé ïîâåðõíîñòè. Òåõíîëîãèÿ íàíåñåíèÿ ýòèõ òî÷åê çäåñü íå îáñóæäàåòñÿ, òàê êàêïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ è íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó. ×èñëî ìàðêèðîâàííûõ òî-÷åê, ðàâíîå 40, è ìåñòî èõ ëîêàëèçàöèè íà çàäàííîé ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþò íåêóþêîí�èäåíöèàëüíóþ èí�îðìàöèþ. Ñóùåñòâóåò íåêèé ïîòåíöèàëüíûé ¾ìîøåííèê¿,êîòîðûé õî÷åò ñîçäàòü �àëüøèâóþ êàðòî÷êó è òåì ñàìûì çàìåíèòü åþ íàñòîÿ-ùóþ. Äîïóñòèì, ÷òî îí èí�îðìèðîâàí î ìåñòå íàíåñåíèÿ çàùèòíûõ òî÷åê è äàæåçíàåò òî÷íîå èõ ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåöèàëüíîå óñòðîéñòâî, ¾íàñòðîåííîå¿ íà÷òåíèå èñòèííûõ òî÷åê, ëåãêî ðàñïîçíà¼ò �àëüøèâóþ êàðòî÷êó, îðèåíòèðóÿñü íà
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�èñ. 1. Âîîáðàæàåìàÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèêîâîé êàðòî÷êè, ñîäåðæàùàÿ 40 èñòèííûõ òî-÷åê, îòìå÷åííûõ çâåçäî÷êàìè, è 40 èìèòèðîâàííûõ (�àëüøèâûõ) òî÷åê, îòìå÷åííûõ ÷åð-íûìè êðóæî÷êàìèòîò �àêò, ÷òî ìåñòà íàíåñåíèÿ èñòèííûõ è �àëüøèâûõ òî÷åê ðàçëè÷àþòñÿ ìåæ-äó ñîáîé. Ýòè îòëè÷èÿ ëåãêî äåòåêòèðóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå êîý��èöèåíòîâ õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà è ïî ÷èñëó îòëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé êîðíåé. Ýòèðàçëè÷èÿ ïîêàçàíû, ñîîòâåòñòâåííî, íà ðèñ. 2 è 3.Äîïóñòèì òåïåðü áîëåå ñåðü¼çíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ïîòåíöèàëüíûé ìîøåííèêçíàåò ëîêàëèçàöèþ íà ïîâåðõíîñòè âñåõ èñòèííûõ òî÷åê, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé.Ýòà âîçìîæíàÿ ñèòóàöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4. Âîçìîæíî ëè îòëè÷èòü ñòàòè-ñòè÷åñêîå ðàçëè÷èå âñåãî â îäíó òî÷êó â äàííîé ñèòóàöèè? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5 è 6. Âíîâü, êàê è â ïåðâîì ñëó-÷àå, ìîæíî ýìïèðè÷åñêè îïðåäåëèòü ïîðÿäîê õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, êî-òîðûé âûÿâëÿåò ýòî ðàçëè÷èå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îí ðàâåí 20. Ïîÿâëåíèåêîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé äåëàåò ýòè ðàçëè÷èÿ îñîáåííî ÿðêèìè. Åñëè ýòàñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòáèðàåòñÿ êàê âûáîðêà èç áîëåå ðàñøèðåííîé ñî-âîêóïíîñòè è äåòåêòîð, íàñòðîåííûé íà ¾÷òåíèå¿ èñòèííîé êàðòî÷êè, ¾çíàåò¿ îáú-¼ì âûáîðêè, îòîáðàííûé äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ, çàâèñÿùèé îò äðóãèõ ñëó÷àéíûõ, íîóïðàâëÿåìûõ �àêòîðîâ, òî ïîääåëêà òàêîé êàðòî÷êè ñòàíîâèòñÿ ïîïðîñòó íåâîç-ìîæíîé. Ýòà ïðîñòàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé çàùèòû, äëÿ îñó-ùåñòâëåíèÿ å¼ â ðåàëüíîñòè åñòåñòâåííî íóæäàåòñÿ â îïðåäåëåííîé ìîäè�èêàöèèè àäàïòàöèè è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ñîâîêóïíîñòè ñ äðóãèìè ìåðàìè çàùèòû,èñïîëüçóåìûìè äëÿ çàùèòû öåííûõ äîêóìåíòîâ.Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïåðâûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà âû÷èñëåíèè èñêîìûõ êîð-íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (5), ñ âû÷èñëåíèåì ÔÎÑ, ñâÿçàííîé ñ ðàñ÷åòîìïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ, �èãóðèðóþùèõ â âûðàæåíèè (30). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòàïîäãîíî÷íîé �óíêöèè äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèðàçëè÷àþòñÿ âñåãî íà îäíó òî÷êó, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7.



ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ Ä�ÎÁÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 145

0 5 10 15 20
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Region of differences 

 aTR
 bFL

C
oe

ffi
ci

en
ts

 o
f p

ol
yn

om
ia

l

Order of characteristic polynomial�èñ. 2. Ïîêàçàíî êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîëèíîìà-ìè, ïîñòðîåííûìè ïðè ðàçíûõ êîý��èöèåíòàõ, âû÷èñëåííûõ ïî �îðìóëå (4). Ïîðÿäîêõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí 19
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Number of roots (19)�èñ. 3. �àçëè÷èå ìåæäó êîý��èöèåíòàìè äâóõ ïîëèíîìîâ (ðèñ. 2) ñòàíîâèòñÿ áîëåå çà-ìåòíûì, åñëè âû÷èñëèòü 19 êîðíåé ýòèõ ïîëèíîìîâ. Ýòè ðàçëè÷èÿ ïîêàçàíû ñòðåëêàìè. Âðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ¾íå�èçè÷åñêèå¿ êîìïëåêñíûå êîðíè. Â ýòîì ñëó÷àåîíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ñðàâíåíèÿ, òàê êàê ÷èñëåííàÿ ïðîãðàììà, ïðèìåíÿåìàÿäëÿ èõ ðàñ÷åòà, îäíà è òà æå ñàìàÿ äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ
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�èñ. 4. Ïîïûòêà ïîòåíöèàëüíîãî ìîøåííèêà èìèòèðîâàòü âñå çàùèòíûå (èñòèííûå) òî÷-êè, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé, ïîêàçàííîé ñòðåëêîé. Âîçìîæíî ëè ðàçëè÷èòü äâå ñëó÷àéíûåïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòëè÷àþùèåñÿ âñåãî ëèøü îäíîé òî÷êîé?Ýòîò âàæíûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îòëè-÷àþùèåñÿ âñåãî íà îäíó òî÷êó!) ìîãóò áûòü (åñëè â ýòîì åñòü íåîáõîäèìîñòü) îò-äåëåíû äðóã îò äðóãà è, ñëåäîâàòåëüíî, ÔÎÑ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâåâåñüìà ÷óâñòâèòåëüíîãî äåòåêòîðà äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ¾ïðî÷òåíèÿ¿ è ïîñëåäó-þùåãî ðàçäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû âòåðìèíàõ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ An è λn .5. Ìîäåëüíûå ýêñïåðèìåíòû5.1. Äåòåêòèðîâàíèå ïðåîáëàäàþùåãî �àêòîðà (ñâåðõñëàáîãî ñèãíà-ëà). Ïðîáëåìà äåòåêòèðîâàíèÿ ñâåðõñëàáûõ ñèãíàëîâ, êîãäà àìïëèòóäà âîçìîæ-íîãî ñèãíàëà (S ) ìåíüøå, ÷åì ñðåäíÿÿ àìïëèòóäà øóìà (N ) (S/N < 1), ÿâëÿåòñÿâàæíîé ïðè àíàëèçå ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íå âäàâàÿñü â äåòàëüíîå îá-ñóæäåíèå ýòîé ïðîáëåìû, ïîêàæåì, êàê èñïîëüçîâàòü ÔÎÑ äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿèñêàæåíèé, âûçâàííûõ âëèÿíèåì íåêîòîðîãî ìàëîãî ïðåîáëàäàþùåãî �àêòîðà.�àññìîòðèì íåêèé ñëó÷àéíûé ìîäåëüíûé øóì, èìåþùèé ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-ëåíèå, ñ àìïëèòóäàìè, ëîêàëèçîâàííûìè â èíòåðâàëå ninj ∈ [0, 1] . ×èñëî òî÷åêðàâíî j = 1, 2, . . . , N (N = 400), ïåðåìåííàÿ xj ëîêàëèçîâàíà â èíòåðâàëå [0, 10.0℄.Ê ýòîìó íà÷àëüíîìó øóìó äîáàâëÿåì ñèãíàë ñ ìàëîé àìïëèòóäîé a ∈ [0.01,−0.1] ,âûðàæåííîé â âèäå �óíêöèè sin2(Ω · xj) (Ω = 1). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà ýòîãî÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå
nsj = ninj(1 + a sin2(Ωxj)). (46)
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Order of characteristic polynomial�èñ. 5. Ýòîò ðèñóíîê äàåò óòâåðäèòåëüíûé îòâåò è ïîêàçûâàåò, ÷òî èñêîìîå ðàçëè÷èåìîæåò áûòü âûÿâëåíî íà êîý��èöèåíòàõ ñðàâíèâàåìûõ ïîëèíîìîâ (â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿ-äîê ïîëèíîìà ðàâåí äâàäöàòè). Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà, èñõîäíîå ðàçëè÷èå â îäíóòî÷êó ïîðîæäàåò â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè 7 ðàçëè÷íûõ êîý��èöèåíòîâ! Ïîðÿäîê ïîëèíîìàíàõîäèòñÿ ýìïèðè÷åñêè
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Number of roots�èñ. 6. �àçëè÷èÿ, ïðåäñòàâëåííûå íà ïðåäûäóùåì ðèñóíêå, ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ÿâñòâåííû-ìè, åñëè âû÷èñëèòü êîðíè ýòèõ ïîëèíîìîâ. Êàê è ðàíåå, êîìïëåêñíûå êîðíè âûÿâëÿþòíàèáîëüøèå ðàçëè÷èÿ, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ âñåãî ëèøü îäíîé òî÷êîé (!), ïîêàçàííîéíà ðèñ. 4
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Number of moments�èñ. 7. Äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 4, ìîæíî ðàññ÷è-òàòü ÔÎÑ è ïîäîãíàòü å¼ ïî �îðìóëàì (21)�(23). Ïîäãîíî÷íàÿ �óíêöèÿ ñîäåðæèò òðèýêñïîíåíòû è ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû ðàâíû (â ñêîáêàõ äàíû âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâó-þùèå ¾�àëüøèâîé¿ �óíêöèè): A1 = 0.5127 (0.4886), A2 = 0.1740 (0.1765), A3 = 0.0631(0.0876), λ1 = −0.6983 (−0.6959), λ2 = −0.2546 (−0.2548), λ3 = −0.0921 (−0.0920). Ýòèâåëè÷èíû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîé êîëè÷åñòâåííîé ìåðû äëÿäè��åðåíöèàöèè äâóõ áëèçêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéÒàê êàê àìïëèòóäà äîáàâëåííîãî ñèãíàëà î÷åíü ìàëà, òî ñèãíàë âèçóàëüíî íå ìî-æåò áûòü îáíàðóæåí, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ. 8. Ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâà-íà ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçìîæíî ëè îáíàðóæèòü âëèÿíèå ìàëîãî ïðåîáëàäàþùå-ãî �àêòîðà, êîòîðûé èçíà÷àëüíî âûðàæåí â âèäå �óíêöèè ∼ sin2(Ωxj) , à çàòåìâûðàçèòü â �îðìå âîçðàñòàþùåé �óíêöèè f(a) ïî îòíîøåíèþ ê ìîíîòîííîìóèçìåíåíèþ àìïëèòóäû a?Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè èñêîìóþ çàâèñèìîñòü (êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíàêàê êàëèáðîâî÷íàÿ êðèâàÿ), ìû âûïîëíèëè ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó:1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (12) áûëè âû÷èñëåíû ÔÎÑ, ñîîòâåòñòâóþùèåèñõîäíîìó øóìó è øóìó, ìîäè�èöèðîâàííîìó ìàëûì ñèãíàëîì. Íàèáîëåå óäîáíûìïðåäñòàâëåíèåì äëÿ âûÿâëåíèÿ âëèÿíèÿ ìàëîãî �àêòîðà ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü
Gs,

(p)
N (ñîäåðæàùèé âîçìîæíûé ñèãíàë) ïðîòèâ G0,

(p)
N (ÔÎÑ äëÿ ñåãìåíòà áåçñèãíàëà), âû÷èñëåííîãî â ïðîñòðàíñòâå ìîìåíòîâ. �èñ. 9 ïîêàçûâàåò ìîíîòîííîåèçìåíåíèå øóìà (â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû âíåøíåé àìïëèòóäû a) â ïðèñóòñòâèèñèãíàëà Gs,

(p)
N îò �óíêöèè G0,

(p)
N , ñîîòâåòñòâóþùåé ¾÷èñòîìó¿ øóìó.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü ýòè ìîíîòîííûå èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâåííî â çàâè-ñèìîñòè îò àìïëèòóäû a , íóæíî âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïîä êðèâîé (ÏÏÊ), îáðàçî-
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j�èñ. 8. Èçîáðàæåíû äâå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíà (îòìå÷åííàÿ ñåðûì öâå-òîì) ñîäåðæèò ìàëîå âîçìóùåíèå (ñèãíàë) ñ àìïëèòóäîé a = 0.07 . Âèçóàëüíî ïðèñóò-ñòâèå ñèãíàëà íåçàìåòíî. Íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû äëÿ âûÿâëåíèÿ òàêèõ ìàëûõâîçìóùåíèé. Ïðèñóòñòâèå ñèãíàëà ìîæåò áûòü çàìå÷åíî ñ ïîìîùüþ ÔÎÑ, âû÷èñëåííîéè ïðåäñòàâëåííîé îñîáûì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå äðîáíûõ ìîìåíòîââàííîé îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòüþ

D(p) =
(

G
(p)
s,N − G

(p)
0,N

)/

G
(p)
0,N . (47)Âåëè÷èíà ÏÏÊ (S ), âû÷èñëåííàÿ äëÿ �óíêöèè D(p) , ïîêàçàíà íà ðèñ. 8. Ýòà êðè-âàÿ, îòðàæàþùàÿ ìîíîòîííîå ïîâåäåíèå �àêòîðà S(a) , ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíàâ êà÷åñòâå êàëèáðîâî÷íîé êðèâîé.Íà ïðàêòèêå òðóäíî îæèäàòü, ÷òî íà÷àëüíûé ¾øóì¿ è øóì, èñêàæåííûé ïðè-ñóòñòâèåì ìàëîãî ñèãíàëà, ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì. Ïîýòîìó ñ ñàìîãî íà÷àëàíåîáõîäèìî ñðàâíèòü äâå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ëèøü ïîñëå òîãî ¾ïî-äîçðèòåëüíóþ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èñêàæåííóþ ïðèñóòñòâèåì ñèãíàëà (âíåøíåãî�àêòîðà). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî øóìà ìû âûáðàëè øóì, ïîä÷èíÿþùèéñÿ ðàâíî-ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Êàëèáðîâî÷íàÿ êðèâàÿ, âû÷èñëåííàÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ,ïîêàçàíà íà ðèñ. 10. Îíà ñäâèíóòà ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëüíûì ñëó÷àåì, êîãäà èñ-õîäíûé øóì äâóõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èäåíòè÷åí äðóã äðóãó. Àíàëî-ãè÷íûì îáðàçîì ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àè, êîãäà àìïëèòóäà ñèãíàëà (a) â äåñÿòüðàç ìåíüøå è ñîñðåäîòî÷åíà â èíòåðâàëå (0.001, 0.002, . . . , 0.01). Âñå âîçìîæíûåñèòóàöèè ìàòåìàòè÷åñêè ìîãóò áûòü âûðàæåíû â âèäå

ns(xj) = nin1(xj) + a sin2 (Ωxj + Φ (xj)) exp

[

−
(xj − 〈x〉)

2

σ

]

nin2(xj). (48)
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0
(p)�èñ. 9. Ïîêàçàíà íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ äåòåêòèðîâàíèÿ ñëàáîãî âîçìóùåíèÿ. Âîçìîæíûå èñ-êàæåíèÿ, âûçâàííûå ïðèñóòñòâèåì ìàëîãî ñèãíàëà, ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû íà ãðà�èêå

G
(p)
Ns ïðîòèâ G

(p)
0N . Îñíîâíîé ãðà�èê G

(p)
0N /G

(p)
0N îáðàçóåò ïðÿìóþ ëèíèþ ñ åäèíè÷íûìíàêëîíîì è îòñå÷êîé, ðàâíîé íóëþ. Ìàëûå âîçìóùåíèÿ âûçûâàþò âàðèàöèþ ýòèõ ïàðà-ìåòðîâ. Åñëè âíåøíèé �àêòîð (â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå � âåëè÷èíà àìïëèòóäû ìàëîãîñèãíàëà) âûçûâàåò ìîíîòîííûå èñêàæåíèÿ, òî èñêîìàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòüâû÷èñëåíàÇäåñü nin1, 2(xj) è Φ(xj) � ñëó÷àéíûå ðàçëè÷íûå �óíêöèè, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ�óíêöèÿ óêàçûâàåò íà ñòåïåíü ëîêàëèçàöèè ìàëîãî ñèãíàëà. Âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè(48) ïîêàçûâàþò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó àìïëèòóäû a ∈ [10−3, 10−2] ,âîçìîæíî âû÷èñëèòü êàëèáðîâî÷íóþ êðèâóþ ïðè ðàçëè÷íîì âëèÿíèè òàêèõ �àê-òîðîâ, êàê Ω , σ è ïðîèçâîëüíîì âûáîðå �óíêöèé nin1, 2(xj) è Φ(xj) . Ñîîòâåòñòâó-þùèå êàëèáðîâî÷íûå êðèâûå ïîêàçàíû íà ðèñ. 11 ñ íåîáõîäèìûìè ïîÿñíåíèÿìè,ïðèâåäåííûìè â ïîäïèñè ê ýòîìó ðèñóíêó. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òîëîêàëèçàöèÿ èñêîìîãî ñèãíàëà (çàâèñÿùàÿ îò âåëè÷èíû σ ) è ìîíîòîííîå ïîâåäå-íèå àìïëèòóäû ñèãíàëà (âûðàæåííîé âåëè÷èíîé a) ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè �àêòîðàìèïðè ïîñòðîåíèè êàëèáðîâî÷íîé êðèâîé. Ýòè íàáëþäåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ìîäåëü-íûõ äàííûõ, äîëæíû áûòü ïðèíÿòû âî âíèìàíèå ïðè îáðàáîòêå ðåàëüíûõ äàííûõ,êîãäà íåîáõîäèìî ¾ïîéìàòü¿ âëèÿíèå ìàëîãî âíåøíåãî �àêòîðà, ïîëíîñòüþ ñêðû-òîãî âíóòðè àíàëèçèðóåìîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.5.2. Äåòåêòèðîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêîé áëèçîñòè. Ñòàòèñòèêà äðîáíûõ ìî-ìåíòîâ, âûðàæåííàÿ â òåðìèíàõ ÔÎÑ, ïðåäîñòàâëÿåò óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòüñðàâíèòü ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ è îöåíèòü èõ ñòàòèñòè÷åñêóþ áëèçîñòü äðóãäðóãó. Åñëè äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷àñòü öåëûõ ìîìåíòîâ(p = 0, 1, . . . , k ) áëèçêà äðóã äðóãó (ñìîòðè îïðåäåëåíèå (27)), òî òàêèå ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè, ïðåäñòàâëåííûå çàâèñèìîñòüþ G
(p)
N1

[

G
(p)
N2

] , ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìóþ
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Amplitude�èñ. 10. Ïîêàçàíà çàêëþ÷èòåëüíàÿ ñòàäèÿ äåòåêòèðîâàíèÿ ìàëîãî ìîíîòîííîãî âîçìóùå-íèÿ. ×óâñòâèòåëüíûì �àêòîðîì ìîæåò ñëóæèòü âåëè÷èíà ÏÏÊ, âû÷èñëåííàÿ äëÿ îò-íîñèòåëüíîé ðàçíîñòè (

G
(p)
sN − G

(p)
0N

)

/G
(p)
0N . Èìåííî âàðèàöèè ýòîé ïëîùàäè ïîìîãàþòðàññ÷èòàòü èñêîìóþ êàëèáðîâî÷íóþ êðèâóþ. Íèæíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîéñèòóàöèè: èñõîäíûé øóì â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèí è òîò æå. Âåðõíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâó-åò áîëåå ðåàëèñòè÷åñêîìó ñëó÷àþ: èñõîäíûå øóìû ðàçëè÷íû, íî ïîä÷èíÿþòñÿ îäíîìó èòîìó æå (ðàâíîìåðíîìó) ðàñïðåäåëåíèþëèíèþ. Ê ïðèìåðó, ðèñ. 11 äåìîíñòðèðóåò ñòàòèñòè÷åñêè áëèçêèå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè. Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê ðàçëè÷íû, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî èõ¾ñòàòèñòè÷åñêèå ðèñóíêè¿, âûðàæåííûå â �îðìå ÔÎÑ, òàêæå äîëæíû áûòü ðàç-ëè÷íûìè. �èñ. 12 èëëþñòðèðóåò ýòó èäåþ, âûðàæåííóþ â âèäå �óíêöèè G

(p)
ND (çà-âèñèìîñòü ïîñòðîåíà äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ), ïðîòèâ ÔÎÑ, ðàññ÷èòàííûõäëÿ äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé. Êàê ìîæíî âèäåòü èç ýòîãî ðèñóíêà, ïîâåäåíèÿ ñîâî-êóïíîñòè ìîìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàçèòåëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îòäðóãà. �åçóëüòàòû ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿîáíàðóæåíèÿ ìàëîãî ïðåîáëàäàþùåãî �àêòîðà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà åãî âëèÿíèåèçìåíÿåò èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå.6. Îáðàáîòêà ðåàëüíûõ äàííûõÈçíà÷àëüíî íà îñíîâå ñûâîðîòêè íîâîðîæäåííîãî òåëåíêà (�èðìà ¾Ñèãìà Îë-äðè÷¿) áûëè ïðèãîòîâëåíû îáðàçöû ñ ðàçëè÷íîé êîíöåíòðàöèåé ãëþêîçû: 100 mM,10 mM, 1 mM, 0.1 mM, 0.01 mM, 0.001 mM è 0.0001 mM (êîíöåíòðàöèÿ äà¼òñÿ âìèëëèìîëÿõ). Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü îáðàçöîâ ñûâîðîòêè áûëà èçìåðå-íà ïðè òåìïåðàòóðå 25oC â äèàïàçîíå ÷àñòîò 2.108 ÷ 2.1010 Hz ñ èñïîëüçîâàíèåìÍ� äèýëåêòðè÷åñêîãî ñïåêòðîìåòðà. Äëÿ êàæäîé ïðîáû ñ çàäàííîé êîíöåíòðà-öèåé ãëþêîçû áûëî ïðîâåäåíî 20 èäåíòè÷íûõ èçìåðåíèé. Òèïè÷íûå çàâèñèìîñòèêîìïëåêñíîé ïðîíèöàåìîñòè Re (ε) è Im (ε) îò ëîãàðè�ìà ÷àñòîòû äëÿ ÷èñòîéñûâîðîòêè áåç ïðèìåñè ãëþêîçû ïîêàçàíû íà ðèñ. 13. Ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñ�îð-
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The value of the amplitude�èñ. 11. Çäåñü ïîêàçàíû ðàçëè÷íûå êàëèáðîâî÷íûå êðèâûå, ïîëó÷åííûå èç âûðàæåíèÿ(48). Êðèâàÿ AUC-1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ: (nin2(xj) ≡ exp
[

(xj − 〈x〉)2 /σ
]

≡ ≡ Φ(xj) ≡

1); êðèâàÿ AUC-2 (nin2(xj) ≡ exp
[

(xj − 〈x〉)2 /σ
]

≡ 1 , Φ(xj) ñîâïàäàåò ñ ðàâíîìåðíûìðàñïðåäåëåíèåì); êðèâàÿ AUC-3 (nin2(xj) ≡ Φ(xj) ≡ 1 , σ = 〈x〉2 ); êðèâàÿ AUC-4(nin2(xj) ≡ Φ(xj) ≡ 1 , σ = 1); êðèâàÿ AUC-5 (exp
[

(xj − 〈x〉)2 /σ
]

≡ Φ(xj) ≡ 1 , nin2(xj)ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì); ïîñëåäíÿÿ êðèâàÿ AUC-6 ñîîòâåòñòâóåò òîìóæå íàáîðó ïàðàìåòðîâ, ÷òî è êðèâàÿ AUC-5, íî ÷èñëî ñëó÷àéíûõ òî÷åê â äåñÿòü ðàçáîëüøå, N = 5000 . Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êðèâûõ, çà èñêëþ÷åíèåìAUC-6, Ω = 1 , N = 500ìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçìîæíî ëè âû÷èñëèòü êàëèáðîâî÷íóþ êðèâóþáåç ïðèâëå÷åíèÿ ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé (ïðè îòñóòñòâèè èí�îðìàöèè î ïîäãî-íî÷íîé �óíêöèè) ê òàêîé ñëîæíîé ñèñòåìå, êàê ñìåñü ñûâîðîòêè ñ ãëþêîçîé?Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà â ðàìêàõ ìåòîäà ÑÄÌ ïðè óñëîâèè, ÷òî äî-áàâëÿåìàÿ æèäêîñòü (ãëþêîçà â íàøåì ñëó÷àå) ïðîñòî ìîíîòîííî ñäâèãàåò èçíà-÷àëüíóþ êðèâóþ è íå âçàèìîäåéñòâóåò õèìè÷åñêè èëè �èçè÷åñêè ñ èñõîäíûì áàçî-âûì êîìïîíåíòîì (ñûâîðîòêîé). ×òîáû óâèäåòü âèçóàëüíî âîçìîæíûå èñêàæåíèÿâ ñïåêòðå, îáóñëîâëåííûå äîáàâëåíèåì ãëþêîçû, óäîáíî âû÷èñëèòü âòîðûå áàçîâûåîòíîñèòåëüíûå ìîìåíòû äëÿ âåëè÷èí Re (ε) è Im (ε) ïî �îðìóëàì
Φ (Re (ε)) =

[

1

M

M
∑

m=1

(Re (ε)m − 〈Re (ε)〉)2
]

1
2

,

Φ (Im (ε)) =

[

1

M

M
∑

m=1

(Im (ε)m − 〈Im (ε)〉)2
]

1
2

,

〈f〉 =
1

M

M
∑

m=1

fm.

(49)
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GMV-Gauss�èñ. 12. Ýòîò ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò òîò �àêò, ÷òî ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè-íàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì ðàñïðåäåëåíèÿì, ìîãóò áûòü âèçóàëüíî îòäåëåíû äðóã îò äðóãà,åñëè ïðåäñòàâèòü èõ â ïðîñòðàíñòâå äðîáíûõ ìîìåíòîâ. Çäåñü âñå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì ðàñïðåäåëåíèÿì, íîðìèðîâàíû â èíòåðâàëå [0, 1] .Âñå äðîáíûå ìîìåíòû âû÷èñëåíû â èíòåðâàëå [0.1, 200] ñ øàãîì hp = 0.4 . Îáîçíà÷åíèÿ ñî-îòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèÿì: ¾DGsb¿, ¾DGs2¿ � íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì 0.5, è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé; ¾Dunf¿ ñîîòâåòñòâóåò ðàâíî-ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â èíòåðâàëå [0.01, 1] ; ¾Dbeta¿ ñîîòâåòñòâóåò áåòà-ðàñïðåäåëåíèþñ ïàðàìåòðàìè a = 0.1 è b = 0.5 ; ¾Dbnm¿ � ýòî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ m = 50è p = 0.5 . Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå áëèçêî ê íîðìàëüíîìó. ¾Dexp¿� ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = 50 ; ¾Dgam¿ îïèñûâàåò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì s = 50 ; ¾Dpois¿ � ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ s = 25 ; ¾Dwbl¿ �ðàñïðåäåëåíèå Âýéáóëëà ñ ïàðàìåòðîì w = 15 . Àíàëèçèðóÿ ýòîò ðèñóíîê, ìîæíî ñêàçàòü,÷òî êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñâîé íåïîâòîðèìûé ñòàòèñòè÷åñêèé ðèñóíîêÁàçîâûå îòíîñèòåëüíûå ìîìåíòû îïðåäåëåíû â ðàáîòàõ [15, 16℄. Çäåñü èíäåêñ
m îçíà÷àåò íîìåð òåêóùåãî èçìåðåíèÿ, èíäåêñ M ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ÷èñëóèçìåðåíèé (â íàøåì ñëó÷àå M = 20).�èñ. 14 è 15 ïîêàçûâàþò ÷àñòîòíîå ïîâåäåíèå âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé îòíîñè-òåëüíûõ �ëóêòóàöèé. Èõ âèçóàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè �óíêöèè ðàñïî-ëàãàþòñÿ ìîíîòîííî ïî îòíîøåíèþ ê ðàçëè÷íûì êîíöåíòðàöèÿì ãëþêîçû. Ýòîò�àêò ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ýòè �óíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ìîìåíòîâ. �àññìàòðèâàÿêàæäóþ �óíêöèþ êàê ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è îñóùåñòâëÿÿ òó æå ÷èñëåí-íóþ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â ðàçä. 6. ìîæíî âû÷èñëèòü èñêîìóþ êàëèáðîâî÷íóþêðèâóþ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî ðàññ÷èòàòü ÏÏÊ äëÿ îòíîñèòåëüíîé ðàçíî-ñòè D(p) , îïðåäåëåííóþ âûðàæåíèåì (47). Ñîîòâåòñòâóþùèå êàëèáðîâî÷íûå êðè-âûå, âû÷èñëåííûå äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé îòíîñèòåëüíûõ ìîìåíòîââòîðîãî ïîðÿäêà, ïîêàçàíû íà ðèñ. 16. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòè êðèâûå ÿâëÿþò-ñÿ ìîíîòîííûìè êðèâûìè, íî îíè íå ìîãóò áûòü ïîäîãíàíû ïîä ïðÿìóþ ëèíèþ,
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ln(ω)�èñ. 13. Òèïè÷íàÿ êðèâàÿ, äåìîíñòðèðóþùàÿ ïîâåäåíèå êîìïëåêñíîé âîñïðèèì÷èâîñòèèçìåðåííàÿ äëÿ òàêîé ñëîæíîé æèäêîñòè, êàê ñûâîðîòêà íîâîðîæäåííîãî òåëåíêà ïðè(T = 250C). Ýòè êðèâûå (åñëè èõ ïîäãîíî÷íàÿ �óíêöèÿ íåèçâåñòíà) ìîãóò áûòü ðàññìîò-ðåíû êàê ñëó÷àéíûå êðèâûå. Äðóãèå êðèâûå, èçìåðåííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèéãëþêîçû, íå ïîêàçàíû, òàê êàê îíè âåñüìà áëèçêè äðóã äðóãóïîòîìó ÷òî ý��åêò ðàçäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 14 è 15, íå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-íîìåðíûì.ÑÄÌ ïðåäîñòàâëÿåò íîâóþ âîçìîæíîñòü äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè è ñòàòè-ñòè÷åñêîé áëèçîñòè ðàçëè÷íûõ èçìåðåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ ýêñïå-ðèìåíòàëüíûõ ïðèáîðîâ. Êðîìå òîãî, ìåòîä ÑÄÌ ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü êàæäîåèçìåðåíèå êàê íåêîå óíèêàëüíîå ¾äåéñòâèå¿, à çàòåì âûðàçèòü ðåçóëüòàò êàæäî-ãî èçìåðåíèÿ êîëè÷åñòâåííî â òåðìèíàõ ÏÏÊ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (47).Òàêîãî ðîäà çàâèñèìîñòè ìîãóò äàòü äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ ïðè àíàëèçåðàçëè÷íûõ èçìåðåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îöåíèòü áîëåå òî÷íî â ïðîñòðàíñòâåìîìåíòîâ îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè è ðàññìîòðåòü ðàñïðåäåëåíèå îòêëîíåíèé, ïî-ëó÷åííûõ â òå÷åíèå âñåãî ýêñïåðèìåíòà. Ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè ÏÏÊ îòíîìåðà èçìåðåíèÿ (m = 1, 2, . . . , 20), ïîëó÷åííûå äëÿ ÷èñòîé ñûâîðîòêè è ðàñòâî-ðà ñ êîíöåíòðàöèåé ãëþêîçû (c = 102 ), ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 17.7. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòûÂ ýòîì ðàçäåëå ìîæíî âêðàòöå ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâû ñòàòèñòèêè äðîáíûõìîìåíòîâ (ÑÄÌ), êîòîðàÿ, íåñîìíåííî, íàéäåò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè êîëè÷å-ñòâåííîì ñðàâíåíèè ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.1. Íàáîð âåëè÷èí âûñøèõ ìîìåíòîâ, êîòîðûå îñòàâëÿþò íåèçìåííûìè âåëè-÷èíó íà÷àëüíîãî îòðåçêà ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (óñëîâèå (2)), ïîçâîëÿåòïî-íîâîìó îöåíèòü è ñðàâíèòü ñòàáèëüíîñòü è áëèçîñòü ñëó÷àéíûõ ðÿäîâ è âû-
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ln(ω)�èñ. 14. Íàáîð êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âòîðîìó îòíîñèòåëüíîìó ìîìåíòó, âû÷èñëåí-íûõ äëÿ Re (ε) . Êîíöåíòðàöèÿ ãëþêîçû ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ îò âåðõíåé êðèâîé êíèæíåé. Ïðàâäà, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî óâåëè÷åíèå íåðàâíîìåðíîå
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ln(ω)�èñ. 15. Íàáîð êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âòîðîìó îòíîñèòåëüíîìó ìîìåíòó, âû÷èñëåííûõäëÿ Im (ε) . Êàê è íà ïðåæíåì ðèñóíêå, êîíöåíòðàöèÿ ãëþêîçû ìîíîòîííî è íåðàâíîìåðíîóâåëè÷èâàåòñÿ îò âåðõíåé êðèâîé ê íèæíåé
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Log(c)�èñ. 16. Äâå êàëèáðîâî÷íûå êðèâûå, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ÏÏÊ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 14è 15. Ýòè êðèâûå â ñèëó íåðàâíîìåðíîñòè èõ âîçðàñòàíèÿ íå ìîãóò áûòü ïîäîãíàíû ïîäïðÿìóþ ëèíèþðàçèòü ýòè õàðàêòåðèñòèêè â òåðìèíàõ öåëûõ (k ≪ N ) èëè äðîáíûõ ìîìåíòîâ(k ∼= N ≫ 1). Ýòî óñëîâèå â îáùåì âèäå âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (27).2. �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) äëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèé k îáëàäàþò óíè-êàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ è ïîìîãàþò äåòåêòèðîâàòü îäíó (!) ¾÷óæóþ¿ òî÷êó,êîòîðàÿ ðàçëè÷àåò äâå ñðàâíèâàåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèìåðû ïî èñïîëüçî-âàíèþ òàêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàññìîòðåíû â ðàçä. 4.3. ÔÎÑ, îïðåäåëåííàÿ âûðàæåíèåì (12), ïîìîãàåò ïðåîáðàçîâàòü ñëó÷àéíóþ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü â äåòåðìèíèðîâàííóþ �óíêöèþ (21). Ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðûýòîé �óíêöèè ïîìîãàþò ñðàâíèòü êîëè÷åñòâåííî äâå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè äðóã ñ äðóãîì. Ýòî âàæíîå äîñòîèíñòâî ìåòîäà ÑÄÌ, íåñîìíåííî, íàéäåòøèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ðàñ÷åòå ðàçëè÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ êðèâûõ è â àíàëèçåñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.4. Öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû ìîãóò áûòü ëåãêî îáîáùåíû íà äðîáíûå è äàæåêîìïëåêñíûå ìîìåíòû, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè íîâîé ÑÄÌ â öåëîì.5. ÑÄÌ òåñíî ñâÿçàíà ñ âûðàæåíèåì äëÿ íåýêñòåíñèâíîé ýíòðîïèè (44), ÷òî,íåñîìíåííî, ðàñøèðÿåò ãðàíèöû ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ïîìîãàåò îöåíèòü êîëè÷å-ñòâåííî ñòîõàñòè÷åñêèå (ýíòðîïèéíûå) ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ íàáîðà äðîáíûõ ìîìåíòîâ.6. Ïîó÷èòåëüíûå ïðèìåðû, ðàññìîòðåííûå â ýòîé ñòàòüå, äîëæíû óáåäèòü ïî-òåíöèàëüíîãî ÷èòàòåëÿ â ïðåèìóùåñòâàõ ìåòîäà ÑÄÌ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåøèòüíåêîòîðûå íîâûå ïðîáëåìû: 1) äè��åðåíöèðîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èå¼ âîçìîæíîå ïðåäñêàçàíèå; 2) êîëè÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíîñòåéìåæäó ñîáîé; 3) óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ÔÎÑ è ðàçëè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿ-ìè; 4) êîëè÷åñòâåííîå äåòåêòèðîâàíèå âëèÿíèÿ íåêîòîðîãî âíåøíåãî äîìèíàíòíîãî�àêòîðà (ìàëîãî ñèãíàëà).
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m (Number of current measurement)�èñ. 17. Àíàëèç êàæäîãî íàáîðà ïîâòîðÿþùèõñÿ èçìåðåíèé, îñóùåñòâëÿåìîãî ñ ïîìîùüþÔÎÑ è ïîñëåäóþùåãî ðàñ÷åòà ÏÏÊ, ïîçâîëÿåò íàéòè îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè (íà ðè-ñóíêå îíà çàêëþ÷åíà â ðàìêó) çàäàííîãî ÷èñëà èçìåðåíèé è ïîëó÷èòü, òàêèì îáðàçîì,äîïîëíèòåëüíóþ è óíèêàëüíóþ èí�îðìàöèþ îá îñîáåííîñòÿõ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà,ó÷àñòâóþùåãî â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ. Ýòè êðèâûå ïîêàçàíû äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: ÷èñòàÿ ñû-âîðîòêà (âåëè÷èíà ÏÏÊ îòìå÷åíà öåíòðèðîâàííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì è ðîìáîì) è äëÿêîíöåíòðàöèè C = 102 (âåëè÷èíû ÏÏÊ îòìå÷åíû ÷åðíûì ðîìáîì è òðåóãîëüíèêîì)Ìû ïåðå÷èñëèëè çàäà÷è, êîòîðûå ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè, íåò ñîìíåíèÿ â òîì,÷òî äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîçâîëÿò ñóùåñòâåííî ðàñøè-ðèòü êðóã ïðîáëåì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû â ðàìêàõ íîâîé ñòàòèñòèêè äðîá-íûõ ìîìåíòîâ.Ïðèëîæåíèå: âûâîä ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), (15) è èõ âîçìîæíûåîáîáùåíèÿÂíà÷àëå èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü ñëó÷àé k = 1 . Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååì
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y
(p)
N−k+1 + · · · + y

(p)
N

k
= ∆

(p)
N−k, p = 1, 2, . . . , k.Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (15) äëÿ íàáîðà èç k òî÷åê (àì-ïëèòóä,) ëîêàëèçîâàííûõ âíóòðè N òî÷åê. Äëÿ íàáîðà k òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõâíå çàäàííîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåîáõîäèìî çàìåíèòü N−k → N . Ýòèïðîñòûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè äîïóñêàþò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå. Âîçìîæíîïðîèçâåñòè çàìåíó àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé yp

j → (yj − a)p ,ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Êîãäà a = µ ≡ ∆
(1)
N , òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèåìîìåíòà ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé îòíîñèòåëüíîãî ìîìåíòà, îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøå-íèåì (8).Àâòîð õî÷åò âûðàçèòü ñâîþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó Äæå��ó Ñìè-òó (Óíèâåðñèòåò äå Ìîí�îðòà, ã. Ëýñòåð, Âåëèêîáðèòàíèÿ) çà ïðåäîñòàâëåííóþâîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî êîìïëåêñíîé âîñïðèèì-÷èâîñòè ñûâîðîòêè äëÿ èõ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ìåòîäîì ÑÄÌ.×àñòè÷íî ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà �Ò (� 05-5.2-334/2005).
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Summary

R.R. Nigmatullin. The statistics of higher (fractional) moments: new method of quantita-
tive “reading” of any arbitrary random sequence.

The statistical meaning of higher ∆
(p)
N (p = 1, 2, . . .) and fractional ∆

(p)
N (0 < p < ∞)

moments for an arbitrary random sequence of the length N has been found. The higher
moments help to reduce the sequence analyzed to a finite set of k statistically stable parameters,
keeping invariant the values of the first k th moments ∆

(p)
k (p = 1, 2, . . . , k ). The conditions

of statistical stability and proximity expressed in terms of higher moments ∆
(p)
N = ∆

(p)
N+k

(p = 1, 2, . . . , k ) help to find k unknown stable points and predict possible future behavior of

the random sequence analyzed. The generalized mean value (GMV)-function defined as G
(p)
N =

=
(

∆
(p)
N

)1/p

is turned to be very effective in analysis of statistically close random sequences or

containing large numbers of measured points (N ≫ 1). The approximate analytical expression

for an arbitrary p value from the range (−∞ < p < ∞ ) entering into G
(p)
N has been found. It

gives a possibility to transform any random sequence to the determined GMV curve and express
quantitatively the reduced characteristics of any random sequence in terms of a “universal”
set of the fitting parameters defined by the determined GMV-function. Statistical proximity
factor can be used for construction of calibration curves, when it is necessary to compare
one random sequence with another one to respect of variations of some given external factor
(small signal). The higher moments are easily generalized for the fractional and even complex
moments. In turn, the GMV-function can be also generalized and then calculated for 2D
and 3D random sequences. The approach developed in this paper is free from any model
assumption and can be extremely helpful in comparison of different random sequences using
for these purposes the “unified” quantitative language based on introduction of the given set
of fractional moments. The relationship between the value of the fractional moment and non-
extensive parameter q entering into the definition of the non-extensive Tsallis entropy has been
found. A possible model of statistical detection of plastic cards and other valuable documents
demonstrating the effectiveness of the statistics of fractional moments has been considered.
Some instructive examples in detection of superweak signals embedded into the basic random
sequence (S/N = 10−2 , 10−3 ) based on model and real data confirm the effectiveness of
new approach and can serve a new basis for numerous practical applications. Analysis of
dielectric spectroscopy data by means of fractional moments gives unique possibility to compare
quantitatively each measurement with each other and express the influence of a neutral additive
in terms of calibration curve without concrete knowledge of the corresponding fitting function.Ëèòåðàòóðà
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