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Аннотация

Исследована модель упругой пористой сплошной среды для моделирования процесса
проникания жидкости или газа в упругое пористое тело. Подобные процессы могут возни-
кать при воздействии жидкости под высоким давлением, например, на пласты каменного
угля или на глубокопогруженное твердое тело типа бетон, стекло и др. В предположении
об упругом теле как пучка капилляров установлена линейная связь между коэффициен-
том фильтрации и первым инвариантом тензора напряжений. Поэтому проблема филь-
трации через деформируемую упругую среду сведена к двум задачам: определение тензо-
ра напряжений и решение задачи фильтрации с найденным коэффициентом фильтрации.
В общем случае обе задачи являются сложными для аналитического исследования, но мо-
гут быть решены численно, например, с помощью метода конечных элементов. Проблема
значительно упрощается для бесконечно длинных цилиндрических тел. В настоящей ра-
боте в рамках одновременного выполнения закона Гука и закона Дарси с постоянным
коэффициентом фильтрации рассмотрена простейшая математическая модель плоского
упругого напряженного состояния в поперечном поле весомости. В этом случае упругая
деформация описывается бигармонической функцией Эри, фильтрация – гармонической
функцией. На основе интегральной формулы Грина для определения искомых функций
составлены интегральные соотношения, которые объединены в одну систему. Для чис-
ленного решения использован метод граничных элементов, благодаря которому задача
сведена к системе линейных уравнений. На примере круглой трубы проведен сравнитель-
ный анализ численного и аналитического решений. Получены также численные значения
искомых параметров для трубы эллиптической формы.

Ключевые слова: упруго-пористая среда, фильтрация, напряжения, давление, гар-
моническое уравнение, бигармоническое уравнение, численные методы

Введение

При разработке угольных пластов для добычи попутного газа – метана – при-
меняют закачку под давлением воды с последующей быстрой откачкой. Это позво-
ляет извлекать из щелей (кливажей) и микротрещин метан [1]. Однако при закачке
воды в скважину прочностные свойства угля могут измениться, в результате уголь
может разрушиться и закупорить кливажи, затрудняя извлечение газа из уголь-
ных пластов. С другой стороны, разрушение каменноугольных пластов под воздей-
ствием внутренних напряжений может облегчить добычу угля. Поэтому проблема
исследования напряженного состояния среды при ее водонасыщении довольно ак-
туальна.

Подобная проблема возникает также при эксплуатации глубинных построек [2]
или глубинных аппаратов. Экспериментальные исследования П. Бриджмена [3]
показали, что при больших давлениях вода может проникать даже в твердые тела,
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например в стекло. В результате прочностные свойства среды могут измениться.
Такие среды с одновременными упругими и пористыми характеристиками имеет
смысл квалифицировать как упруго-пористые среды.

К настоящему времени фильтрация жидкости достаточно хорошо и все-
сторонне исследована в статьях и монографиях М. Био [4], К. Терцаги [5],
П.Я. Полубариновой-Кочиной [6], Г.В. Голубева и Г.Г. Тумашева [7], Л.М. Кот-
ляра и Э.В. Скворцова [8], а также в современных работах [9–12]. Следует отме-
тить, что учет пористости и водонасыщения сред при определении их напряженно-
деформированного состояния другими авторами включал в себя исследование, как
правило, дисперсионных тел типа грунт, для которых кроме закономерностей де-
формируемости сплошной среды учитывалось изменение объема пор при сжатии
и явление фильтрационной консолидации.

Настоящая работа посвящена математическому исследованию упругих, слабо
пористых сред с постоянным коэффициентом фильтрации.

1. Одномерная фильтрация жидкости через пористую среду

Для выяснения некоторых особенностей течения в пористой среде рассмотрим
одномерную фильтрацию.

Будем считать, что фильтрующаяся жидкость следует закону Дарси [13]

v = − k

ρg
∇ (p + ρgz) ,

где v – скорость фильтрации, k – коэффициент фильтрации, ρ – плотность жид-
кости, g – ускорение свободного падения, p – давление жидкости.

В реальных средах поры имеют малые линейные размеры и соединены между
собой еще меньшими каналами и порами, которые образуют некоторую трубча-
тую поверхность, которая не является прямой. Однако если рассматривать поры,
соединенные на некотором малом отрезке, то этот отрезок можно считать прямо-
линейным и всю криволинейную капиллярную трубку также прямолинейной, то
есть пористую среду можно рассмотреть как совокупность параллельных капил-
ляров малого радиуса a . Фильтрация в среде сведется к течению вязкой жидкости
в системе капиллярных трубок радиуса a . Поскольку средняя скорость течения u
для капиллярной трубки длины l круглого сечения в соответствии с законом Пу-
азейля [13] есть

u =
a2∆p

8µl
,

где µ – динамическая вязкость жидкости, то для одномерной фильтрации

k

ρg
=

a2

8µ
.

Коэффициент фильтрации определяется как

k =
a2ρg

8µ
.

Первый инвариант тензора деформаций связан с первым инвариантом тензора
напряжений соотношением

J1(ε) =
1− 2ν

E
J1(σ),
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где E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона, J1 (ε) = ε11 +ε22 +ε33 , J1 (σ) =
= σ11 + σ22 + σ33 . Первый инвариант тензора деформаций J1(ε) определяет отно-
сительное изменение малого объема, что влечет изменение радиуса или площади
трубок. Поскольку количество трубок остается неизменным, относительное изме-
нение поперечного сечения трубки определяется формулой

a′2 − a2

a2
= J1(ε) =

1− 2ν

E
J1(σ),

где a и a′ – радиусы до и после деформации соответственно, откуда

a′2 = a2

(
1 +

1− 2ν

E
J1(σ)

)
. (1)

Изменение радиуса влечет изменение коэффициента фильтрации согласно фор-
муле

k′ = k

(
1 +

1− 2ν

E
J1(σ)

)
, (2)

где k и k′ – коэффициенты фильтрации среды до и после деформации соответ-
ственно.

В качестве примера рассмотрим одномерную деформацию упруго-пористой сре-
ды только вдоль оси z вследствие приложенного на границе давления p . Тогда
тензоры напряжений и деформаций примут вид

σ =




0 0 0
0 0 0
0 0 σ33


 , ε =



−νε33 0 0

0 −νε33 0
0 0 ε33


 ,

причем ε33 = σ33/E, σ33 = −p. Для первого инварианта тензора деформаций
справедливо равенство

J1 (ε) =
1− 2ν

E
J1 (σ) = −p

1− 2ν

E
.

Скорректированный коэффициент фильтрации для бетона В4 c пределом проч-
ности 10 МПа (E = 1.7 · 104 МПа, ν = 0.18, k = 4 · 10−11 м/с) при давлении
p = 0.1 МПа в соответствии с формулой (2) равен:

k′ = k

(
1− 1− 2 · 0.18

1.7 · 1010 · 105

)
= k

(
1− 1.634 · 10−5

)
.

Изменение среднего радиуса капилляра в соответствии с (1) составит

a′ = a
(
1− 8.17 · 10−6

)
.

Относительное изменение радиуса пор вследствие приложенной нагрузки незначи-
тельно и имеет порядок 10−6 . Таким образом, ввиду незначительного изменения
коэффициента фильтрации и размеров пор при давлениях, малыми деформациями
пор можно пренебречь, а коэффициент фильтрации считать постоянным.

2. Постановка задачи

Предполагается, что рассматриваемая среда характеризуется линейной упру-
гостью, то есть выполняется обобщенный закон Гука, и линейной пористостью,
а значит, выполняется закон Дарси с постоянным коэффициентом фильтрации [6].



ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ. . . 207

Давление P = p − ρgx2 как тензор тотальных напряжений Pδi,k можно объеди-
нить с тензором напряжений σi,k , то есть рассмотреть обобщенный тензор σ̃i,k =
= σi,k − Pδi,k В дальнейшем ограничимся плоскими задачами, когда напряжения
выражаются через функцию Эри Φ = Φ(x1, x2) по формулам

σ̃1,1 =
∂2Φ
∂x2

2

, σ̃1,2 = − ∂2Φ
∂x1∂x2

, σ̃2,2 =
∂2Φ
∂x2

1

. (3)

В случае упруго-пористой изотропной среды (плоской области) с постоянным
коэффициентом фильтрации функция Эри удовлетворяет бигармоническому урав-
нению, а давление – уравнению Лапласа:

{
∆2Φ = 0,

∆P = 0.
(4)

Следует отметить, что система уравнений (4) описывает простейший процесс и слу-
жит для определения напряженного состояния упруго-пористой среды в случае
плоской деформации.

На границе ∂T давление должно быть заданным и направленным противопо-
ложно внешней нормали, так что касательное напряжение равно нулю. Тогда на-
пряжения на границе удовлетворяют следующим граничным условиям:

σi,kni − δi,kpni = −pnk.

Таким образом,

∂2Φ
∂x2

2

n1 − ∂2Φ
∂x1∂x2

n2 = −p |
∂T

n1,

− ∂2Φ
∂x1∂x2

n1 +
∂2Φ
∂x2

1

n2 = −p |
∂T

n2,

(5)

P = (p− ρgx2 ) |
∂T

Поскольку n1 = dx2/ds, n2 = −dx1/ds , то из (5) следует, что

d

ds

∂Φ
∂x2

= −p |
∂T

dx2

ds
,

d

ds

∂Φ
∂x1

= −p |
∂T

dx1

ds

или
∂Φ
∂x1

= −p |
∂T

x1 + C1,
∂Φ
∂x2

= −p |
∂T

x2 + C2.

Отсюда
∂Φ
∂n

= p |
∂T

[
dx1

ds
x2 − dx2

ds
x1

]
+ C1

dx2

ds
− C2

dx1

ds
, (6)

∂Φ
∂s

= −p |
∂T

d
(
x2

1 + x2
2

)

2ds
+ C1

dx1

ds
+ C2

dx2

ds
. (7)

Из (7) имеем, что

Φ = −p |
∂T

(
x2

1 + x2
2

2

)
+ C1x1 + C2x2 + C3. (8)

Итак, задача определения функции Эри сводится к классической задаче опре-
деления бигармонической функции по заданному значению самой функции и нор-
мальной производной на границе. Давление определяется путем решения краевой
задачи Дирихле для уравнения Лапласа.
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Условия (6) и (8) содержат три константы, которые входят линейно в правую
часть. Это облегчает их определение.

В случае односвязной области их можно положить равными нулю, так как на-
пряжения определяются вторыми производными от функции Эри. В случае мно-
госвязной области с контурами (∂T )k , k = 1, 2, . . . , n, на одном из контуров, на-
пример на (∂T )1 , эти константы можно положить равными нулю, а на других
контурах они будут определяться из условий [14, 15]

∮

(∂T )k

[ω(s)x′1(s)− q(s)x′2(s)] ds = 0,

∮

(∂T )k

[q(s)x′1(s) + ω(s)x′2(s)] ds = 0,

∮

(∂T )k

∂ω

∂n
ds = 0, k = 2, 3, . . . , n, (9)

где ω = ∆Φ, q(s) =

s∫

0

∂ω/∂n ds′.

Итак, математически задача формулируется следующим образом.
Необходимо найти в T = T

⋃
∂T гармоническую и бигармоническую функции

P (x1, x2) и Φ(x1, x2) , удовлетворяющие граничным условиям

P |
∂T

= p0(s), Φ |
∂T

= Φ0(s),
∂Φ
∂n

|
∂T

= Φn |∂T
= Ψ0 (s) , s ∈ ∂T. (10)

Сформулированная задача состоит из двух самостоятельных задач для гармо-
нической и бигармонической функций. Аналитические решения этих задач можно
получить лишь для областей специальной конфигурации, например круга, кольца,
эллипса.

Нами используется численный метод решения системы уравнений (4) с гранич-
ными условиями (10) для произвольных областей с гладкой границей. Численный
алгоритм, разработанный в [14, 16], позволяет получить результаты с достаточно
высокой точностью.

3. Численный алгоритм расчета для произвольной области

Для построения численного алгоритма воспользуемся интегральным тожде-
ством Грина

εΦ (z) +
∮

∂T

Φ(τ)Gn (r) ds−
∮

∂T

Φn (τ)G (r) ds = −
∫∫

T

∆ΦG (r)dT, (11)

где G (r) – функция Грина для плоской области, Gn (r) – ее нормальная производ-
ная, r – расстояние от фиксированной точки до переменной точки интегрирования.

Последний интеграл можно также представить в виде интеграла по контуру
∂T . Для этого достаточно ввести новые гармонические функции ∆H (r) = G (r) ,
U = ∆Φ и снова воспользоваться тождеством Грина

∫∫

T

UG (r)dT =
∫∫

T

(U∆H −∆UH) dT =
∮

∂T

UHn ds−
∮

∂T

UnH ds (12)
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Таким образом, система уравнений (4) сводится к системе трех интегральных
уравнений

εΦ(z) =
∫

∂T

(ΨG− ΦJ + V H − UF ) ds,

εU(z) =
∫

∂T

(V G− UJ) ds,

εP (z) =
∫

∂T

(QG− P J) ds,

(13)

где

∆Φ = U,
∂Φ
∂nτ

= Ψ,
∂∆Φ
∂nτ

= V,
∂P

∂nτ
= Q,

G =
1
2π

ln
1
r
, H =

r2

8π

(
1 + ln

1
r

)
, J =

∂G

∂nτ
, F =

∂H

∂nτ
,

ε =

{
0.5, z ∈ ∂T,

1, z ∈ T.

r – расстояние от фиксированной точки z до переменной точки на гладкой гра-
нице, ∂/∂nτ – производная по нормали в точке интегрирования на границе.

Ограничимся рассмотрением двусвязной области (для произвольных много-
связных областей рассуждения аналогичны). В соответствии с методом граничных
элементов внутреннюю границу области аппроксимируют вписанным N1 -угольни-
ком, а внешнюю – N2 -угольником с вершинами (узлами) в точках

(
xk

1 , xk
2

)
, N1 +

+ N2 = N. Вычислим функции в граничных условиях в средних (контрольных)
точках

(
Xk

1 , Xk
2

)
каждой хорды. Тогда каждый интеграл может быть представлен

в виде произведения значения искомой функции в контрольной точке и интеграла
по хорде, например,

sj∫

sj−1

Φ
(
Xk

1 , Xk
2

)
Gn

(
s,Xk

1 , Xk
2

)
ds = Φk

sj∫

sj−1

J
(
s,Xk

1 , Xk
2

)
ds = ΦkAik.

Выражая все интегралы в виде аналогичных сумм, запишем систему интеграль-
ных уравнений (13) в матричной форме:

(εE + A) Φ−GΨ + FU−HV = 0,

(εE + A)U−GV = 0,

(εE + A) P−GQ = 0,

(14)

где E – единичная матрица.
В систему уравнений (14) можно включить линейные относительно интеграль-

ных постоянных C1, C2, C3 уравнения для определения последних, в результате
имеем матричное уравнение вида

M · Z = B.

Отсюда
Z = M−1 ·B.
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Для нахождения компонент σ̃1,1, σ̃1,2, σ̃2,2 в области T нужно найти аналити-
ческое выражение функции Φ = Φ(x1, x2) из первого тождества (11) с учетом (12)
при ε = 1 , а затем определить ее вторые частные производные по правилу (3).
Переход к σ1,1, σ1,2, σ2,2 осуществляется по формулам

σ1,1 = σ̃1,1 + P, σ1,2 = σ̃1,2, σ2,2 = σ̃2,2 + P.

Обычно разрушение происходит при достижении модулем касательного на-
пряжения некоторого предельного значения. Абсолютное максимальное значение
равно полуразности главных напряжений

|στ |max =

√
(σ1,1 − σ2,2)

2 + 4σ2
1,2

2
. (15)

Поэтому важно рассчитать максимальное касательное напряжение.

4. Анализ численных расчетов

Пример 1. Для сравнения численных и аналитических результатов рассмот-
рим известную задачу о сечении полого кругового цилиндра c внутренним и внеш-
ним радиусами R1, R2 и давлениями на внутреннем и внешнем контуре p1, p2

соответственно. В этом случае функции P и σ̃r удовлетворяют следующим гра-
ничным условиям

P
∣∣

∂T1
= p1, P

∣∣
∂T2

= p2, σ̃r

∣∣
∂T1

= − p1, σ̃r

∣∣
∂T2

= − p2. (16)

Система (4) в полярных координатах является системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений вида

1
r

d

dr
r

d

dr

1
r

d

dr
r

d

dr
Φ = 0,

1
r

d

dr
r

d

dr
P = 0.

Отсюда с учетом условия (9) нетрудно найти решение

Φ(r) =
C1r

2

4
+ C2 ln r + C3, P (r) = D1 ln r + D2.

Напряжения σr, σθ выражаются следующим образом:

σr =
C1

2
+

C2

r2
+ D1 ln r + D2, σθ =

C1

2
− C2

r2
+ D1 ln r + D2.

С учетом граничных условий (16) определяются радиальное, тангенциальное и
осевое напряжения, а также давление жидкости в пористой среде

σr = σ̃r + P, σθ = σ̃θ + P, σz = ν (σ̃r + σ̃θ) + (1 + 2ν)P,

P =
p1 ln (R2/r)− p2 ln (R1/r)

ln (R2/R1)
,

где σ̃r, σ̃θ известны [13].
На рис. 1 представлены значения максимального касательного напряжения, по-

лученные численным и аналитическим методами для заданных безразмерных ве-
личин R1 = 4, R2 = 5, p1 = 105, p2 = 1 (сплошной линией изображено точное
аналитическое решение, точками – приближенное численное).
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Рис. 1. Максимальное касательное напряжение (сечение кругового цилиндра)

График подтверждает высокую точность численных результатов.
Пример 2 (эллиптическое кольцо). Рассмотрим задачу нахождения нор-

мальных и касательных напряжений для кольца эллиптической формы с внутрен-
ней и внешней границами

(∂T )1 :

{
x1 = a1 cos θ,

x2 = −b1 sin θ;
(∂T )2 :

{
x1 = a2 cos θ,

x2 = b2 sin θ;

a2 > a1, b2 > b1, θ ∈ [0, 2π)

и давлениями p1 и p2 на внутреннем и внешнем контуре соответственно.
Как уже говорилось выше, для определения напряженного состояния решаем

систему (4) с граничными условиями

P
∣∣
(∂T )1

= p1, P
∣∣
(∂T )2

= p2,

∂Φ
∂n

∣∣∣∣ (∂T )1
=

p1a1b1 − C1b1 cos θ − C2a1 sin θ√
a2
1 sin2 θ + b2

1 cos2 θ
,

∂Φ
∂n

∣∣∣∣ (∂T )2
=

−p2a2b2√
a2
2 sin2 θ + b2

2 cos2 θ
,

Φ
∣∣
(∂T )1

=
p1(b2

1 − a2
1)

4
cos 2θ + C1a1 cos θ + C2b1 sin θ + C3,

Φ
∣∣
(∂T )2

=
p2(b2

2 − a2
2)

4
cos 2θ.

Численное решение отыскивалось при следующих значениях: a1 = 5 , b1 = 3 ,
a2 = 15 , b2 = 9 , p1 = 105 , p2 = 1 . После определения функции Φ(x1, x2) осуществ-
лялся переход к σ1,1 , σ1,2 , σ2,2 дифференцированием по переменным, а затем
вычислялось значение |στ |max по формуле (15).

Графики максимального касательного напряжения |στ |max (рис. 2), а также
давления P (рис. 3) построены для эллипсов с полуосями a = 5.5, b = 3.3(1) ,
a = 6, b = 3.6(2) , a = 7.5, b = 4.5(3) , a = 9.5, b = 5.7(4) , a = 11.5, b = 6.9(5) ,
a = 13.5, b = 8.1(6) , θ ∈ [0, π/2] .
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Рис. 2. Максимальное касательное напряжение (эллиптическая труба)

Рис. 3. Давление (эллиптическая труба)

Наибольшие значения максимального касательного напряжения изображены на
рис. 2 пунктирной линией.

Ранее подобная задача решалась для плоских областей, представляющих собой
многослойные полосы, с помощью аппарата почти-периодических функций [17].
Однако использование этого метода затруднительно для областей произвольной
формы. Поэтому в настоящей работе особое внимание уделено численному ме-
тоду решения краевой задачи для системы гармонического и бигармонического
уравнений в произвольной области и применению данного подхода для опреде-
ления плоского напряженного состояния. Приведены аналитическое и численное
решения поставленной задачи теории упругости для осесимметричной области,
представляющей собой сечение круговой трубы, и численное решение для трубы эл-
липтической формы. Мы ограничились демонстрационными примерами, расчеты
проводились в среде Maple.
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Abstract

The model of elastic porous solid medium for simulation of fluid penetration in an elastic
porous body has been investigated. Similar processes can occur as a result of exposure of,
for example, hard coal seams or deep solid type concrete, glass, etc. to fluid under high
pressure. Assuming that an elastic body is a bundle of capillaries, a linear relationship between
the filtration coefficient and the first invariant of the stress tensor has been revealed. Therefore,
the problem of filtration through a deformable elastic medium has been reduced to two tasks:
finding the stress tensor and solving the problem of filtration with the known filtration
coefficient. In the general case, both tasks are complicated for analytical studies, but they
can be solved numerically, for example, by the method of finite element analysis. The problem
is significantly simplified for infinitely long cylindrical bodies. In the present work, the simplest
mathematical model of plane elastic stress state in the transverse weightness field within both
Hooke’s law and Darcy’s law with a constant filtration coefficient has been considered. In this
case, the elastic deformation is described by the Airy biharmonic function, while filtration
by the harmonic function. Based on Green’s integral formula, integral relations combined
into a single system have been found for the desired functions. The numerical solution has
been performed using the method of boundary elements, with the help of which the problem
has been reduced to a system of linear equations. Using a round tube, comparative analysis
of the numerical and analytical solutions has been carried out. Numerical values have been
obtained for the required parameters of an elliptical tube.

Keywords: elastic porous medium, filtration, strain, pressure, harmonic equation, bihar-
monic equation, numerical methods

Figure Captions

Fig. 1. Maximum tangential strain (circular cylinder section).
Fig. 2. Maximum tangential strain (elliptical tube).
Fig. 3. Pressure (elliptical tube).
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