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ÓÄÊ 532.5.031-533.692-533.694.2Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈßÒ�ÅÕÝËÅÌÅÍÒÍÎ�Î Ê�ÛËÎÂÎ�Î Ï�ÎÔÈËß�.Ô. ÌàðäàíîâÀííîòàöèÿÈçëîæåí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿïî çàäàííîìó íà åãî ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè êàê �óíêöèè äóãîâîé àáñöèñ-ñû. Ñóòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå òðåõñâÿçíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ ê îäíîñâÿçíîé, ðàñïî-ëîæåííîé íà ìíîãîëèñòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ïóòåì ââåäåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìèêðûëîâîãî ïðî�èëÿ êàíàëîâ îòáîðà è âûäóâà ïîòîêà, àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿùèõñÿ êêîëüöåâûì. Ïðèâåäåí ïðèìåð ïðîåêòèðîâî÷íîãî ðàñ÷åòà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîäèíàìèêè, òðåõýëåìåíòíûéêðûëîâîé ïðî�èëü, çàêðûëîê, ïðåäêðûëîê.ÂâåäåíèåÏðîåêòèðîâàíèå êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, ñîñòîÿùåãî èç íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ, ÿâ-ëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, òàê êàê òàêîå ñå÷åíèå èìåþò êðûëüÿ ñ ïðåäêðûëêàìèè çàêðûëêàìè ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ ñàìîëåòîâ äîçâóêîâîé àâèàöèè. Îäíàêî áîëü-øèíñòâî íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ äâóõ-ýëåìåíòíûõ êðûëîâûõ ïðî�èëåé. �åøåíèå çàäà÷è, êîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ áîëüøåäâóõ, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ ñëîæíîñòü ââèäó ãðîìîçäêîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-ïàðàòà ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ.Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïðîåêòèðîâàíèÿêðûëîâûõ ïðî�èëåé îñíîâàí íà òåîðèè îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ àýðîãèäðîäèíà-ìèêè (ÎÊÇÀ). Â ìîíîãðà�èè [1℄ ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ äëÿ ñëó÷àÿ îä-íîýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ. Â ðàáîòå [2℄ èçëîæåí ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèèïðî�èëÿ êðûëà ýêðàíîïëàíà, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè �èêòèâíîãî ïîòîêà èäåàëü-íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ÈÍÆ) ïîä ýêðàíîì. Â ðàáîòå [3℄ ïîëó÷åíî ïîëíîåðåøåíèå ÎÊÇÀ äëÿ äâóõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïà-ðàòà ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé.�åøåíèÿ çàäà÷ ïðîåêòèðîâàíèÿ äâóõ- è òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ,îñíîâàííûå íà îòîáðàæåíèè îáëàñòè â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà íà ïëîñ-êîñòü ñ ðàçðåçàìè âäîëü äóã îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðèâåäåíû â [4, 5℄Äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ ÎÊÇÀ äëÿ òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ, ñâîäÿùèéðåøåíèå çàäà÷è ê íàõîæäåíèþ èñêîìîé �óíêöèè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êàíî-íè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïóòåì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè ïî âåùåñòâåííîé îñè,ïðåäëîæåí â ðàáîòå [6℄. Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ àâòîðû îãðàíè÷èëèñü ëèøü èçëî-æåíèåì òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íå ïðèâåäåíû.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷óâ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè ê çàäà÷å â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé íà ìíî-ãîëèñòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ýëåìåíòàìèïðî�èëÿ ââîäÿòñÿ êàíàëû îòáîðà è âûäóâà ïîòîêà, àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿùèåñÿ



Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß Ò�ÅÕÝËÅÌÅÍÒÍÎ�Î. . . 113ê êîëüöåâûì, óõîäÿùèì íà âòîðîé ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïîòðåáîâàâ, ïî-ìèìî óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ [1℄, âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, íà-ëàãàåìûõ íà �îðìó è ïîëîæåíèå êàíàëîâ, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òå÷åíèå â îäíîñâÿçíîéîáëàñòè (âíåøíîñòè ïðî�èëÿ ñ êàíàëàìè îòáîðà è âûäóâà), ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà-þùåå ñ òå÷åíèåì â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè (âíåøíîñòè ìíîãîýëåìåíòíîãî ïðî�èëÿ)âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàíàëîâ ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðî-�èëÿ. Îãîâîðèìñÿ, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïðèáëèæåííîãî ìåòîäàèìååò îãðàíè÷åíèÿ. Äîñòîâåðíûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ñëó-÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðî�èëÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êàíàëïîñòîÿííîé øèðèíû, áëèçêèé ïî �îðìå ê êîëüöåâîìó ñåêòîðó.Ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà áûëà ïðîèëëþñòðèðîâàíà â ðÿäå ðàáîò.Â [7, 8℄ ðàçðàáîòàíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíîé è îáðàòíîé ñìåøàí-íîé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïðî�èëÿ êðûëà ýêðàíîïëàíà. Ñëó÷àé ïðîåêòèðîâàíèÿ ìíî-ãîýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ðàññìîòðåí â [9℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàñïðåäåëåíèåñêîðîñòè ïî ïîâåðõíîñòè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ çàäàâàëîñü êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðàâ êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè.Áîëåå âàæíûì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿñêîðîñòè êàê �óíêöèè äóãîâîé àáñöèññû êîíòóðà. Â ýòîì ñëó÷àå åùå äî ðåøå-íèÿ çàäà÷è ìîæíî âû÷èñëèòü êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ è ïðèáëèæåííî êîý�-�èöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû, ïðîâåðèòü óäîâëåòâîðåíèå çàäàâàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿñêîðîñòè êðèòåðèþ áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ. Îäíàêî ìåòîä ðåøåíèÿ ïðè ýòîìçíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ. Â [10℄ ðàçðàáîòàí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ïðîåêòèðîâà-íèÿ äâóõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè, çàäàííîìóêàê �óíêöèÿ äóãîâîé àáñöèññû. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû êàê òåñòîâûõ, òàê è ïðîåê-òèðîâî÷íûõ ðàñ÷åòîâ. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè,ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì [3℄, ïîêàçàëî õîðîøåå ñîâïàäåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîòìåòîä îáîáùåí íà ñëó÷àé òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z = x + iy èñêîìûé òðåõýëåìåíòíûé êðûëîâîé ïðî-�èëü Lz = L1∪L2∪L3 îáòåêàåòñÿ óñòàíîâèâøèìñÿ ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì ÈÍÆñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ v∞ íà áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 1, à). Òî÷êè Ak � òî÷êè ðàçâåòâ-ëåíèÿ ïîòîêà, òî÷êè Bk � òî÷êè ñõîäà ïîòîêà ñ âíóòðåííèìè ê îáëàñòè òå÷åíèÿ Gzóãëàìè ðàâíûìè 2π . Çäåñü è äàëåå k = 1, 2, 3 � èíäåêñ ýëåìåíòà ïðî�èëÿ. Íà÷àëîêîîðäèíàò âûáðàíî â çàäíåé êðîìêå B1 ïåðâîãî ýëåìåíòà ïðî�èëÿ, à îñü àáñöèññ xíàïðàâëåíà âäîëü ñêîðîñòè v∞ íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Íà êîíòóðå êàæäîãî èç ýëå-ìåíòîâ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè vk(s) , ãäå s ∈ [0, lk] �äóãîâàÿ àáñöèññà, lk � ïåðèìåòð. Çàäàíû ðàñõîä Q1 ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì,ðàñõîä Q2 ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì ýëåìåíòàìè êðûëîâîãî ïðî�èëÿ è âåëè÷èíû
∆ϕ2 = ϕa2 − ϕa1 è ∆ϕ3 = ϕa3 − ϕa1 � ðàçíèöû çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ñêîðîñòèâ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ A1 , A2 è A3 .Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü �îðìó Lz êîíòóðà òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ.2. Ñâåäåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åÏðèáëèæåííûé ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ äâóõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿïîäðîáíî èçëîæåí â ðàáîòå [10℄. Åãî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé òðåõýëåìåíòíîãî êðûëî-âîãî ïðî�èëÿ, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìåòîäîâ, íå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ èíîãî, áîëååñëîæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â ìíîãîñâÿçíûõ îáëà-ñòÿõ. Óñëîæíåíèå ñîñòîèò ëèøü â ââåäåíèè äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ êàíàëîâ îòáîðà èâûäóâà è ïîÿâëåíèè ñâÿçàííûõ ñ íèìè äîáàâî÷íûõ ñëàãàåìûõ â �îðìóëàõ, äîïîë-íèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ è óðàâíåíèé äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó â èçëîæåíèè
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�èñ. 1. Ôèçè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü z äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è (à); �èçè÷åñêàÿ ïëîñêîñòè z
∗ äëÿâñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ïðè íåñîâïàäàþùèõ (á) è ñîâïàäàþùèõ (â) öåíòðàõ êàíàëîâìåòîäà ðåøåíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîäðîáíûå ïîÿñíåíèÿ áóäóò îïóùåíû.Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ââåäåì â ïëîñêîñòè z �óíêöèþ êîìïëåêñíîãîïîòåíöèàëà w(z) = ϕ(x, y)+ iψ(x, y) , ïðèíÿâ w = 0 â òî÷êå A1 . Âû÷èñëèì ðàñïðå-äåëåíèå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ïî êîíòóðó êàæäîãî ýëåìåíòà êðûëîâîãî ïðî�èëÿ

ϕk(s) =

s∫

sak

vk(s)ds+ ∆ϕk, s ∈ [0, lk],ãäå sak � äóãîâûå àáñöèññû òî÷åê Ak , à ∆ϕ1 = 0 . Òîãäà öèðêóëÿöèþ ïî êàæ-äîìó èç ýëåìåíòîâ îïðåäåëèì ïî �îðìóëå Γk = ϕk(lk) − ϕk(0) , à öèðêóëÿöèþ íàáåñêîíå÷íîñòè � êàê Γ = Γ1 + Γ2 + Γ3 .Ïðåäëàãàåìûé ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îñíîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèè, ïîç-âîëÿþùåì ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ òðåõñâÿçíîé îáëàñòè â ïëîñêîñòè z ê çàäà÷åâ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè â ïëîñêîñòè z∗ ïóòåì ââåäåíèÿ â ðàññìîòðåíèå ïðî�èëÿ L∗

zñ äâóìÿ óñòðîéñòâàìè îòáîðà è äâóìÿ óñòðîéñòâàìè âûäóâà (ðèñ. 1, á), êîòîðûå



Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß Ò�ÅÕÝËÅÌÅÍÒÍÎ�Î. . . 115ìîäåëèðóþòñÿ êðóãîâûìè êàíàëàìè ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè íà ñòåíêàõ [11℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç N1 , N2 áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè êàíàëîâ îòáîðà è ÷åðåç
M1 , M2 � áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè êàíàëîâ âûäóâà. Ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâàðàñõîäîâ è ñêîðîñòåé íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ñòåíêàõ êàíàëîâ ðàäèóñû îêðóæ-íîñòåé, ê êîòîðûì àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ñòåíêè, áóäóò ðàâíû. Ïîòðåáîâàâñîâïàäåíèÿ öåíòðîâ C1 , D1 è C2 , D2 àñèìïòîòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé äëÿ êàíà-ëîâ, ïîëó÷èì êîíòóð L∗

z , ñîâïàäàþùèé ïî �îðìå ñ êîíòóðîì Lz âñþäó, êðîìåîêðåñòíîñòè êàíàëîâ (ðèñ. 1, â).Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [10℄ íà êîíòóðå Lz â êàíàëå ìåæäó ïåðâûì è âòîðûìýëåìåíòàìè ïðî�èëÿ âûáåðåì òî÷êó E1 ñ äóãîâîé àáñöèññîé se1 íà âåðõíåé ïî-âåðõíîñòè êîíòóðà L1 è òî÷êó F1 ñ äóãîâîé àáñöèññîé sf1 íà íèæíåé ïîâåðõíîñòèêîíòóðà L2 òàê, ÷òîáû ϕ1(se1) = ϕ2(sf1) . Íà êîíòóðå L∗

z òî÷êå E1 áóäåò ñîîò-âåòñòâîâàòü äâå òî÷êè: òî÷êà En1 íà ñòåíêå N1A1 êàíàëà îòáîðà è òî÷êà Em1 íàñòåíêå M1B1 êàíàëà âûäóâà. Òî÷êå F1 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êè Fn1 íà ñòåí-êå N1A2 êàíàëà îòáîðà è Fm1 íà ñòåíêå M1B2 êàíàëà âûäóâà. Àíàëîãè÷íî ìåæ-äó âòîðûì è òðåòüèì ýëåìåíòàìè ââåäåì òî÷êó E2 ñ äóãîâîé àáñöèññîé se2 íàâåðõíåé ïîâåðõíîñòè êîíòóðà L2 è òî÷êó F2 ñ äóãîâîé àáñöèññîé sf2 íà íèæíåéïîâåðõíîñòè êîíòóðà L3 òàê, ÷òîáû ϕ2(se2) = ϕ3(sf2) . Íà êîíòóðå L∗

z èì áóäóòñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êè En2 , Em2 è Fn2 , Fm2 .3. Ïîñòàíîâêà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷èÂ �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z∗ = x∗ + iy∗ èñêîìûé êðûëîâîé ïðî�èëü
B1A1N1A2N2A3B3M2B2M1B1 îáòåêàåòñÿ óñòàíîâèâøèìñÿ ïîòåíöèàëüíûì ïîòî-êîì ÈÍÆ ñî ñêîðîñòüþ v∞ íà áåñêîíå÷íîñòè. Çà íà÷àëî êîîðäèíàò âûáåðåìòî÷êó B1 , îñü àáñöèññ x∗ ïðîâåäåì ïàðàëëåëüíî ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà.Íà ïðî�èëå èìåþòñÿ óñòðîéñòâà îòáîðà è âûäóâà ïîòîêà, ìîäåëèðóåìûå êðóãî-âûìè êàíàëàìè ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè, áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè êîòîðûõîáîçíà÷åíû êàê N1 , N2 è M1 , M2 ñîîòâåòñòâåííî. Âûäóâàåìàÿ èç êàíàëîâ M1 ,
M2 æèäêîñòü èìååò òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî è âíåøíèé ïîòîê. Çàäàíû öèðêóëÿöèÿ Γíà áåñêîíå÷íîñòè, ðàñõîä Q1 â êàíàëàõ N1 è M1 , ðàñõîä Q2 â êàíàëàõ N2 è M2è âåëè÷èíû ∆ϕ2 = ϕa2 − ϕa1 è ∆ϕ3 = ϕa3 − ϕa1 � ðàçíèöû çíà÷åíèé ïîòåíöèàëàñêîðîñòè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ A1 , A2 è A1 . Íà èñêîìîì êîíòóðå çàäàíî òàêæåðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v(s) . Òàê êàê êîíòóð L∗

z èìååò âîñåìü ó÷àñòêîâ (ñòåí-êè êîëüöåâûõ êàíàëîâ), íà êîòîðûõ äóãîâàÿ àáñöèññà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,òî �óíêöèÿ v(s) áóäåò ìíîãîçíà÷íîé. Çàäàäèì åå òàê, ÷òîáû äóãîâûå àáñöèññûñîâïàäàþùèõ òî÷åê êîíòóðîâ Lz è L∗

z âíå ñòåíîê êàíàëîâ áûëè ðàâíû:
v(s) =






v1(s), s ∈ [0, se1], íà B1A1En1, vc1, s ∈ [se1,∞), íà En1N1,

−vc2, s ∈ (−∞, sf1], íà N1Fn1, v2(s), s ∈ [sf1, se2], íà Fn1A2En2,

vc3, s ∈ [se2,∞), íà En2N2, −vc4, s ∈ (−∞, sf2], íà N2Fn2,

v3(s), s ∈ [sf2, l3], íà Fn2A3B3, v3(s), s ∈ [0, sf2], íà B3Fm2,

−vc4, s ∈ [sf2,∞), íà Fm2M2, vc3, s ∈ (−∞, se2], íà M2Em2,

v2(s), s ∈ [se2, l2], íà Em2B2, v2(s), s ∈ [0, sf1], íà B2Fm1,

−vc2, s ∈ [sf1,∞), íà Fm1M1, vc1, s ∈ (−∞, se1], íà M1Em1,

v1(s), s ∈ [se1, l1], íà Em1B1.Ìîäóëè ñêîðîñòè íà ñòàíêàõ êàíàëîâ âûáåðåì ðàâíûìè vc1 = v1(se1) ,
vc2 = −v2(sf1) , vc3 = v2(se2) , vc4 = −v3(sf2) .Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü �îðìó êîíòóðà L∗

z .



116 �.Ô. ÌÀ�ÄÀÍÎÂ4. �åøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷èÂâåäåì â ðàññìîòðåíèå îáëàñòü Gζ � âíåøíîñòü êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà âêàíîíè÷åñêîé ïëîñêîñòè ζ = ρeiγ . Äëÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ îá-ëàñòåé Gζ è G∗

z (âíåøíîñòè ïðî�èëÿ ñ êàíàëàìè) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåáåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê ïëîñêîñòåé z∗ è ζ è ïåðåõîä òî÷êè z = 0 â òî÷êó
ζ = 1 . Â êàíîíè÷åñêîé ïëîñêîñòè èìååì îáòåêàíèå îêðóæíîñòè ñ ðàñïîëîæåííûìèíà íåé òî÷å÷íûìè ñòîêàìè â òî÷êàõ N1 , N2 è èñòî÷íèêàìè â òî÷êàõ M1 , M2 .Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w(ζ) òå÷åíèÿ èìååò âèä

w(ζ) = u0

(
ζe−iβ +

eiβ

ζ

)
−

Γ

2πi
ln ζ +

2∑

j=1

Qj

π
ln
ζ − ζmj

ζ − ζnj
+ C0, (1)ãäå u0 è β � ìîäóëü è àðãóìåíò ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà â ïëîñêîñòè ζ ,

ζnj = eiγnj è ζmj = eiγmj � êîîðäèíàòû òî÷åê Nj è Mj , à C0 = C1 + iC2 �êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζak = eiγak , ζbk = eiγbk êîîðäèíàòûòî÷åê Ak è Bk ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì γb1 = 0 , òî åñòü ζb1 = 1 . Êîìïëåêñíîñîïðÿæåííóþ ñêîðîñòü íàéäåì, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ âûðàæåíèå (1):
dw

dζ
= u0

(
e−iβ −

eiβ

ζ2

)
−

Γ

2πiζ
+

2∑

j=1

Qj

π

(
1

ζ − ζmj
−

1

ζ − ζnj

)
. (2)Âûäåëèâ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü â (1), îïðåäåëèì çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè íàãðàíèöå ζ = eiγ :

ϕ(γ) = 2u0 cos(γ − β) −
Γγ

2π
+

2∑

j=1

Qj

π

[
ln

∣∣∣∣sin
γ − γmj

2

∣∣∣∣ − ln

∣∣∣∣sin
γ − γnj

2

∣∣∣∣
]

+ C1.Íà ðèñ. 2, à, á ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíû îáëàñòè â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåí-öèàëà äëÿ îáòåêàíèÿ òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ è ïðî�èëÿ ñ êàíàëàìèîòáîðà è âûäóâà ïîòîêà, îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Gw è G∗

w ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òîçíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè â ñîâïàäàþùèõ òî÷êàõ êîíòóðîâ Lz è L∗

z ìîãóò íåñîâïàäàòü. Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ òðåõýëåìåíòíîãî ïðî�èëÿ ðàçíèöûìåæäó çíà÷åíèÿìè �óíêöèè ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè â òî÷êàõ Bk ïðè ïîäõîäå ê íèìñâåðõó è ñíèçó ðàâíû Γk , à äëÿ ïðî�èëÿ ñ êàíàëàìè îòáîðà è âûäóâà ýòè ðàçíèöûðàâíû Γ â òî÷êå B1 è 0 â òî÷êàõ B2 , B3 .Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ìåòîä ñîïîñòàâëåíèÿ ïëîñêîñòåé (ñì., íàïðè-ìåð, [5, ñ. 17℄) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïîñëå äîïîëíèòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,êîòîðîå ãðà�è÷åñêè ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2 è ïîäðîáíî îïèñàíî â [10℄. Îñíî-âûâàÿñü íà ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ
ϕ̃(γ) =






ϕ(γ) − Γ2 − Γ3, 0 6 γ < γb2,

ϕ(γ) − Γ2, γb2 6 γ < γb3,

ϕ(γ), γb3 < γ 6 2π,çíà÷åíèÿ êîòîðîé áóäóò ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèé ϕk(s) â ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ òî÷êàõ1 êîíòóðà Lz è åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè ζ .
1Òî÷êè êîíòóðà Lz , ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, åñòü òî÷êè, ñîâïàäàþ-ùèå ñ òî÷êàìè êîíòóðà L∗

z (âíå îêðåñòíîñòè êàíàëîâ), ïåðåõîäÿùèìè â òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæ-íîñòè ïðè êîí�îðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòåé G∗

z è Gζ .
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A2
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A3

A3

A3

B1

B1
B1

B1

B2

B2 B2

B2

B3

B3
B3

B3

M1

M1

M2

M2

N1

N1

N2

N2

( )wGw

*
Gw

a

â ã

á

En1 En1Em1 Em1

Fn1
Fn1Fm1

Fm1

Em2 Em2

Fm2
Fm2Fn2

Fn2

En2 En2

�èñ. 2. Ñâåäåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðèìåðå ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöè-àëà wÂ ïðèâåäåííûõ âûøå �îðìóëàõ ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ îêðóæíîñòè ñ îñîáåííîñòÿ-ìè ïðèñóòñòâóåò òðèíàäöàòü íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí: u0 , β , C1 , C2 , γa1 , γa2 , γa3 ,
γb2 , γb3 , γn1 , γn2 , γm1 , γm2 . Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ èñïîëüçóåì óñëîâèÿ çàäàííîñòè�óíêöèè òîêà â òî÷êå A1 è ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè â òî÷êàõ Ak è Bk :

ψ(γa1) = 0, ϕ̃(γak) = ∆ϕk, ϕ̃(γbk + 0) = ϕk(lk) (3)âìåñòå ñ óñëîâèÿìè îáðàùåíèÿ â íóëü ñêîðîñòè ïîòîêà â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ
dw

dζ

∣∣∣∣
ζ=ζak, ζbk

= 0. (4)Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó òðèíàäöàòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçîáüåì íà äâå áîëååïðîñòûå.Ñèñòåìà 1. Ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè u0 , γn1 , γn2 , γm1 , γm2 . Òîãäà èç óðàâíåíèÿ
dw
dζ

∣∣∣
ζ=1

= 0 ñ ó÷åòîì (2) îïðåäåëèì
β = arcsin





1

4πu0



Γ −

2∑

j=1

Qj

(
ctg

γnj

2
− ctg

γmj

2

)






 . (5)Ïðèâåäåì (2) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

dw

dζ
=

P (ζ)

2πiζ2(ζ − ζn1)(ζ − ζn2)(ζ − ζm1)(ζ − ζm2)
,ãäå P (ζ) � ïîëèíîì øåñòîé ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, (4) ýêâèâàëåíòíî àëãåáðàè÷å-ñêîìó óðàâíåíèþ P (ζ) = 0 , ðåøèâ êîòîðîå, íàéäåì ζa1 , ζa2 , ζa3 , ζb2 , ζb3 , òî åñòü



118 �.Ô. ÌÀ�ÄÀÍÎÂîïðåäåëèì γa1 , γa2 , γa3 , γb2 , γb3 . Â ñèëó (5) øåñòûì êîðíåì áóäåò ζ = 1 , òî åñòüñòåïåíü P (ζ) ìîæíî ïîíèçèòü.Ñèñòåìà 2. Èñêëþ÷èì êîíñòàíòó C1 èç ñèñòåìû (3), òàê êàê îíà âõîäèò â êàæ-äîå èç óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû, êðîìå ïåðâîãî, êàê ñëàãàåìîå:
ϕ̃(γa2) − ϕ̃(γa1) − ∆ϕ2 = f1(u0, γn1, γn2, γm1, γm2) = 0,

ϕ̃(γa3) − ϕ̃(γa1) − ∆ϕ3 = f2(u0, γn1, γn2, γm1, γm2) = 0,

ϕ̃(0) − ϕ̃(γa1) − ϕ1(l1) = f3(u0, γn1, γn2, γm1, γm2) = 0,

ϕ̃(γb2 + 0) − ϕ̃(γa1) − ϕ2(l2) = f4(u0, γn1, γn2, γm1, γm2) = 0,

ϕ̃(γb3 + 0) − ϕ̃(γa1) − ϕ3(l3) = f5(u0, γn1, γn2, γm1, γm2) = 0.

(6)Ñèñòåìà (6) ïÿòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ u0 , γn1 ,
γn2 , γm1 , γm2 ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Íüþòîíà. Ïðè êàæäîì âû÷èñëåíèè�óíêöèé fi(u0, γn1, γn2, γm1, γm2) ïðîèñõîäèò ðåøåíèå ñèñòåìû 1. Êîíñòàíòà C0çàòåì íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ w(ζa1) = 0 .Îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü s(γ) äóãîâîé àáñöèññû êîíòóðà L∗

z îò óãëîâîé êîîðäè-íàòû â ïëîñêîñòè ζ âíå êàíàëîâ îòáîðà è âûäóâà, ñîïîñòàâëÿÿ �óíêöèè ϕk(s) è
ϕ̃(γ) . Íà ó÷àñòêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðåñòíîñòÿì êàíàëîâ, íàéäåì s(γ) , èíòåãðè-ðóÿ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ds

dγ
=
u(γ)

vck
, ãäå ñêîðîñòü u(γ) íà ãðàíèöå êðóãàâû÷èñëèì, âçÿâ ìîäóëü îò âûðàæåíèÿ (2):

u(γ) = 4u0

3∏

j=1

[
sin

γ − γaj

2
sin

γ − γbj

2

] 2∏

j=1

[
sin

γ − γnj

2
sin

γ − γmj

2

]
−1

.Îáîçíà÷èì χ(ζ) = ln
dw

dz∗
= ln |v| − iθ �óíêöèþ Æóêîâñêîãî �Ìè÷åëà, ãäå v =

= v[s(γ)] è θ � ìîäóëü è àðãóìåíò âåêòîðà ñêîðîñòè â ïëîñêîñòè z∗ ñîîòâåòñòâåííî.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ
χ̃(ζ) = χ− χ0 = S̃ + iθ̃, (7)ãäå χ0(ζ) = S0 + iθ0 � �óíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ îñîáåííîñòè χ(ζ) :

χ0(ζ) =

3∑

j=1

ln

(
1 −

ζaj

ζ

)
+

2∑

j=1

{
iaj

π

[
ln

(
1 −

ζnj

ζ

)
− ln

(
1 −

ζmj

ζ

)]}
. (8)Çäåñü a1 = ln(vc2/vc1) , a2 = ln(vc4/vc3) .Ôóíêöèþ S̃(γ) çàïèøåì, âûäåëèâ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü χ̃(ζ) ñ ó÷åòîì (8):

S̃(γ) = ln |v| −

3∑

j=1

ln

∣∣∣∣2 sin
γ − γaj

2

∣∣∣∣ +

+

2∑

j=1

{ aj

2π
[γnj − γmj + π(sgn(γ − γnj) − sgn(γ − γmj))]

}
,ãäå sgn(x) = {−1, x < 0; 0, x = 0; 1, x > 0} . Òîãäà âîññòàíîâèì χ̃(ζ) , ðåøèâ çàäà÷óØâàðöà â îáëàñòè Gζ ïî èçâåñòíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè S̃(γ) .Ïåðåïèñàâ (2) â âèäå

dw

dζ
= u0e

−iβ
3∏

j=1

[(ζ − ζaj)(ζ − ζbj)]

2∏

j=1

[(ζ − ζnj)(ζ − ζmj)]
−1ζ−2



Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß Ò�ÅÕÝËÅÌÅÍÒÍÎ�Î. . . 119è ðàçðåøèâ (7) ñ ó÷åòîì (8) îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé ñêîðîñòè
dw

dz∗
=

3∏

j=1

(ζ − ζaj)
2∏

j=1

(
ζ − ζnj

ζ − ζmj

)iaj/π
eχ̃(ζ)

ζ2
,íàéäåì

dz∗

dζ
=
dw

dζ
/
dw

dz∗
= u0e

−iβ
3∏

j=1

(ζ − ζbj)

2∏

j=1

[
(ζ − ζnj)

1+iaj/π(ζ − ζmj)
1−iaj/π

]
−1

e−χ̃(ζ).Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî âûðàæåíèå ïî êîíòóðó ζ = eiγ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ z∗|ζ=1 = 0 ,ïîñòðîèì êîíòóð L∗

z . Ôîðìó êîíòóðà Lz òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿîïðåäåëèì ñïîñîáîì, îïèñàííûì â ðàáîòå [10℄.5. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòèÓñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ÎÊÇÀ ïîëó÷èì, çàïèñàâ ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû èçðàáîòû [9℄ äëÿ ñëó÷àÿ òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ. Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà, îïðåäåëÿåìîãî â õîäå ðåøåíèÿ, ñ çàäàííûì íå èç-ìåíèòñÿ:
2π∫

0

S̃(γ)dγ = 2π ln v∞.Óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè êîíòóðà L∗

z çàïèøóòñÿ â âèäå
2π∫

0

S̃(γ) cos γdγ =

2∑

j=1

[π(cos γnj+cos γmj)+aj(sin γmj−sin γnj)]−π(cos γb2+cosγb3+1),

2π∫

0

S̃(γ) sin γdγ =

2∑

j=1

[π(sin γnj + sinγmj) + aj(cos γnj − cos γmj)] − π(sin γb2 + sin γb3).Äîáàâèâ ê ýòèì óðàâíåíèÿì óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ öåíòðîâ êàíàëîâ C1 , D1 è C2 ,
D2 , ïîëó÷èì ñèñòåìó ñåìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ êîòîðûõââåäåì ñåìü ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â çàäàâàåìîì ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòåé vk(s) .Êîý��èöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû âû÷èñëèì ïî �îðìóëàì, ïðèâåäåííûì â ðàáîòå[10℄, ñ òîé ëèøü ïîïðàâêîé, ÷òî ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè èñïîëüçóåì õàðàêòåðíûéëèíåéíûé ðàçìåð (l1+l2+l3)/2 � ïîëóñóììó ïåðèìåòðîâ òðåõ ýëåìåíòîâ êðûëîâîãîïðî�èëÿ. 6. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòàÄëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëîâîãî ðàñ÷åòà âûáåðåì ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè vk(s) ââèäå, àíàëîãè÷íîì ïðèâåäåííîìó â ðàáîòå [10℄. Â êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâèñïîëüçóåì v0 , s1k , s2k . Ñèñòåìó ñåìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ñâåäåíûóñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, ðåøèì ÷èñëåííûì ìåòîäîì Íüþòîíà.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîâåäåì ðàñ÷åò ïî ïðîåêòèðîâàíèþ êðûëîâîãî ïðî�èëÿñ ïðåäêðûëêîì è çàêðûëêîì. Çà èñõîäíûå äàííûå âîçüìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:
v∞ = 1 , Q1 = Q2 = 0.05 , ∆ϕ2 = −0.6 , ∆ϕ3 = −0.72 , l1 = l3 = 0.4 , l2 =
= 1.6 . Íà ðèñ. 3, à ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàí ðåçóëüòàò ïîñòðîåíèÿ êðûëîâîãîïðî�èëÿ ñ êàíàëàìè îòáîðà è âûäóâà, à ïóíêòèðíîé � ïîëó÷åííûé êðûëîâîé ïðî-�èëü ñ ïðåäêðûëêîì è çàêðûëêîì. Èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè v(x) äëÿ
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�èñ. 3. �åçóëüòàò ÷èñëîâîãî ðàñ÷åòà: (à) � ñïðîåêòèðîâàííûé ïðî�èëü ñ ïðåäêðûëêîì èçàêðûëêîì, (á) � ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè vk(x)ñïðîåêòèðîâàííîãî òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3, áâ çàâèñèìîñòè îò àáñöèññû x ñïëîøíîé ëèíèåé. Êîý��èöèåíò ïîäúåìíîé ñèëûïîñòðîåííîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ cy = 1.04 .Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà áûëî ïðîâåäåíî ðåøåíèåïðÿìîé êðàåâîé çàäà÷è àýðîãèäðîäèíàìèêè ïî ðàñ÷åòó îáòåêàíèÿ ñïðîåêòèðîâàí-íîãî òðåõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ïàíåëüíûì ìåòîäîì [12℄. �åçóëüòàò ðàñ-÷åòà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3, á êâàäðàòíûìè ñèìâîëàìè. Âèäíî õîðîøåå ñîâïàäåíèåðåçóëüòàòîâ ïî âñåé äëèíå êîíòóðîâ òðåõýëåìåíòíîãî ïðî�èëÿ, çà èñêëþ÷åíèåìîêðåñòíîñòè êàíàëîâ ìåæäó ýëåìåíòàìè.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Í.Á. Èëüèíñêîìó è Ä.Ô. Àáçàëèëîâó çà ñîâåòûè ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013ãîäû (ãîñ. êîíòðàêò � Ï1124). SummaryR.F. Mardanov. An Approximate Method for Design of a Three-Element Airfoil.An approximate method for designing a three-element airfoil by a given veloity distributionon its surfae as a funtion of the ar absissa is formulated. The main point of the method is
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