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1. Âû÷èñëèìî îòäåëèìûå íóìåðàöèè

Ïóñòü (M, µ) � íóìåðîâàííîå ìíîæåñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî
ïîäìíîæåñòâî M0 ⊆ ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ (µ-) âû÷èñëèìûì
(ïåðå÷èñëèìûì, íåãàòèâíûì è ò.ä.), åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïîëíûé

µïðîîáðàç ìíîæåñòâà M0, ò.å. ìíîæåñòâî ν
−1M0.

Îïðåäåëåíèå 1.1

Íóìåðàöèÿ µ ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìîé, åñëè

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ a0, a1 ∈ M ñóùåñòâóåò òàêîå µ-âû÷èñëèìîå
ïîäìíîæåñòâî M0 ⊆ M, ÷òî a0 ∈ M0 ∧ a1 /∈ M0.

Òåîðåìà 1.2

À.È.Ìàëüöåâa Äëÿ âñÿêîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ëþáûå ïàðà åå

ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè âû÷èñëèìî îòäåëèìà.

aÀ.È. Ìàëüöåâ. Ïîçèòèâíûå è íåãàòèâíûå íóìåðàöèè // ÄÀÍ ÑÑÑÐ,
1965, 160, No 2, 278-280.
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1. Âû÷èñëèìî îòäåëèìûå íóìåðàöèè

Çàìå÷àíèå 1.3

Â òåîðåìå À.È.Ìàëüöåâà íå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ íóìåðàöèè µ ëþáàÿ

ïàðà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ îòäåëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì µ-âû÷èñëèìûì
ìíîæåñòâîì. Êîíñòàòèðóåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ

âû÷èñëèìî îòäåëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå î ðåäóêöèè.

Òåîðåìà 1.4 î ðåäóêöèè

Ïóñòü α, β âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìû è α ∪ β = ω. Òîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà A,B , ÷òî
α ⊆ A, β ⊆ B,A ∪ B = ω è A ∩ B = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðè ïåðåñ÷åòå ýëåìåíòîâ èç ïåðåñå÷åíèÿ α ∩ β äåéñòâóåì ïî ïðèíöèïó

�êòî ïåðâûé âçÿë, òî è ñúåë�.
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1. Âû÷èñëèìî îòäåëèìûå íóìåðàöèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû À.È.Ìàëüöåâà

Ïóñòü a, b ∈ M, a 6= b è µ � íåãàòèâíàÿ íóìåðàöèÿ ìíîæåñòâà M. Òîãäà

êàê α = ω \ µ−1(a), òàê è β = ω \ µ−1(a) âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå
ìíîæåñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî α ∪ β = ω. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó î ðåäóêöèè.

Îêàçàëîñü, ÷òî a, b ìîæíî íå ïðîñòî îòäåëÿòü âû÷èñëèìûìè

ìíîæåñòâàìè, íî êîððåêòíûìè îòíîñèòåëüíî íóìåðàöèè

(µ-çàìêíóòûìè), ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå M0 ⊆ M, ÷òî a ∈ M0, b /∈ M0 è

µ−1M0 âû÷èñëèìî. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé.

Äëÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðâàÿ ÿâëÿåòñÿ

ðàñøèðåíèåì âòîðîé, åñëè âòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ïåðâîé.

Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ ýêâèâàëåíòíîñòè η
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ η-êëàññîâ,
ò.å. {x | ∀y(x = y (mod η)→ x 6≤ y)}, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç

tr(η).
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1. Âû÷èñëèìî îòäåëèìûå íóìåðàöèè

Ïðåäëîæåíèå 1.5

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü ëþáîé íåãàòèâíîé (ïîçèòèâíîé)

ýêâèâàëåíòíîñòè âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà (êîïåðå÷èñëèìà).

Äîêàçàòåëüñòâî

Â ñàìîì äåëå, äëÿ íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè η íà ω èìååì

x ∈ tr(η)⇔ ∀y < x(x 6= y (mod η)), ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíîñèëüíîñòè

âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà. Åñëè æå η ïîçèòèâíà, òî

x /∈ tr(η)⇔ ∃y < x(x = y (mod η)).

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñ áåñêîíå÷íûì (êîíå÷íûì) ÷èñëîì ñìåæíûõ êëàññîâ

áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íîé (êîíå÷íîé). Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ

η-áåñêîíå÷íûì (η-êîíå÷íûì), åñëè åãî η-çàìûêàíèå ñîñòîèò èç
áåñêîíå÷íîãî (êîíå÷íîãî) ÷èñëà êëàññîâ η-ýêâèâàëåíòíîñòè.
Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìûì (íî íå äîñòàòî÷íûì) óñëîâèåì

η-áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî áåñêîíå÷íîñòü.
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1. Âû÷èñëèìî îòäåëèìûå íóìåðàöèè

Åñëè η � ýêâèâàëåíòíîñòü íà ω, òî η-çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà α,
îáîçíà÷àåìûì ÷åðåç [α]η, íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ η-çàìêíóòûõ
ðàñøèðåíèé ìíîæåñòâà α. Îïåðàòîð []η íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì

η-çàìûêàíèÿ.
Åñëè η � ýêâèâàëåíòíîñòü è δ � ìíîæåñòâî, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

÷èñëî x η-îòâåðãàåòñÿ ìíîæåñòâîì δ, åñëè x /∈ [δ]η. Ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè η
îòíîøåíèå �íàòóðàëüíîå ÷èñëî x η-îòâåðãàåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì

δ� ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì ïî x , δ
(ïîäðàçóìåâàåòñÿ ÿâíîå çàäàíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà δ,
íàïðèìåð, ïîñðåäñòâîì åãî êàíîíè÷åñêîãî èíäåêñà). Åñëè èç êîíòåêñòà

ÿñíî, î êàêîé íåãàòèâíîé íóìåðàöèè (èëè åå ÿäðå) èäåò ðå÷ü, òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî x îòâåðãàåòñÿ äàííûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 1.6

Åñëè η � íåãàòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî îïåðàòîð η-çàìûêàíèÿ
íàçûâåòñÿ îïåðàòîðîì ýôôåêòèâíîãî îòâåðæåíèÿ.
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2. Îïåðàòîð ýôôåêòèâíîãî îòâåðæåíèÿ

Òåîðåìà 2.1

Âñÿêàÿ íåãàòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âû÷èñëèìî îòäåëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η � íåãàòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî

äëÿ ëþáîé ïàðû x 6= y (mod η) ñóùåñòâóåò η-çàìêíóòîå ðàçðåøèìîå
ìíîæåñòâî, îòäåëÿþùåå x , y è, áîëåå òîãî, ýòî ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî

ñòðîèòñÿ ïî äàííûì x , y .
Øàã 0. A0

x = {x},A0
y = {y}.

Øàã s + 1. Ïóñòü z � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå

ïðèíàäëåæàùåå As
x ∪ As

y . Ïðîâåðÿåì z íà ïðåäìåò åãî îòâåðæåíèÿ õîòÿ

áû îäíèì èç ìíîæåñòâ As
x ,A

s
y . Åñëè z îòâåðãàåòñÿ As

x , òî ïîëàãàåì

As+1
x = As

x ,A
s+1
y = As

y ∪ {z}; åñëè x îòâåðãàåòñÿ As
y , òî ïîëàãàåì

As+1
x = As

x ∪ {z},As+1
y = As

y . Åñëè z îòâåðãàåòñÿ îáîèìè ìíîæåñòâàìè,

òî îòíîñèì åãî ê As+1
x . Êîíåö øàãà s + 1.
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2. Îïåðàòîð ýôôåêòèâíîãî îòâåðæåíèÿ

Îïðåäåëèì

Ax =
⋃
s∈ω

As
x ,Ay =

⋃
s∈ω

As
y .

Èíäóêöèåé ïî øàãàì ïîñòðîåíèÿ ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé øàã

çàêàí÷èâàåòñÿ ñ îòíåñåíèåì òåêóùåãî òåñòèðóåìîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà ê îäíîìó èç äâóõ ìíîæåñòâ, à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî

[As
x ]η ∩ [As

y ]η = ∅ äëÿ ëþáîãî øàãà s. Ïîýòîìó ïåðå÷èñëèìûå Ax ,Ay íå

ïåðåñåêàþòñÿ, ÿâëÿþòñÿ η-çàìêíóòûìè è èõ îáúåäèíåíèå ïîêðûâàåò

âñå ω. Ðàâíîìåðíàÿ çàâèñèìîñòü èíäåêñîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

ôóíêöèé Ax ,Ay îò x , y î÷åâèäíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.2

Âñÿêàÿ íåãàòèâíàÿ àëãåáðà âû÷èñëèìî îòäåëèìà.
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3. Àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû

Ïðåäëîæåíèå 3.1

Åñëè âñå îïåðàöèè àëãåáðû A ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì A ñîãëàñîâàíû

ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ θ íà A, òî è âñå òðàíñëÿöèè ñîãëàñîâàíû ñ θ.
Âåðíî è îáðàòíîå, ò.å. åñëè âñå òðàíñëÿöèè ñîãëàñîâàíû ñ θ, òî âñå
îïåðàöèè θ-äîïóñòèìû.

Ïóñòü âñå îïåðàöèè θ-äîïóñòèìû (ò.å. θ � êîíãðóýíöèÿ). Ðàññìîòðèì
òðàíñëÿöèþ (òåðì) t(x , a), ãäå x � ïåðåìåííàÿ, à a � íàáîð
ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ íîñèòåëÿ ñèñòåìû. Èíäóêöèÿ ïî âûñîòå

òåðìà. Åñëè h(t) = 1, òî θ-äîïóñòèìîñòü âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ.
Åñëè äëÿ âñåõ òåðìîâ âûñîòû íå áîëåå m óòâåðæäåíèå âåðíî,

t = f (t1(x , a), . . . , tn(x , a)), t1(x , a) . . . , tn(x , a) ÿâëÿþòñÿ
θ-äîïóñòèìûìè è m = max{h(t1), . . . , h(tn)}, òî, â ñèëó èíäóêöèîííîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ, èìåþò ìåñòî èìïëèêàöèè
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3. Àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû

x1θx2 ⇒
n∧

i=1

ti (x1, a)θti (x2, a)⇒

⇒ f (t1(x1, a), . . . , tn(x1, a))θf (t1(x2, a), . . . , tn(x2, a)),

ò.å. t(x) = f (t1(x , a), . . . , tn(x , a)) ñîãëàñîâàíà ñ θ.
Îáðàòíî, åñëè âñå òðàíñëÿöèè ÿâëÿþòñÿ θ-äîïóñòèìû, òî òàêîâû æå, â

÷àñòíîñòè, è òðàíñëÿöèè âûñîòû 1 (ò.å. òðàíñëÿöèè âèäà λxf (x , a), òàê
íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûå òðàíñëÿöèè). Ïóñòü f � n-ìåñòíàÿ îïåðàöèÿ
è
∧n

i=1 xiθyi . Èìååì öåïü θ-ñðàâíåíèé äëèíû n:

f (x1, x2, . . . , xn)θf (y1, x2, . . . , xn)θ . . . θf (y1, y2, . . . , yn−1, xn)θ

f (y1, y2, . . . , yn).
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3. Àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì A. Ñëåäóÿ
À.È.Ìàëüöåâó1 íàçîâåì òðàíñëÿöèåé ëþáóþ îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ

âèäà λx .t(x , a), ãäå t � òåðìàëüíàÿ îïåðàöèÿ, a � ïðîèçâîëüíûé íàáîð

ýëåìåíòîâ àëãåáðû A. Ïðè ýòîì, â çàïèñè òåðìà t ïåðåìåííàÿ x
ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ áîëåå îäíîãî ðàçà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî

âñåõ òðàíñëÿöèé àëãåáðû A, âêëþ÷àþùåå òîæäåñòâåííóþ òðàíñëÿöèþ,

à ÷åðåç T (a, b) � ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

{〈t(a), t(b)〉|t ∈ T},

ãäå a, b ∈ A, ò.å. T (a, b) ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè âñåõ êîíãðóýíöèé,

ñîäåðæàùèõ ïàðó 〈a, b〉 (íàçûâàåìîé ãëàâíîé êîíãðóýíöèåé,

ïîðîæäåííîé ýòîé ïàðîé).

Áóäåì ïèñàòü c ∼ d äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

〈c, d〉 ∈ T (c , d).

1À.È. Ìàëüöåâ. Ê îáùåé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì // Ìàòåì. ñá., 1954,
50, No 1, 3-20.
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3. Àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû

Ëåììà 3.2

T (a, b) � íàèìåíüøàÿ êîíãðóýíöèÿ, ñîäåðæàùàÿ ïàðó 〈a, b〉.

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî, ÷òî T (a, b) âêëþ÷àåòñÿ â ëþáóþ êîíãðóýíöèþ, ñîäåðæàùóþ

ïàðó 〈a, b〉. Ïóñòü c ∼ d . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ öåïü c ∼ · · · ∼ d .
Èíäóêöèåé ïî äëèíå öåïè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

âñÿêîé òðàíñëÿöèè t ñóùåñòâóåò òàêæå è öåïü t(c) ∼ · · · ∼ t(d), ÷òî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà T (a, b). Åñëè c ∼ d , òî äëÿ ëþáîé

òðàíñëÿöèè t èìååò ìåñòî t(c) ∼ t(d). Åñëè, ñêàæåì, c ∼ e ∼ d , òî
∃t1, t2 ∈ T [c = t1(a) ∧ e = t1(b) = t2(a) ∧ d = t2(b), ò.å.
t(c) ∼ t(e) ∼ t(d). È ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî, t ñîãëàñîâàíà ñ
ýêâèâàëåíòíîñòüþ T (a, b). Ò.ê. ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

òðàíñëÿöèé, òî T (a, b) � êîíãðóýíöèÿ. Ëåììà äîêàçàíà.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ ìíîæåñòâî âñåõ êîíãðóýíöèé àëãåáðû A. Ïóñòü
A0,A1 � ðàçáèåíèå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà A àëãåáðû A íà äâå

íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü A.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Θ(A0,A1) âñåõ òàêèõ êîíãðóýíöèé, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ íå �ñêëåèâàåò� íèêàêîé ýëåìåíò èç A0 íè ñ êàêèì ýëåìåíòîì

èç A1. Äðóãèìè ñëîâàìè

Θ(A0,A1) = {θ|θ ∈ Θ,∀x ∈ A0∀y ∈ A1[x 6= y (mod θ)]}.
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Ëåììà 3.3 î íàèáîëüøåé íåñêëåèâàþùåé êîíãðóýíöèè

Â Θ(A0,A1) ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî Θ(A0,A1) 6= ∅, ò.ê. id A ∈ Θ(A0,A1).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Θ∗(A0,A1) âñåõ êîíãðóýíöèé, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå êîíãðóýíöèè èç Θ(A0,A1). Ýòî ìíîæåñòâî òàêæå
íåïóñòî, ò.ê. A2 ∈ Θ∗(A0,A1). Ïóñòü θ∗ � ïåðåñå÷åíèå âñåõ
êîíãðóýíöèé èç Θ∗(A0,A1). Òîãäà θ∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ

äëÿ ìíîæåñòâà Θ(A0,A1). Ïîêàæåì, ÷òî θ∗ ∈ Θ(A0,A1).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè Θ � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî

ìíîæåñòâà Θ âñåõ êîíãðóýíöèé àëãåáðû A, òî èõ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü

θ = sup(
⋃
θ∈Θ θ) îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì:
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a = b (mod θ)⇔ ∃n > 1∃a1 . . . a2n ∈ A∃θ1 . . . θn ∈ Θ∃t1 . . . tn ∈ T (A) :

a = t1(a1)∧

[
∧

16i6n

(a2i−1 = a2i (mod θi ))] ∧ [
∧

16i6n−1
(ti (a2i ) = ti+1(a2i+1))]

∧tn(a2n) = b,

ãäå T (A) � ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñëÿöèé àëãåáðû A, âêëþ÷àþùåå
òîæäåñòâåííóþ òðàíñëÿöèþ.

Åñëè áû θ∗ íå ëåæàëà â Θ(A0,A1), òî, ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ,
íåêîòîðàÿ êîíãðóýíöèÿ èç Θ(A0,A1) ñîäåðæàëà áû ïàðó 〈a0, a1〉 äëÿ
ïîäõîäÿùèõ a0 ∈ A0, a1 ∈ A1. Ïðîòèâîðå÷èå Ëåììà äîêàçàíà.
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3. Àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû

Äëÿ íàèáîëüøåé êîíãðóýíöèè θ∗ èç ìíîæåñòâà Θ(A0,A1) ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.4

a 6= b (mod θ∗) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

òðàíñëÿöèÿ t èç T , ÷òî t(a) ∈ A0 ∧ t(b) ∈ A1 ëèáî

t(a) ∈ A1 ∧ t(b) ∈ A0.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü a = b (mod θ∗). Òîãäà T (a, b) ïî ëåììå 3.3 åñòü ýëåìåíò
Θ(A0,A1), ò.å. T (a, b) ∩ (A0 × A1) = ∅.
Äîïóñòèì, ÷òî a 6= b (mod θ∗). Ïîñêîëüêó θ∗ � íàèáîëüøàÿ â

Θ(A0,A1), òî a 6= b ïî ìîäóëþ ëþáîé êîíãðóýíöèè èç Θ(A0,A1).
Ïîýòîìó T (a, b) /∈ Θ(A0,A1), ò.å. T (a, b) ∩ (A0 × A1) 6= ∅. Ëåììà
äîêàçàíà.
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4. Êðèòåðèé âû÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè

Òåîðåìà 4.1

Íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà âû÷èñëèìî îòäåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (A, µ) � âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ íóìåðîâàííàÿ

àëãåáðà, F � âû÷èñëèìîå (â ñìûñëå Þ.Ë.Åðøîâà2) ñåìåéñòâî

âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ îïåðàöèè àëãåáðû A â

íóìåðàöèè µ.

Òåïåðü òðàíñëÿöèÿìè áóäåì íàçûâàòü îäíîìåñòíûå âû÷èñëèìûå

ôóíêöèè âèäà λx .t(x , a), ãäå t � òåðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, â êîòîðîé

êàæäûé ñèìâîë èíòåðïðåòèðóåòñÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé èç F ,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ îïåðàöèþ àëãåáðû A â íóìåðàöèè

µ, à a � ïðîèçâîëüíûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ

íîìåðàìè ïàðàìåòðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî T âñåõ òðàíñëÿöèé

âû÷èñëèìî (îïûòü-òàêè â ñìûñëå Þ.Ë.Åðøîâà).

2Þ.Ë. Åðøîâ. Òåîðèÿ íóìåðàöèé. Ì., Íàóêà, 1977.
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Ïóñòü µm 6= µn, òîãäà, ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò òàêîå µ-çàìêíóòîå
âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî α, ÷òî m ∈ α, n ∈ (ω r α).

Ïóñòü A0 = µα,A1 = µ(ω r α). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùèõ

ëåìì ðàññìîòðèì íàèáîëüøóþ êîíãðóýíöèþ θ∗ èç ìíîæåñòâà
Θ(A0,A1). Ïîêàæåì, ÷òî èìåííî θ∗ åñòü íåãàòèâíàÿ êîíãðóýíöèÿ, ïî

ìîäóëþ êîòîðîé ðàçëè÷íû ýëåìåíòû µm, µn àëãåáðû A.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

σ = {〈x , y〉|∃t ∈ T [(t(x) ∈ α ∧ t(y) ∈ (ω r α)) ∨ (t(y) ∈ α ∧ t(x) ∈
(ω r α))]}. Ñîãëàñíî ëåììå 3.4 èìååì:

µx 6= µy (mod θ∗)⇔ 〈x , y〉 ∈ σ.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû µm, µn ðàçëè÷àþòñÿ íåãàòèâíîé

êîíãðóýíöèåé θ∗.
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Îáðàòíî, ïóñòü íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà (A, µ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ
íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè. Åñëè µm 6= µn, òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ,
ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåãàòèâíàÿ àëãåáðà (B, ν), ãîìîìîðôèçì
ϕ : A −→ B è âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî ϕµm 6= ϕµn è ϕµ = νf .
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ν-çàìêíóòîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî α,
îòäåëÿþùåå f (m) îò f (n). Òîãäà ìíîæåñòâî f −1α ÿâëÿåòñÿ

µ-çàìêíóòûì âû÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì, îòäåëÿþùèì m îò n. Ïîýòîìó
äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà

ñëåäñòâèå 2.2 î âû÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè ëþáîé íåãàòèâíîé àëãåáðû.
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Ïðåäëîæåíèå 4.2

Âñÿêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, îáëàäàþùàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìîé

íóìåðàöèåé ñ èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ ÿâëÿåòñÿ

ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü A � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà è µ � åå âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ

íóìåðàöèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü ÿäðà êîòîðîé tr(ker(µ))
èììóííà. Äîïóñòèì, ÷òî µm 6= µn, òîãäà, ïî òåîðåìå 4.1, ñóùåñòâóåò
µ-íåãàòèâíàÿ êîíãðóýíöèÿ θ àëãåáðû A, ðàçëè÷àþùàÿ ýòè ýëåìåíòû,

ò.å. µm 6= µn (mod θ) è ìíîæåñòâî {〈x , y〉|µx 6= µy (mod θ)}
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Ïîëîæèì µ∗ = θ∗µ, ãäå θ∗ � åñòåñòâåííîå
íàëîæåíèå A íà A/θ. Òîãäà µ∗ � íåãàòèâíàÿ íóìåðàöèÿ ôàêòîð-

àëãåáðû A/θ è µ∗m 6= µ∗n. Ò.ê. {〈x , y〉|µx = µy} ⊆ {〈x , y〉|µ∗x = µ∗y},
òî tr(µ∗) ⊆ tr(µ), íî tr(µ), ïî ïðåäëîæåíèþ 1.5, âû÷èñëèìî

ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó èììóííîñòè tr(µ) ìíîæåñòâî tr(µ∗)
êîíå÷íî, à çíà÷èò êîíå÷íà è ôàêòîð-àëãåáðà A/θ.
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Íàïîìíèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâàåòñÿ íåýôôåêòèâíî

áåñêîíå÷íîé, åñëè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü áåñêîíå÷íà è íå

ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîãî âëîæåíèÿ â íåå äèàãîíàëè íàòóðàëüíîãî

ðÿäà (ò.å. íå ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðîé

ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ).

Ñëåäñòâèå 4.4

Âñÿêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, îáëàäàþùàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìîé

íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íîé íóìåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî

àïïðîêñèìèðóåìîé.

Çàìå÷àíèå 4.5

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòè η íà ω èìååò ìåñòî tr(η)
èììóííà ⇒ η íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà ⇒ tr(η) ãèïåðèììóííà.
Îáðàòíîå íåâåðíî.

Í.Õ. Êàñûìîâ ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ 22 / 28



4. Êðèòåðèé âû÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè

Íàïîìíèì (ïðåäûäóùàÿ ëåêöèÿ)

Ïóñòü α ⊆ ω. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì.

Þ.Ë. Åðøîâ 3):

1) ηα = {〈2x , 2x + 1〉|x ∈ α〉} ∪ {〈2x + 1, 2x〉|x ∈ α〉} ∪ id ω;
2) ηα = α2 ∪ id ω;
3) η∗α = {〈x , y〉|γx r α = γy r α}, ãäå γ � êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ

êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ (ðàâíîñèëüíî η∗α = {〈x , y〉|γx 4 γy ⊆ ω r α}).
Âñå ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè âû÷èñëèìî îòäåëèìû. Ïðè ýòîì

a) íè äëÿ êàêîãî α ⊆ ω õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü

ýêâèâàëåíòíîñòè ηα íå ÿâëÿåòñÿ èììóííîé, ò.ê. 2ω ⊆ tr(ηα) äëÿ
ëþáîãî α. Â ÷àñòíîñòè, ηα ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà äëÿ ëþáîãî α;
b) ýêâèâàëåíòíîñòü ηα ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ω r α èììóííî.

Äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé òèïà η∗α èìååò ìåñòî

3Þ.Ë. Åðøîâ. Òåîðèÿ íóìåðàöèé. Ì., Íàóêà, 1977.
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Ïðåäëîæåíèå 4.6

Åñëè ω r α èììóííî, íî íå ãèïåðèììóííî, òî ýêâèâàëåíòíîñòü η∗α �

ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñ èììóííîé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü α ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñ èììóííûì íå ãèïåðèììóííûì

äîïîëíåíèåì è δ0, δ1, . . . � ñèëüíàÿ òàáëèöà äëÿ ω r α, ò.å.
∀n ∈ ω[δn ∩ (ω r α) 6= ∅], m 6= n⇒ δm ∩ δn = ∅ è ôóíêöèÿ f ,
ñîïîñòàâëÿþùàÿ ìíîæåñòâó δn åãî êàíîíè÷åñêèé èíäåêñ γf (n)

âû÷èñëèìà. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü η∗α èììóííà, ò.ê.

åñëè {z0, z1, . . . } � áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå
ïîäìíîæåñòâî tr(η∗α), òî

⋃
n∈ω γf (zn)� áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìî

ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî èììóííîãî ìíîæåñòâà ω r α. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî
⋃

n∈ω δn
ñîñòîèò èç ïîïàðíî íå η∗α-ýêâèâàëåíòíûõ ÷èñåë.
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Îïðåäåëåíèå 4.7

Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîé, åñëè â

ëþáîì èçîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû A â âèäå ïîäïðÿìîãî

ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð Aλ, λ ∈ Λ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç åñòåñòâåííûõ

íàëîæåíèé A −→ Aλ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ðàâíîñèëüíî

Îïðåäåëåíèå 4.8

Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîé, åñëè

ïåðåñå÷åíèå âñåõ åå íåíóëåâûõ êîíãðóýíöèé ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé

êîíãðóýíöèåé.

Òåîðåìà 4.9 (Ã.Áèðêãîô)

Âñÿêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà ïîäïðÿìî ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå äàëåå ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ àëãåáð.

Í.Õ. Êàñûìîâ ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ 25 / 28



4. Êðèòåðèé âû÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè

Ñëåäñòâèå 4.10

Âñÿêàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ íóìåðàöèÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîé

óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü µ � âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ íóìåðàöèÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîé

óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû A. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.8 â àëãåáðå A
ñóùåñòâóåò ïàðà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîâïàäàþùèõ ïî ìîäóëþ

ëþáîé íåíóëåâîé êîíãðóýíöèè àëãåáðû A. Îäíàêî, ïî òåîðåìå 4.1, ýòè
ýëåìåíòû ðàçëè÷àþòñÿ íåêîòîðîé íåãàòèâíîé êîíãðóýíöèåé è

ïîñêîëüêó åäèíñòâåííîé ðàçëè÷àþùåé èõ êîíãðóýíöèåé ÿâëÿåòñÿ

íóëåâàÿ, òî íåîáõîäèìî îíà è áóäåò íåãàòèâíîé, ò.å. µ � íåãàòèâíà.

Ñëåäñòâèå 4.11

Âñÿêàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ íóìåðàöèÿ êîíãðóýíö-ïðîñòîé

óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíîé.
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