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ÓÄÊ 539.3ÁÎËÜØÈÅ ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ ÒÅËÀ.È. �îëîâàíîâ, Ë.Ó. ÑóëòàíîâÀííîòàöèÿÏðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) âÿç-êîóïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîì áîëüøèõ ïåðåìåùåíèé, ïîâîðîòîâ è êîíå÷íûõ äå-�îðìàöèé. Èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïîøàãîâîãî íàãðóæåíèÿ â ðàìêàõ êîìáèíèðîâàííîãîëàãðàíæåâî-ýéëåðîâîãî îïèñàíèÿ äå�îðìèðîâàíèÿ ñðåäû. �åøåíèå íàõîäèòñÿ ñ èñïîëü-çîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).1. �àçðåøàþùåå óðàâíåíèå. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿÒðàäèöèîííî â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (ÌÄÒÒ) äëÿ ðåøåíèÿíåëèíåéíûõ çàäà÷ ïîëó÷èëî ðàñïðîñòðàíåíèå ëàãðàíæåâî îïèñàíèå ñðåäû, ñîãëàñ-íî êîòîðîìó ñîñòîÿíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà îïèñûâàåòñÿ â êîìïîíåíòàõ âåêòî-ðà ïåðåìåùåíèé èç íåäå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â äå�îðìèðîâàííîå è âòîðîãîòåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãî�à, òàêæå îòíåñåííîãî ê íåäå�îðìèðîâàííî-ìó îáúåìó. Â ýòîì ñëó÷àå õîðîøî �îðìóëèðóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â äè��åðåí-öèàëüíîé èëè âàðèàöèîííîé �îðìå, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé âîçìîæíî èñïîëüçîâà-íèå ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îäíàêî ïîäîáíûé ïîäõîä èìååò ñóùåñòâåí-íûé íåäîñòàòîê â çàäà÷àõ ñ áîëüøèìè äå�îðìàöèÿìè. Îí ñâÿçàí ñî ñëîæíîñòüþïîñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó èñïîëüçóåìûìè òåíçîðàìè íàïðÿ-æåíèé è äå�îðìàöèé, êîòîðàÿ îñîáåííî ñèëüíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïîñòóëèðîâàíèèîïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â äè��åðåíöèàëüíîé (ñêîðîñòíîé) �îðìå. Ïðè ýòîì,åñëè òå÷åíèå ñðåäû îïèñûâàòü â ýéëåðîâîé ïîñòàíîâêå, òî ìîæíî ýòè òðóäíîñòèîáîéòè. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíèðîâàííàÿëàãðàíæåâî-ýéëåðîâà ïîñòàíîâêà. Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ýëåìåíòàðíîãîîáúåìà) îòñëåæèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì îïèñàíèÿ ñðåäû,à â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òå÷å-íèå ñðåäû ñ íåêîòîðûìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ýòî ñîîòâåòñòâóåòïîäõîäó Ýéëåðà, øèðîêî ïðèìåíÿåìîìó â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ ñðåäû ââîäÿòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðû ìà-òåðèàëüíîé ÷àñòèöû R = yiei â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè è r = xiei â íåäå-�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, âåêòîð u = R − r ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè òåëà èç íåäå-�îðìèðîâàííîãî â äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, âåêòîð v = Ṙ = viei ñêîðîñòèïåðåìåùåíèÿ òî÷êè, òåíçîð äå�îðìàöèé ñêîðîñòè (d) =
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76 À.È. �ÎËÎÂÀÍÎÂ, Ë.Ó. ÑÓËÒÀÍÎÂãäå Ω � òåêóùèé îáúåì, Sσ � ÷àñòü åãî ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíû óñèëèÿ, f ,
p � ïëîòíîñòè âåêòîðîâ ìàññîâûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë. Êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ δv = 0 íà ïîâåðõíîñòè, íå ïðèíàäëåæàùåé Ω , âûïîëíÿþòñÿ àïðèîðè.Ïóòåì ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé (1) ïîëó÷åíî óðàâíåíèå â ñêîðîñòÿõíàïðÿæåíèé
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δḋ
)

+
J̇

J
(Σ) · · (δd)

]

dΩ =

=

∫∫∫

Ω

[
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· δv dS, (2)ãäå J � îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà â ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ.Ïîìèìî ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé (Σ̇) èñïîëüçóåòñÿ èíäè��åðåíòíàÿïðîèçâîäíàÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïî ßóìàííó Êîøè�Ýéëåðà (
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ei ⊗ ej � òåíçîð ñêîðîñòåé ïîâîðîòà. �àññìàòðèâàåòñÿêëàññ íåëèíåéíî óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâà-íèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé äå�îðìàöèè W êàê �óíêöèè èíâàðèàíòîâòåõ èëè èíûõ ìåð äå�îðìàöèé, ïðîèçâîäíàÿ îò êîòîðîé ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðåäå�îðìàöèè îïðåäåëÿåò òåíçîð íàïðÿæåíèé, â ÷àñòíîñòè,
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, (4)ãäå (B) � ìåðà äå�îðìàöèè Ôèíãåðà (ëåâûé òåíçîð Êîøè��ðèíà). Â êà÷åñòâåïðèìåðà ïðèâåäåí ñòàíäàðòíûé ìàòåðèàë âòîðîãî ïîðÿäêà [4℄, äëÿ êîòîðîãî îïðå-äåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå â ñêîðîñòÿõ íàïðÿæåíèé çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
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(Σ) . (5)Çäåñü λ̃ , µ̃ � êîý��èöèåíòû Ëÿìå îáû÷íîãî çàêîíà �óêà, I1B , I2B � ïåðâûé èâòîðîé èíâàðèàíòû òåíçîðà (B) ñîîòâåòñòâåííî.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àä-äèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äå�îðìàöèè ñêîðîñòè, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíîåèçìåíåíèå îáúåìà ÿâëÿåòñÿ óïðóãîé äå�îðìàöèåé ñêîðîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñïðà-âåäëèâîñòü àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà òå÷åíèÿ. �àññìîòðåí èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêèéèçîòðîïíûé ìàòåðèàë. Äëÿ óäîáñòâà òåíçîðû äå�îðìàöèè ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèéðàçëîæåíû íà øàðîâûå ÷àñòè d0 =
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σ′ij = σij − δijσ0 , ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ çàïèñàíû â âèäå ëèíåé-íîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíîé ßóìàííà òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ (3) è òåíçîðàäå�îðìàöèè ñêîðîñòè
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ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ ÒÅË 77ãäå G � ìîäóëü ñäâèãà, K � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿóïðóãîñòè áóäóò ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿòü ïðèíöèïó èíäè��åðåíòíîñòè. Â êà÷å-ñòâå óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé �óáåðà �Ìèçåñà, äëÿêîòîðîãî �óíêöèÿ òåêó÷åñòè Φ èìååò âèä
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= σi − σT = 0, (7)ãäå σi � èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, σT � ïåðåäåë òåêó÷åñòè. Äëÿ ìàòåðèàëîâ ñâíóòðåííèì òðåíèåì ïðèìåíÿåòñÿ óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Ìèçåñà �Áîòêèíà
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σi − C∗ + σ0 tg ϕ∗ = 0. (8)Çäåñü C∗ , ϕ∗ � ñöåïëåíèå è óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ íà îêòàýäðè÷åñêèõ ïëîùàä-êàõ.Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè òå÷åíèÿ ïëàñòè÷åñêîå äå�îðìèðîâàíèå ìîäåëè-ðóåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïðîåöèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè [3℄,ò. å., åñëè èìååòñÿ äâà áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ñîñòîÿíèÿ l è (l+1) , òî ïî èçâåñòíûì ïà-ðàìåòðàì l -ãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íàïðÿæåíèÿ (l + 1)-ãî ñîñòîÿíèÿ. Ñíà÷àëàâû÷èñëÿåòñÿ òåíçîð ïðîáíûõ íàïðÿæåíèé (
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. (10)Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ äå�îðìèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì äå�îðìàöèé ïîëçó-÷åñòè èñïîëüçóåòñÿ àääèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå äå�îðìàöèè ñêîðîñòè. �àññìîòðåíàîáîáùåííàÿ ìîäåëü Ìàêñâåëëà, ïðè ó÷åòå ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé èñïîëüçóþò-ñÿ òåîðèÿ òå÷åíèÿ è ìåòîä ïðîåöèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè.Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå çàïèñàíû êàê
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(11)ãäå η � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè.Äëÿ êàæäîé ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ñðåäû ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ ïóòåìïîäñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé â óðàâíåíèå (2).2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿÄëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðó-æåíèé, êîòîðûé ìîæåò áûòü åñòåñòâåííî ðåàëèçîâàí â ðàìêàõ ÌÊÝ. Ïðîöåññ äå-�îðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé.Ïåðåõîä îò ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ ê ïîñëåäóþùåìó ïðîèñõîäèò ïóòåì ïðèðà-ùåíèÿ íàãðóçêè. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ
(l + 1)-ãî ñîñòîÿíèÿ ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ ïðîöåññà l -ãî ñîñòîÿíèÿ. Íà êàæ-äîì øàãå íàãðóæåíèÿ ñòðîèòñÿ ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå, â êîòîðîå âõîäèò îñî-áîå ñëàãàåìîå � íåâÿçêà. Ïî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó ýòî åñòü óðàâíåíèå âèðòóàëüíûõ



78 À.È. �ÎËÎÂÀÍÎÂ, Ë.Ó. ÑÓËÒÀÍÎÂìîùíîñòåé (1) â l -ì ñîñòîÿíèè, êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ äëÿ òî÷íîãî ðå-øåíèÿ. Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå íà øàãå íàãðóæåíèÿ â íàñòîÿùåé ìåòîäèêå òî÷íîíå âûïîëíÿåòñÿ, òî åãî ââîäèì â ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå â âèäå íåâÿçêè. Îïûòðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ â øàãîâîé ïîñòàíîâêå (â òîì ÷èñëå è ïðåäñòàâëåííîé âíàñòîÿùåé ðàáîòå) ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî íàëè÷èå òàêîãî ðîäà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåïÿòñòâóåò íàêîïëåíèþîøèáîê è íå ïîçâîëÿåò ðåøåíèþ óäàëÿòüñÿ îò äåéñòâèòåëüíîé êðèâîé äå�îðìèðî-âàíèÿ. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè lv . Òàêêàê èññëåäóåìûå ïðîöåññû íå èìåþò ÿâíîãî äèíàìè÷åñêîãî õàðàêòåðà (óñêîðåíèÿíå ó÷èòûâàþòñÿ), òî ïîä âðåìåíåì ìîæíî ïîíèìàòü ëþáîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-ùèé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé èçìåíåíèå íàãðóçêè. Â òàêîì àñïåêòå âïîëíå óìåñò-íî ïðèíÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè êàê îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõâåëè÷èí, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïåðåõîäå ñ l -ãî ñîñòîÿíèÿ â (l + 1)-å, ê ïðèðàùåíèþ ïîâðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå êîíå÷íîýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé â óçëîâûõ òî÷êàõ {

∆lu
}

[

lK
] {

∆lu
}

=
{

∆lP
}

−
{

lH
}

, (12)ãäå [

lK
] � ìàòðèöà ëåâûõ ÷àñòåé, {

∆lP
} � âåêòîð ïðèðàùåíèÿ óçëîâûõ ñèë,

{

lH
} � âåêòîð íåâÿçêè.�åøàÿ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (12), ïîëó÷èì ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùå-íèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïðåäåëèì êîí�èãóðàöèþ (l+1)-ãî øàãà l+1R = lR+∆luè íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå (

l+1Σ
)

=
(

lΣ
)

+
(

lΣ̇
)

∆t .Ïðè ïîÿâëåíèè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé è âñëåäñòâèå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòî-äà ïðîåöèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè (9), (10) ïîëó÷åííîåíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íå óäîâëåòâîðÿåò ðàçðåøàþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé (12).Ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå òåêóùåãî ÍÄÑ. Ýòà èòåðàöèîí-íàÿ ïðîöåäóðà îñíîâàíà íà ââåäåíèè â ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå âàðèàöèè ìîù-íîñòè ¾äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé¿ (Σ∂) íà âîçìîæíûõ äå�îðìàöèÿõ ñêîðî-ñòè ∫∫∫

Ωl

(

lΣm
∂

)

· ·
(

δld
)

dΩ , ãäå äîïîëíèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðàç-íîñòü äåâèàòîðîâ èñòèííûõ è ¾ïðîáíûõ¿ íàïðÿæåíèé. Èòîãîâîå óðàâíåíèå äëÿ
m-é èòåðàöèè íà l -ì øàãå íàãðóæåíèÿ èìååò âèä

[

lK
] {

∆lum

}

=
{

∆lP
}

−
{

lH
}

−
{

lSm
}

, (13)ãäå {

lSm
} � âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé.Ïðè èññëåäîâàíèè âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åêèõ äå�îðìàöèé àëãîðèòì èòåðà-öèîííîãî óòî÷íåíèÿ âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî, çà èñêëþ÷åíèåì ðàçðåøàþùåãîóðàâíåíèÿ, â êîòîðîì â ïðàâîé ÷àñòè ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå

∫∫∫

Ω

G
η

(

lΣ′
)

· · (δd) dΩ , õàðàêòåðèçóþùåå âÿçêèå äå�îðìàöèè.Ïðè èññëåäîâàíèè çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè íàãðó-æåíèå íå íîñèò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåãî õàðàêòåðà, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðèìåíåíèåêëàññè÷åñêîãî øàãîâîãî ìåòîäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì, òîãäà èñïîëüçóåòñÿàëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [5℄. Ïðîöåññ äå�îðìè-ðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé, òîãäàíà î÷åðåäíîì øàãå èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (13). Ñ÷è-òàåì, ÷òî èçâåñòíû âñå ïàðàìåòðû l -ãî ñîñòîÿíèÿ. Íà î÷åðåäíîì øàãå ïðèðàùåíèåïðèêëàäûâàåìîé íàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåìâèäå:
{

∆lP
}

= ∆lt {P 0} ,



ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ ÒÅË 79ãäå {P 0} � âåêòîð, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå íàãðóæåíèÿ, à ∆lt � èñêîìûé ïàðàìåòð,îïðåäåëÿþùèé ïðèðàùåíèå íàãðóçêè. Òîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ïðîåêöèè êà-ñàòåëüíîé ê êðèâîé äå�îðìèðîâàíèÿ
{

∆lu
}

= lλ
{

∆l−1u
}

+ {∆Y } , ∆lt = lλ∆l−1t − ∆r,ãäå lλ � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé âåëè÷èíó øàãà, {

∆l−1u, ∆l−1t
} � âåêòîð êà-ñàòåëüíîé, {∆Y , ∆r} � âåêòîð ïðîåêöèè êàñàòåëüíîé ê êðèâîé äå�îðìèðîâàíèÿ,êîòîðûé íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà êàñàòåëüíîé ê âåêòîðóïðîåêöèè è óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.Ïàðàìåòð lλ , îïðåäåëÿþùèé äëèíó êàñàòåëüíîé íà êàæäîì øàãå, â ïðèâåäåí-íûõ íèæå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðèíÿò êàê îòíîøåíèå äëèíû äóãè êðèâîé äå�îð-ìèðîâàíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå ïðèðàùåíèÿ ê äëèíå äóãè íà ïåðâîì øàãå.Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âðàìêàõ ïîëèëèíåéíîé òðåõìåðíîé èçîïàðàìåòðè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè íà áàçåâîñüìèóçëîâîãî ýëåìåíòà. 3. ×èñëåííûå ïðèìåðû1. Çàäà÷à îá èçãèáå â êîëüöî óïðóãîé áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå-÷åíèÿ, æåñòêî çàùåìëåííîé, ñ îäíîé ñòîðîíû, è íàãðóæåííîé èçãèáàþùèì ìîìåí-òîì, ñ äðóãîé. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ çàïèñàíû â âèäå (6). Çíà÷åíèå ìîìåíòà,ïðè êîòîðîì áàëêà èçãèáàåòñÿ â êîëüöî, áûëî íàéäåíî àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì. Ïàðà-ìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïî èçìåíåíèþ ñåòêè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîêàçàëî, ÷òîóâåëè÷åíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïî âûñîòå ìàëî ñêàçûâàåòñÿ íà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, íàè-áîëüøåå âëèÿíèå îêàçûâàåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïî äëèíå. Âåëè÷èíà øàãà íàãðóæåíèÿñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü, ÷òî âïîëíå îáúÿñíèìî. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíî äå-�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå áàëêè è íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïîâ íàãðóæåíèÿïðè ñåòêå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 200× 1× 1 ïðè ðàçáèåíèè íàãðóçêè íà 1000 øàãîâ.

�èñ. 1. Äå�îðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ áàëêè2. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â òîëñòîñòåííîé äëèííîé òðóáå, íàõîäÿùåéñÿ ïîääåéñòâèåì îñåñèììåòðè÷íîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ p ïðè óïðóãîïëàñòè÷íîì äå-�îðìèðîâàíèè â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå (ïëîñêàÿ çàäà÷à). Âíóòðåí-íèé è âíåøíèé ðàäèóñû òðóáû ðàâíû a = 1 ñì è b = 2 ñì ñîîòâåòñòâåííî, ìîäóëüóïðóãîñòè E = 2.0·106 êã/ñì2 , êîý��èöèåíò Ïóàññîíà µ = 0.3 . Ìàòåðèàë ïîëàãàåìèäåàëüíî ïëàñòè÷åñêèì, êðèòåðèåì ïëàñòè÷íîñòè ñëóæèò óñëîâèå �óáåðà �Ìèçåñà
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå ðàäèàëüíûõ è îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé â òðóáå(7), �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (6).Èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ áûëî íàéäåíî îòíîøåíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ê ïðå-äåëó òåêó÷åñòè p/σT = 0.7208 , ïðè êîòîðîì ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé çîíû c = 1.5 ñì.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ðàäèàëüíûõ è îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé â òðóáåïî îòíîøåíèþ ê ïðåäåëó òåêó÷åñòè ïðè ñåòêå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 80×20 , à òàêæåàíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).

�èñ. 3. Äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïëèòû3. Çàäà÷à îá óïðóãîì äå�îðìèðîâàíèè ïëèòû èç ñòàíäàðòíîãî ìàòåðèàëà âòî-ðîãî ïîðÿäêà (5) ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî äàâëåíèÿ. Íèæíåå ðåáðî ïëèòû íåèìååò âåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ. Ïëèòà � êâàäðàòíàÿ ñî ñòîðîíîé a = 20 ñì èòîëùèíîé h = 0.5 ñì, E = 1000 êã/ñì2 , µ = 0.3 . Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíî äå�îðìè-ðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïëèòû.4. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äå�îðìèðîâàíèå æåñòêî çàùåìëåííîé ñ îáîèõ êîíöîâáàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé íà-
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé â íàãðóæåííîì è ðàçãðó-æåííîì ñîñòîÿíèÿõ

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò íàãðóçêèãðóçêè q = 25 êã/ñì2 . Äëèíà áàëêè l = 25 ñì, âûñîòà � h = 1 ñì, øèðèíà �
b = 0.125 ñì, E = 2.0 · 104 êã/ñì2 , µ = 0 , ïðåäåë òåêó÷åñòè σT = 750 êã/ñì2 . Ìà-òåðèàë � èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêèé, ïîä÷èíÿþùèéñÿ êðèòåðèþ ïëàñòè÷íîñòè �óáåðà �Ìèçåñà (7), îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ çàäàíû â âèäå (6). Òàê êàê çàäà÷à ÿâëÿåòñÿñèììåòðè÷íîé, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîëîâèíó áàëêè, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíûåóñëîâèÿ ñèììåòðèè. Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçóåì ñåòêó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçìåðîì
100 × 10 × 1 . Íàãðóçêà ðàçáèòà íà 100 øàãîâ.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé âíàãðóæåííîì è ðàçãðóæåííîì ñîñòîÿíèÿõ äëÿ ïîëîâèíû áàëêè. Èíòåðåñíî îòìå-òèòü â ýòîé çàäà÷å íàëè÷èå âïàäèíû â îêðåñòíîñòè çàùåìëåíèÿ, à èìåííî â ýòîéçîíå âîçíèêàþò êîíå÷íûå ïëàñòè÷åñêèå äå�îðìàöèè. Íàëè÷èå ýòîé âïàäèíû îáú-ÿñíÿåòñÿ ó÷åòîì �èçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè
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�èñ. 6. Çàâèñèìîñòè íàãðóçêè îò ïðîãèáà ñðåäíåé òî÷êè àðêèèíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò íàãðóçêè â òî÷êàõ, óêàçàííûõ íà ðèñ. 4, ãäå ñïëîø-íîé ëèíèåé ïîêàçàí ýòàï íàãðóæåíèÿ, à øòðèõîâîé � ýòàï ðàçãðóçêè. Òàê, â òî÷êå1 ìîæíî íàáëþäàòü ýòàï óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ñ âîçðàñòàíèåì èíòåíñèâíîñòèíàïðÿæåíèé, çàòåì íàñòóïàåò ýòàï ïëàñòè÷åñêîãî ñ âîçðàñòàíèåì èíòåíñèâíîñòèïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé; ïðè ðàçãðóçêå ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò óáûâàíèå èíòåíñèâ-íîñòè íàïðÿæåíèé ñ íåèçìåííûìè ïëàñòè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè, çàòåì óâåëè÷å-íèå äî ïðåäåëà òåêó÷åñòè è íàñòóïëåíèå ýòàïà äîãðóçêè ñ âîçðàñòàíèåì ïëàñòè-÷åñêèõ äå�îðìàöèé (çäåñü èìååò ìåñòî âëèÿíèÿ âïàäèíû). Â òî÷êàõ 2 è 4, êàêâèäíî èç ãðà�èêîâ, ïîñëå äîñòèæåíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè, âîçíèêàþò ïëàñòè÷åñêèåäå�îðìàöèè, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ è ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçêè. Îäíàêî â òî÷êå 2ìîæíî íàáëþäàòü ý��åêò ïàäåíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïðè âîçðàñòàíèèíàãðóçêè. Â òî÷êå 3 âîçíèêàþò ëèøü óïðóãèå äå�îðìàöèè.5. Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè øàðíèðíî îïåðòîé êðóãîâîé íåðàñòÿæèìîé àðêè ïîäðàâíîìåðíûì äàâëåíèåì. �àäèóñ àðêè 10 ñì, öåíòðàëüíûé óãîë ðàâåí 90◦ , òîëùèíàè øèðèíà àðêè � 1 ñì, E = 2000 êã/ñì2 , µ = 0 . Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ âûáðàíûâ âèäå (6).Ïðè ðåøåíèè áûëè ïîëó÷åíû êàê ñèììåòðè÷íûå, òàê è íåñèììåòðè÷íûå îò-íîñèòåëüíî ñåðåäèíû àðêè �îðìû äå�îðìèðîâàíèÿ. Ïðè ñèììåòðè÷íîé �îðìåðàññìàòðèâàëàñü ïîëîâèíà àðêè, ðàçáèòàÿ íà ñåòêó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçìå-ðîì 120× 2× 1 , ñ ïîñòàíîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ äëÿ êîí-öà àðêè (óçëû, ðàñïîëîæåííûå íà ñðåäíåé ëèíèè îñíîâàíèÿ, ïîëíîñòüþ çàùåìëå-íû) è óñëîâèé ñèììåòðèè äëÿ öåíòðàëüíîé òî÷êè (óçëû íå èìåþò ãîðèçîíòàëüíîãîñìåùåíèÿ). Ïðè íåñèììåòðè÷íîé �îðìå äå�îðìèðîâàíèÿ áûëà ðàññìîòðåíà öåëàÿàðêà ñ ñåòêîé êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 240 × 2 × 1 ñ ïîñòàíîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèéøàðíèðíîãî îïèðàíèÿ äëÿ êîíöîâ àðêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê íåñèììåòðè÷-íîé �îðìå çàêðèòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, ââîäèëèñü âîçìóùåíèÿ íà íàãðóçêó. Âðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �îðì èçãèáîâ, êîòîðûåäàþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ [5℄. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê äëÿ ñèììåòðè÷-íîé q∗ = 1.343 êã/ñì2 è íåñèììåòðè÷íîé q∗ = 0.5 êã/ñì2 �îðì ïðàêòè÷åñêèñîâïàäàþò ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè qT = 1.343 êã/ñì2 , qT = 0.5 êã/ñì2 [5℄.
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�èñ. 7. Äå�îðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ àðêè (ñèììåòðè÷íàÿ �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè)

�èñ. 8. Äå�îðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ àðêè (íåñèììåòðè÷íàÿ �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè)Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü íàãðóçêè îò ïðîãèáà ñðåäíåé òî÷êè àðêè, ãäåñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíî ðåøåíèå äëÿ ñèììåòðè÷íîé �îðìû èçãèáà, à øòðè-õîâîé � äëÿ íåñèììåòðè÷íîé.Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíî íà÷àëüíîå è íåñêîëüêî äå�îðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé äëÿñèììåòðè÷íîãî èçãèáà, íà ðèñ. 8 � äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî. ×èñëåííîå ðåøåíèå âû-ÿâèëî, ÷òî äëÿ íåñèììåòðè÷íîé �îðìû íà÷àëüíûé ýòàï çàêðèòè÷åñêîãî äå�îð-ìèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, è ðîñò ïðîãèáà ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì íàãðóç-
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�èñ. 9. Çàâèñèìîñòü äå�îðìàöèé îò âðåìåíèêè äî âåëè÷èíû q = 0.728 êã/ñì2 , è òîëüêî çàòåì ðàâíîâåñèå �îðì ñòàíîâèòñÿíåóñòîé÷èâûì. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ ïîïàðàìåòðó, ïîêàçàë ñåáÿ â ðàñ÷åòàõ äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûì, íàäåæíûì è óäîáíûììåòîäîì ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ÌÄÒÒ.6. �àñòÿæåíèå âÿçêîóïðóãîãî áðóñà. �àññìîòðåí áðóñ êâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íî-ãî ñå÷åíèÿ, íà îäíîì êîíöå êîòîðîãî çàäàíû íàïðÿæåíèÿ, à äðóãîé � çàùåìëåí.Â êà÷åñòâå ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè âûáðàíà îáîáùåííàÿ ìîäåëü Ìàêñâåëëà (11).Íà ðèñ. 9 ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ðåøåíèÿ,ïîëó÷åííîãî íàñòîÿùåé ìåòîäèêîé. Êàê âèäíî, ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ è íà÷èíàþò ðàñõîäèòüñÿ ëèøü ïðè óâåëè÷åíèè âåëè÷èíûäå�îðìàöèè.7. Çàäà÷à èçãèáà êîíñòðóêöèè, êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü êîòîðîé ïðåäñòàâ-ëåíà íà ðèñ. 10. Â ñèëó ñèììåòðèè ðàññìîòðåíà ïîëîâèíà êîíñòðóêöèè, êîòîðàÿðàçáèòà íà äâå ïîäêîíñòðóêöèè: ÷åòûðåõóãîëüíîå îñíîâàíèå è îáîä. Ïðèìåì, ÷òîëåâûé êîíåö îñíîâàíèÿ çàùåìëåí, âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííàÿ âíèç íàãðóçêà ðàâíî-ìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî âåðõíåé ãðàíè îáîäà è èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó q = q0t . Çàäà÷àðåøàëàñü çà 150 øàãîâ ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ: âíóòðåííèé ðàäèóñ îáîäà ðàâåí10 ñì, âíåøíèé � 20 ñì, øèðèíà ëåâîãî êðàÿ îñíîâàíèÿ � 5 ñì, ïðàâîãî � 10 ñì, äëè-íà îñíîâàíèÿ � 20 ñì, òîëùèíà êîíñòðóêöèè � 1 ñì, E = 2.0 · 106 êã/ñì2 , µ = 0.3 ,
η = 1.0 · 107 êã/ñì2 , q0 = 2.0 êã/ñì2 , σT = 1500 êã/ñì2 . ×åòûðåõóãîëüíîå îñíî-âàíèå áûëî ðàçáèòî íà 20 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî äëèíå, 10 � ïî øèðèíå, 1 � ïîòîëùèíå; îáîä � íà 20 ýëåìåíòîâ ïî îêðóæíîìó íàïðàâëåíèþ, 10 � ïî ðàäèàëüíîìó,1 � ïî òîëùèíå. �åîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü çàïèñàíà â âèäå (11), óñëîâèå ïëàñòè÷íî-ñòè � â âèäå (7). Òàêæå äëÿ íàãëÿäíîñòè áûëà ðåøåíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, íîáåç ó÷åòà äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè. Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíî äå�îðìèðîâàííîå ñî-ñòîÿíèå êîíñòðóêöèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé.Íà ðèñ. 12 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè A îò íàãðóçêè, íà ðèñ. 13 �çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â òî÷êå B îò íàãðóçêè, ãäå øòðèõîâûìè
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�èñ. 10. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ¾ïîäêîâû¿

�èñ. 11. �àñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèéëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå áåç ó÷åòà âÿçêîñòè, à ñïëîøíûìè � ñó÷åòîì ïîñëåäíèõ. Èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ó÷åò äå�îðìàöèé ïîëçó-÷åñòè âåäåò ê ñíèæåíèþ ñêîðîñòè ðîñòà íàïðÿæåíèé ïðè âîçðàñòàíèè äå�îðìàöèé.8. Çàêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òîëñòîñòåííîé òðóáû ïîä âîçäåéñòâèåì ìîìåíòîâ,ïðèëîæåííûõ ñ îáîèõ êîíöîâ. Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ çàïèñàíû â âèäå (6), èñ-ïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (7). Âíåøíèé ðàäèóñ òðóáû � 5 ñì, äëèíà òðóáû �50 ñì, òîëùèíà � 1 ñì, E = 2000 êã/ñì2 , µ = 0.3 . Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçîâàëèñüäâà çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà: σT = 250 êã/ñì2 è σT = 120 êã/ñì2 .Íà ðèñ. 14 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü íàãðóçêà � ïåðåìåùåíèå êîíöà òðóáû, ãäå a� íåêèé ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ, ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíî ðåøåíèå äëÿ σT =
250 êã/ñì2 , øòðèõîâîé � äëÿ σT = 120 êã/ñì2 . Ïðè ïðèäåëå òåêó÷åñòè σT =
250 êã/ñì2 ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, à çàòåì ïîÿâëÿþòñÿ ïëàñòè÷åñêèåäå�îðìàöèè. Ïðè σT = 120 êã/ñì2 ñíà÷àëà ïîÿâëÿþòñÿ ïëàñòè÷åñêèå äå�îðìà-öèè, è òîëüêî çàòåì ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.Íà ðèñ. 15 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèéäëÿ σT = 250 êã/ñì2 , íà ðèñ. 16 � äëÿ σT = 120 êã/ñì2 . Â òîì è äðóãîì ñëó÷àåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå çàêðèòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, â òðóáå ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà �îðìû è ïîÿâëÿþòñÿâìÿòèíû, â êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ íàèáîëüøèå ïëàñòè÷åñêèå äå�îðìàöèè.9. Çàäà÷à äå�îðìèðîâàíèÿ ãðóíòîâîé íàñûïè ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñàè íàãðóæåíèÿ. �ðóíòîâûé ìàññèâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà, îáëàäàþùàÿñïåöè�è÷åñêèìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Èññëåäîâàíî ÍÄÑ ãðóíòîâîéíàñûïè ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà è íàãðóçêè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé
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�èñ. 12. Çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè A îò íàãðóçêè

�èñ. 13. Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò íàãðóçêè â òî÷êå Bïî âåðõíåé ãðàíè, íèæíÿÿ ãðàíü íå èìååò âåðòèêàëüíûõ ñìåùåíèé, à áîêîâûå �ãîðèçîíòàëüíûõ (ðèñ. 17). �àññìîòðåí ñëó÷àé ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ. Ñ÷èòà-åòñÿ, ÷òî ãðóíò � îäíîðîäíàÿ ñðåäà ñî ñëåäóþùèìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîé-ñòâàìè: ìîäóëü äå�îðìàöèè E = 0.160 ÌÏà, êîý��èöèåíò áîêîâîãî ðàñøèðåíèÿ
µ = 0.42 , ñöåïëåíèå C = 40 ÊÏà, óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ ϕ = 17 , ïëîòíîñòü
ρ = 2000 êã/ì3 , âåëè÷èíà íàãðóçêè q = 0.40 ÌÏà. Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ çàïè-ñàíû â âèäå (6), â êà÷åñòâå óñëîâèÿ òåêó÷åñòè âûáðàí êðèòåðèé Ìèçåñà �Áîòêèíà(8). Ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿ áûë ðàçáèò íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèëîñüíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íàñûïè ïîä äåéñòâèåì òîëüêî ñîáñòâåííîãî âåñà. Íà âòîðîì
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�èñ. 14. Çàâèñèìîñòü íàãðóçêà � ïåðåìåùåíèå êîíöà òðóáû

�èñ. 15. �àñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé äëÿ σT = 250 êã/ñì2

�èñ. 16. �àñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé äëÿ σT = 120 êã/ñì2ýòàïå îïðåäåëÿëîñü ÍÄÑ íàñûïè ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè ñ ó÷åòîì íàïðÿæåííîãîñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà ïåðâîì ýòàïå.
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�èñ. 17. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü íàñûïè

�èñ. 18. �àñïðåäåëåíèå ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèéÍà ðèñ. 18 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé.Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ãðóíò â ðàéîíå íàãðóæåíèÿ èìååò îñàäêó, ìàêñèìàëüíûåïëàñòè÷åñêèå äå�îðìàöèè âîçíèêàþò íà ñêëîíàõ. Çîíà ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèéèìååò íåáîëüøóþ ïëîùàäü, ïîýòîìó ïðè òàêîì íàãðóæåíèè äëÿ äàííîé �îðìûíàñûïè íå âîçíèêàåò îïàñíûõ ó÷àñòêîâ.SummaryA.I. Golovanov, L.U. Sultanov. Large vis
o-elasto-plasti
 deformation of solids.Finite element analysis of strain-stress state of vis
o-elasto-plasti
 solids with largedispla
ements, rotations and strains is proposed. An in
remental method in mixed Lagrangian-Eulerian formulation is used. Ëèòåðàòóðà1. �îëîâàíîâ À.È., Ñóëòàíîâ Ë.Ó. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷å-ñêèõ äå�îðìàöèé òðåõìåðíûõ òåë // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. � 2005. � Ò. 41, � 6. �Ñ. 36�43.2. Ïîçäååâ À.À., Òðóñîâ Ï.Â., Íÿøèí Þ.È. Áîëüøèå óïðóãîïëàñòè÷åñêèå äå�îðìàöèè:òåîðèÿ, àëãîðèòì, ïðèëîæåíèÿ � Ì.: Íàóêà, 1986. � 232 ñ.3. Óèëêèíñ Ì.Ë. �àñ÷åò óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òå÷åíèé // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû â ãèä-ðîäèíàìèêå. � Ì.: Ìèð, 1967. � Ñ. 212�263.4. ×åðíûõ Ê.Ô. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè â ìàøèíîñòðîèòåëüíûõ ðàñ÷åòàõ. � Ë.:Ìàøèíîñòðîåíèå, 1986. � 336 ñ.
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