
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 148, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2006
ÓÄÊ 517.54 ÑÏÅÊÒ� ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ñ�ÅÄÍÈÕÈ ÇÀÊÎÍ ÏÎÂÒÎ�ÍÎ�Î ËÎ�À�ÈÔÌÀÄËß ÊÎÍÔÎ�ÌÍÛÕ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÉÈ.�. ÊàþìîâÀííîòàöèÿÍàñòîÿùèé îáçîð ïîñâÿùåí îïèñàíèþ íàèáîëåå âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ îá îöåíêàõ èí-òåãðàëüíûõ ñðåäíèõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé êðóãà íà îäíîñâÿçíûåîáëàñòè íà ïëîñêîñòè. Ïîäðîáíî îïèñàíû ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ îöåíêàìè ñïåêòðà èí-òåãðàëüíûõ ñðåäíèõ âáëèçè íóëÿ, à òàêæå â òî÷êå t = −2 . Äàíî îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ,ñâÿçàííûõ ñ çàêîíîì ïîâòîðíîãî ëîãàðè�ìà äëÿ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé, äîêàçàííî-ãî Í.�. Ìàêàðîâûì â 1985 ã. Ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðîì èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ èçàêîíîì ïîâòîðíîãî ëîãàðè�ìà. Íà ýòîé îñíîâå óñèëåíû îöåíêè ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû íàæîðäàíîâûõ êðèâûõ ÷åðåç ìåðû Õàóñäîð�à.ÂâåäåíèåÏóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåðæèò íåìåíåå äâóõ òî÷åê, f � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà D íà Ω . Â ñèëó õîðîøîèçâåñòíûõ òåîðåì èñêàæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1℄) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

|f(reiθ)| = O

(

1

1 − r

)2

, r → 1.Õ. Ïðàâèö [2℄, îáîáùàÿ ðåçóëüòàò Äæ. Ëèòòëâóäà [3℄, ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî�èêñèðîâàííîãî p > 1/2 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
π
∫

−π

|f(reiθ)|p dθ = O

(
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1 − r

)2p−1

, r → 1.Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ëèíèÿì óðîâíÿ ïîðÿäîê ðîñòà ìîäóëÿîäíîëèñòíîé �óíêöèè óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.Ïîñêîëüêó
|f ′(reiθ)| = O

(
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1 − r

)3

, r → 1,òî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî p > 1/3 âûïîëíÿåòñÿñîîòíîøåíèå
π
∫

−π

|f ′(reiθ)|p dθ = O

(

1

1 − r

)3p−1

, r → 1.Ýòî áûëî ïîäòâåðæäåíî É. Ôåíãîì è Ò. Ìàê�ðåãîðîì â ðàáîòå [4℄, îäíàêî ëèøüäëÿ ñëó÷àÿ p ≥ 2/5 . Í.�. Ìàêàðîâûì [5℄ ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íåâåðåí



86 È.�. ÊÀÞÌÎÂäëÿ p , áëèçêèõ ê 1/3 . Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íåâåðåí ïðè p ≤
≤ 0.341 (èìååòñÿ ãèïîòåçà, ÷òî òî÷íàÿ ãðàíèöà çäåñü ðàâíà 6 − 4

√
2 = 0.343 . . .).Èòàê, Í.�. Ìàêàðîâûì óñòàíîâëåíà ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà ìåæäó èíòåãðàëüíûìèñðåäíèìè îäíîëèñòíîé �óíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé. Ïðè÷èíû ýòîé ðàçíèöû íå áûëèÿñíû äî ñåðåäèíû 80-õ ãã. XX â. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ âîïðîñîâ Í.�. Ìàêàðîâûìáûë ââåäåí ñïåêòð èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ

βf (p) = lim sup
r→1

log

2π
∫

0

|f ′(reiθ)|p dθ

| log(1 − r)| ,êîòîðûé �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì ðîñòà èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ ïðîèçâîäíîé.Äëÿ ¾õîðîøèõ¿ îáëàñòåé (íàïðèìåð, äëÿ îáëàñòåé ñ îãðàíè÷åííûì ãðàíè÷íûì âðà-ùåíèåì) βf (p) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèåé îò p .Îòìåòèì òðè âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòà, êàñàþùèõñÿ ñïåêòðà èíòåãðàëüíûõ ñðåä-íèõ.1) Ë. Êàðëåñîí è Ï. Äæîíñ [6℄ ïîêàçàëè, ÷òî
sup
f∈S1

βf (1) = α = sup
f∈S1

lim sup
n→∞

log |nan|
log n

,ãäå S1 � êëàññ îãðàíè÷åííûõ è îäíîëèñòíûõ �óíêöèé â êðóãå D , an � êîý��è-öèåíòû ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà �óíêöèè f . Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî sup βf (1) ≥ αäîêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïðîñòî (è îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî èíòåãðàë îò ìîäóëÿ íåêî-òîðîé �óíêöèè íå ìåíüøå, ÷åì ìîäóëü èíòåãðàëà îò òîé æå �óíêöèè), â òî âðåìÿ,êàê îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòûì �àêòîì.2) Í.�. Ìàêàðîâûì [7℄ äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ⊂ ∂D èçìåðèìî ïîÁîðåëþ, òî äëÿ ëþáîãî q > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
dim f(A) ≥ q dimA

βf (−q) + q + 1 − dimA
,ãäå dimA � Õàóñäîð�îâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà A .3) Õ. Ïîììåðåíêå [8℄, [9, ñ. 241℄ óñòàíîâèë ñëåäóþùèé �àêò. Åñëè îáëàñòü f(D)ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ êëàññà Äæîíà (òî åñòü íå èìååò âíóòðåííèõ íóëåâûõ óãëîâ), òîmdim ∂f(D) = p,ãäå p � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ βf (p) = p − 1 , mdim � âåðõíÿÿ ìåòðè÷å-ñêàÿ ðàçìåðíîñòü Ìèíêîâñêîãî.Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñòàíîâèòñÿ ÿñíà ïðè÷èíà ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ βf (p) . Êëàñ-ñè÷åñêàÿ òåîðåìà Êàðàòåîäîðè óòâåðæäàåò, ÷òî êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòåéñ æîðäàíîâûìè ãðàíèöàìè äðóã íà äðóãà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ãîìåîìîð-�èçìà çàìêíóòûõ îáëàñòåé, îäíàêî íå äàåò èí�îðìàöèþ î òîì, êàêèì îáðàçîìèñêàæàþòñÿ Õàóñäîð�îâû ìåðû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé.Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ ïîçâîëÿåò ïðîëèòü ñâåò íàýòîò âîïðîñ. 1. Îöåíêè ñïåêòðà èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõÄëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ îáîçíà÷èì óíèâåðñàëüíûé ñïåêòð èíòå-ãðàëüíûõ ñðåäíèõ ÷åðåç

B(t) = sup
f∈S

βf (t).



ÑÏÅÊÒ� ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ñ�ÅÄÍÈÕ 87Îòíîñèòåëüíî B(t) èìååòñÿ ãèïîòåçà [10, 11℄:
B(t) =



















−t − 1, t ∈ (−∞,−2],

t2/4, t ∈ [−2, 6 − 4
√

2],

3t − 1, t ∈ [6 − 4
√

2, +∞).É. Êëóíè è Õ. Ïîììåðåíêå ïîêàçàëè, ÷òî
B(t) ≤ (9 + ε)t2ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì ε è äîñòàòî÷íî ìàëûõ t . Õ. Ïîììåðåíêå óñèëèë ýòîðåçóëüòàò, ïîíèçèâ êîíñòàíòó 9 äî 3.Ëó÷øèå âåðõíèå îöåíêè ñïåêòðà èíòåãðàëüíûõ ïðèíàäëåæàò Õ. Õåäåíìàëüìóè Ñ. Øèìîðèíó [12℄. Èìè ïîêàçàíî, ÷òî
B(t) ≤ 0.38t2äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Í.�. Ìàêàðîâ ïîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîí-ñòàíòà c òàêàÿ, ÷òî
B(t) ≥ ct2äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t .Ñ. �îäå [9, 13℄ óñèëèë ýòîò ðåçóëüòàò, äîêàçàâ, ÷òî â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü÷èñëî 0.117 . Äàëåå Ô. Êðåöåð, èñïîëüçóÿ ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé Ë. Êàðëåñîíîì èÏ. Äæîíñîì [6, 14℄, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðà ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâèë,÷òî

B(t) ≥ t2

4
, t ∈ [−2, 2].Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïðîâåäåííûé Ô. Êðåöåðîì, ìàòåìàòè÷åñêèíå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îáîñíîâàííûì.Â íàøåé ðàáîòå [15℄ äîêàçàíàÒåîðåìà 1.

B(t) >
t2

5
, 0 < t ≤ 2

5
.Èíòåðåñíûì ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ Õ. Õåäåíìàëüìîì, Ñ. Øèìî-ðèíûì, É. Ôåíãîì è Ò. Ìàê�ðåãîðîì, ÿâëÿåòñÿÏðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáûõ t ∈ R èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

B(t) ≤ 9

4
t2.�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t = 2/3 ëèáî t = 0 .Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðåçóëüòàòîâ Õ. Õåäåíìàëüìà è Ñ. Øèìîðèíà ñëåäóåò,÷òî

B(t) <
9

4
t2 ïðè t ∈ (−∞, 2/5].Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t > 2/5 .Â ýòîì èíòåðâàëå ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò É. Ôåíãà è Ò. Ìàê�ðåãîðà:

B(t) = 3t − 1, t ∈ [2/5,∞).Î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî (3t/2− 1)2 ≥ 0, t ∈ R, ñî çíàêîì ðàâåíñòâà ïðè t = 2/3äàåò íóæíóþ îöåíêó 3t − 1 ≤ 9
4 t2, t ∈ [2/5,∞) .



88 È.�. ÊÀÞÌÎÂ2. Çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðè�ìà äëÿ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèéè åãî ñâÿçü ñî ñïåêòðîì èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõÈíòåãðàëüíûå ñðåäíèå ïðîèçâîäíûõ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé òåñíî ñâÿçàíûñ çàêîíîì ïîâòîðíîãî ëîãàðè�ìà äëÿ îäíîëèñòíûõ �óíêöèé, äîêàçàííîãî Í.�. Ìà-êàðîâûì â 1985 ã.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà è îäíîëèñòíà â êðóãå D . Í.�. Ìà-êàðîâ [16℄ äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî
L(f ; r, ζ) ≤ C|| log f ′||B (1)äëÿ ïî÷òè âñåõ ζ íà îêðóæíîñòè |ζ| = 1 , ãäå

L(f ; r, ζ) = lim sup
r→1−

| log f ′(rζ)|
√

| log(1 − r)| log log | log(1 − r)|
.Çäåñü

|| log f ′||B = sup
|z|<1

(1 − |z|2)
∣

∣

∣

∣

f ′′

f ′
(z)

∣

∣

∣

∣åñòü ñòàíäàðòíàÿ ïîëóíîðìà Áëîõà.Õ. Ïîììåðåíêå [9, ñ. 186℄ ïîêàçàë, ÷òî íåðàâåíñòâî (1) âåðíî ïðè C = 1 , íîñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ è îäíîëèñòíàÿ â êðóãå D �óíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ýòîíåðàâåíñòâî ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì ïðè C ≤ 0.685 . Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòÍ.�. Ìàêàðîâà ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì â ñìûñëå ïîðÿäêà.Ô. Ïðçûòè÷êè, Ì. Óðáàíüñêè è À. Çäóíèê [17, 18℄ óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ íåêî-òîðûõ êëàññîâ îáëàñòåé ñ �ðàêòàëüíûìè ãðàíèöàìè íà ñàìîì äåëå âûïîëíÿåòñÿðàâåíñòâî ñ êîíñòàíòîé (çàâèñÿùåé îò �óíêöèè) C = σ â ïðàâîé ÷àñòè (1) , ãäå
σ2 =

1

2π
lim sup

r→1

2π
∫

0

| log f ′(reiθ)|2dθ

| log(1 − r)|åñòü àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüå [17℄ àâòîðû èñïîëüçîâàëèäðóãîå îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè, êîòîðîå �àêòè÷åñêè ýêâèâàëåíò-íî óêàçàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ.Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òî÷íîé �îðìû çàêîíà Í.�. Ìàêàðîâà ïîâòîð-íîãî ëîãàðè�ìà äëÿ ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ �óíêöèé, òî åñòü �óíêöèé f , äëÿêîòîðûõ f ′(z) 6= 0 , z ∈ D .Ïóñòü �óíêöèÿ f ëîêàëüíî îäíîëèñòíà â åäèíè÷íîì êðóãå D , è ïóñòü p �ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Äëÿ âñåõ δ > 0 îïðåäåëèì
βδ(p) = sup

r∈[0,1)

log



δ

2π
∫

0

|f ′(reiθ)p| dθ





| log(1 − r)| .Ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî βδ(p) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãîâûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
2π
∫

0

|f ′(reiθ)p| dθ ≤ 1

δ

(

1

1 − r

)βδ(p)

, 0 ≤ r < 1.
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βδ(p) → β(p) ïðè δ → 0,ãäå β(p) � ñïåêòð èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ. Äîêàæåì ýòîò �àêò. Ïîñêîëüêó

βδ(p) = sup
r∈[0,1)

log



δ

2π
∫

0

|f ′(reiθ)p| dθ





| log(1 − r)| ,òî
βδ(p) ≥ lim sup

r→1

log



δ

2π
∫

0

|f ′(reiθ)p| dθ





| log(1 − r)| = β(p).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ βδ(p) ÿñíî, ÷òî ëèáî βδ(p) = β(p) , ëèáîñóùåñòâóåò rδ òàêîå, ÷òî
βδ(p) =

log



δ

2π
∫

0

|f ′(rδe
iθ)p| dθ





| log(1 − rδ)|
,ïðè÷åì rδ → 1 ïðè δ → 0 . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè δ → 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî

lim
δ→0

βδ(p) ≤ β(p).�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Õ. Ïîììåðåíêå [9℄, Í.�. Ìàêàðîâûì [11℄, Ë. Êàðëå-ñîíîì è Ï. Äæîíñîì [6℄, óñòàíàâëèâàþò ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçè ìåæäó ãðàíè÷íûìïîâåäåíèåì êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé è ñïåêòðîì èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ. Ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, Í.�. Ìàêàðîâûì [16℄ ïîêàçàíî, ÷òî çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðè�ìà òåñ-íî ñâÿçàí ñ ãðàíè÷íûìè ñâîéñòâàìè êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé. Îòñþäà âûòåêàåòåñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ÿâíàÿ ñâÿçü ìåæäó çàêîíîì ïîâòîðíîãî ëî-ãàðè�ìà äëÿ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé è ñïåêòðîì èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ?Âîçìîæíûì îòâåòîì íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûéäîêàçàí â íàøåé ðàáîòå [19℄.Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f ëîêàëüíî îäíîëèñòíà è àíàëèòè÷-íà â êðóãå D . Òîãäà
L(f ; r, ζ) ≤ inf σ(δ) ïðè δ > 0 (2)äëÿ ïî÷òè âñåõ ζ íà |ζ| = 1 , ãäå

σ2(δ) = 4 lim sup
p→0

βδ(p)

|p|2 .Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò Õ. Ïîììåðåíêå ñ êîíñòàíòîé C = 1 ëåãêî ñëåäóåò èçòåîðåìû 1, ïîñêîëüêó õîðîøî èçâåñòíî [20℄, ÷òî åñëè log f ′ � �óíêöèÿ Áëîõà, òî
σ2(0+) ≤ || log f ′||2

B
.Ñëåäóþùàÿ ëåììà ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç ïðèâåäåííîãî â êíèãå Õ. Ïîììå-ðåíêå [9, ñ. 186℄ äîêàçàòåëüñòâà çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðè�ìà äëÿ êîí�îðìíûõîòîáðàæåíèé, ïîëó÷åííîãî Í.�. Ìàêàðîâûì [16℄.



90 È.�. ÊÀÞÌÎÂËåììà 1. Ïóñòü Ck � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèõ,÷òî
C

1/k
k → 1 ïðè k → ∞.Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M , ÷òî

1

2π

2π
∫

0

| log f ′(reiθ)|2n dθ ≤ Cnn!M2n logn 1

1 − räëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n è âñåõ r ∈ [1 − exp(− exp en), 1) , òî
L(f ; r, eiθ) ≤ Mäëÿ ïî÷òè âñåõ θ ∈ [0, 2π) .Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Çà�èêñèðóåì ÷èñëà δ > 0 è ε > 0 . Òîãäà íàé-äåòñÿ p0 = p0(δ, ε) > 0 òàêîå, ÷òî

2π
∫

0

|f ′(reiθ)p| dθ ≤ 1

δ

(

1

1 − r

)(σ2(δ)+ε)|p|2/4ïðè |p| < p0 . Ïîëàãàÿ p = teiϕ è èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî ϕ ∈ [0, 2π) ,ïîëó÷àåì
2π
∫

0

1

2π

2π
∫

0

|f ′(reiθ)teiϕ | dϕdθ ≤ 1

δ

(

1

1 − r

)(σ2(δ)+ε)t2/4

, t ∈ (0, p0).Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè çàêëþ÷àåì, ÷òî
2π
∫

0

1

2π

2π
∫

0

|f ′(reiθ)teiϕ | dϕdθ =

2π
∫

0

1

2π

2π
∫

0

|f ′(reiθ)teiϕ | dϕdθ =

=

2π
∫

0

1

2π

2π
∫

0

exp[t(cosϕ log |f ′(reiϕ)| − sin ϕ arg f ′(reiϕ))] dϕdθ =

=

2π
∫

0

1

2π

2π
∫

0

exp[t| log f ′(reiϕ)| cos(ϕ + γf (r, θ))] dϕdθ =

=

2π
∫

0

1

2π

2π
∫

0

exp[t| log f ′(reiϕ)| cosϕ] dϕdθ =

2π
∫

0

I0(t| log f ′(reiθ)|) dθ.Çäåñü
I0(x) =

1

2π

2π
∫

0

exp(x cosϕ) dϕåñòü ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.



ÑÏÅÊÒ� ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ñ�ÅÄÍÈÕ 91Òàêèì îáðàçîì,
2π
∫

0

I0(t| log f ′(reiθ)|) dθ ≤ 1

δ

(

1

1 − r

)(σ2(δ)+ε)t2/4

, t ∈ (0, p0).Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì [21℄
I0(x) =

∞
∑

k=0

1

k!2

(

x2

4

)k

,çàêëþ÷àåì, ÷òî
2π
∫

0

| log f ′(reiθ)|2n dθ ≤ 4n

t2n
n!2

2π
∫

0

I0(t| log f ′(reiθ)|) dθ ≤ 4n

t2n
n!2

1

δ

(

1

1 − r

)(σ2(δ)+ε)t2/4

.Ïîëàãàÿ
t2 =

4n

(σ2(δ) + ε)| log(1 − r)|è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî
e =

(

1

1 − r

)1/ log(1/(1−r))

,ïîëó÷àåì
2π
∫

0

| log f ′(reiθ)|2n dθ ≤ 1

δ
n!2en 1

nn
(σ2(δ) + ε)n| log(1 − r)|näëÿ r , áëèçêèõ ê 1. Çäåñü ìû åùå èñïîëüçîâàëè òîò �àêò, ÷òî ïî óñëîâèþ ëåììû1, n ≤ log log | log(1 − r)| , è, ñëåäîâàòåëüíî, t ïîïàäàåò â èíòåðâàë (0, p0) äëÿ r ,áëèçêèõ ê 1.Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì

L(f ; r, ζ) ≤
√

σ2(δ) + εäëÿ ïî÷òè âñåõ ζ íà îêðóæíîñòè |ζ| = 1 è äëÿ âñåõ δ > 0 , ε > 0 . Äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû çàâåðøàåì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè ε → 0+ .3. Ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêîé ìåðûíà æîðäàíîâûõ êðèâûõÇàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðè�ìà Í.�. Ìàêàðîâà ýêâèâàëåíòåí òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåòàáñîëþòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî
L(f ; r, ζ) ≤ C (3)äëÿ ïî÷òè âñåõ ζ íà îêðóæíîñòè |ζ| = 1 . Èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ Õ. Ïîììåðåí-êå, ñëåäóåò, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè C = 6 . Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî(2), â ðàáîòå [22℄ ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ýòîò çàêîí âåðåí ïðè C = 2

√
3 . Ýòî ïîçâîëÿåòóòî÷íèòü ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà îáðàçîâ ïîäìíîæåñòâ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïîëî-æèòåëüíîé ìåðû ïðè êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ êðóãà íà îáëàñòè, îãðàíè÷åííûåæîðäàíîâîé êðèâîé.



92 È.�. ÊÀÞÌÎÂÏóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ æîð-äàíîâîé êðèâîé. Òîãäà ïî òåîðåìå �èìàíà ñóùåñòâóåò êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå fêðóãà D íà Ω .Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà: Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ëèíåéíîé ìåðûíà ∂D . Òðåáóåòñÿ îõàðàêòåðèçîâàòü ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà f(A) .Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà �èññà �Ïðèâàëîâà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè îáëàñòü f(D)èìååò ñïðÿìëÿåìóþ ãðàíèöó, òî ëèíåéíàÿ ìåðà f(A) òàêæå ïîëîæèòåëüíà.Ì.À. Ëàâðåíòüåâûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ðåçóëüòàò íåâåðåí.Ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ îá èñ-êàæåíèè ãðàíè÷íûõ ìíîæåñòâ ïðè êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ. Ïóñòü ϕ � íåêî-òîðàÿ íåïðåðûâíàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ íà èíòåðâàëå
[0, +∞) , ïðè÷åì ϕ(0) = 0 . Ïóñòü A � ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Íàçîâåì ϕ-ìåðîé Õàóñäîð�à ìíîæåñòâà A âåëè÷èíó

Λϕ(A) = lim
ε→0

inf
Bk

∑

ϕ(diamBk),ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîêðûòèÿì Bk ìíîæåñòâà
A òàêèì, ÷òî diamBk < ε . Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ϕ(t) = tα , âìåñòî Λtα áóäåìïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì Λα . Ë. Êàðëåñîíîì [23℄ â 1973 ã. áûëà äîêàçàíàÒåîðåìà A. Ïóñòü f � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà D íà îäíîñâÿçíóþîáëàñòü Ω . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ ∂D èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ëè-íåéíóþ ìåðó. Òîãäà íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî Λ1/2+ε(f(A)) > 0 .Â 1985 ã. Í.�. Ìàêàðîâ [16℄ ïîêàçàë, ÷òî â êà÷åñòâå ε ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïîëî-æèòåëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1/2) . Áîëåå òîãî, èì áûëà äîêàçàíàÒåîðåìà B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîéëèíåéíîé ìåðû íà îêðóæíîñòè ∂D . Òîãäà íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ,÷òî, Λϕ(f(A)) > 0 , ãäå

ϕ(t) = t exp

(

C

√

log
1

t
log log log

1

t

)

.Â 1992 ã. Õ. Ïîììåðåíêå [9℄ ïîêàçàë, ÷òî â êà÷åñòâå êîíñòàíòû C ìîæíî âçÿòü÷èñëî 30 . Ìû ïîíèæàåì ýòó êîíñòàíòó äî 6
√

3 . Îòìåòèì âàæíîñòü êîíñòàíòû C :ïðè ðàçëè÷íûõ åå çíà÷åíèÿõ ïîëó÷àþòñÿ íå ýêâèâàëåíòíûå ìåðû Õàóñäîð�à.ÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 3. Ïóñòü f � îäíîëèñòíàÿ â êðóãå D �óíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ åãîíà îáëàñòü ñ æîðäàíîâîé ãðàíèöåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � áîðåëåâñêîå ìíîæå-ñòâî ïîëîæèòåëüíîé ëèíåéíîé ìåðû íà îêðóæíîñòè ∂D . Òîãäà Λϕ(f(A)) > 0 ,ãäå
ϕ(t) = t exp

(

6
√

3(1 + ε)

√

log
1

t
log log log

1

t

)

,à ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Àêêóðàòíûé àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîé òåîðåìû ñ êîíñòàíòîé 30 [9,ñ. 229℄ âìåñòî 6
√

3 ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíñòàíòà â òåîðåìå 2 åñòü êîíñòàíòà èç òåîðå-ìû 1, óìíîæåííàÿ íà 3 ïëþñ ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàí íà ÿçûêå ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû ñëå-äóþùèì îáðàçîì.



ÑÏÅÊÒ� ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ñ�ÅÄÍÈÕ 93Ïóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ æîðäàíîâîé êðè-âîé ∂Ω . Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî íà ýòîé êðèâîé. ×åðåç
ωz(E) îáîçíà÷èì ãàðìîíè÷åñêóþ ìåðó ìíîæåñòâà E îòíîñèòåëüíî òî÷êè z ∈ Ω .Çà�èêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ Ω è áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ ω(E) = ωz0

(E) êàê�óíêöèþ íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ êðèâîé ∂Ω . Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìå-ðà ω íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè z0 ∈ Ω . Òåîðåìà 3 �àêòè÷åñêè óòâåðæäàåò, ÷òîãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà ω àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Õàóñäîð�à Λϕ .Â ðàáîòå [24℄ êîíñòàíòà 6
√

3 ïîíèæåíà äî 3.7 . Ýòî áûëî ñäåëàíî çà ñ÷åò ïî-íèæåíèÿ êîíñòàíòû C èç íåðàâåíñòâà (3) äî 1.23. Êðîìå òîãî, â ýòîé æå ðàáîòåïîêàçàíî, ÷òî êîíñòàíòà C íå ìîæåò áûòü íèæå, ÷åì 0.91 . Îöåíêà ñíèçó äëÿ êîí-ñòàíòû ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèìåðà êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ f , äëÿ êîòîðîãî ñïðà-âåäëèâî íåðàâåíñòâî βf (t) > t2/5 ïðè ìàëûõ t (ñì. [15℄ ). Â êà÷åñòâå �óíêöèè fáåðåòñÿ ïðåäåë
f(z) = lim

n→∞
fq ◦ fq2 ◦ fq3 ◦ · · · ◦ fqn(z).Çäåñü

fm(z) = m
√

g(zm), m = 1, 2, . . . ,ãäå
g(z) =

z

K
exp

z
∫

0

exp
{

(a/b) sh(bt)
}

− 1

t
dt,

a = 1.906 , b = 1.246 ,
K = exp

1
∫

0

exp
{

(a/b) sh(bt)
}

− 1

t
dt = 73.677030 . . .4. �èïîòåçà ÁðåííàíàÎäíîé èç íàèáîëåå èíòðèãóþùèõ ïðîáëåì èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ îäíîëèñòíûõ�óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà Áðåííàíà. Ïóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêî-ñòè, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé, è ϕ � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà D íà

Ω . É. Áðåííàíîì [25℄ áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ϕ′ ∈ Lp(Ω) , 4/3 < p < 4 ,òî åñòü
∫

Ω

|ϕ′|p dxdy < ∞, 4/3 < p < 4.Åñëè Ω � ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî íåêîòîðîìó ëó÷ó, òî ïðè p 6∈ (4/3, 4)
∫

Ω

|ϕ′|p dxdy = ∞.Îáîçíà÷èì f : D → Ω � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà D íà Ω .Â [9℄ ïîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçà Áðåííàíà ýêâèâàëåíòíà ñîîòíîøåíèþ
π
∫

−π

1

|f ′(reiθ)|2 dθ = O

(

1

1 − r

)

, r → 1−,÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
βf (t) ≤ |t| − 1, t ≤ −2,ãäå βf (t) � ñïåêòð èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ.



94 È.�. ÊÀÞÌÎÂÍåðàâåíñòâî (12) áûëî óñòàíîâëåíî Ë. Êàðëåñîíîì è Í.�. Ìàêàðîâûì [26℄ äëÿäîñòàòî÷íî áîëüøèõ |t| .Ä. Áåðòèëüñîí â ñâîåé äèññåðòàöèè [10℄ èññëåäîâàë ëîêàëüíóþ âåðñèþ ãèïîòåçûÁðåííàíà äëÿ �óíêöèé, áëèçêèõ ê �óíêöèè Êåáå.Èç êîíöåïöèè èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ [6, 11℄ ñëåäóåò, ÷òî ãèïîòåçó Áðåííàíà äî-ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îáëàñòåé ñ �ðàêòàëüíûìè ãðàíèöàìè. Ýâðèñòè÷åñêè ýòîò�àêò ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî åñëè ãðàíèöà îáëàñòè äîñòàòî÷íî õîðîøà, òî èí-òåãðèðîâàíèå ïî îêðóæíîñòè óìåíüøàåò ïîðÿäîê ðîñòà ïðîèçâîäíîé íà 1. Ïåðâûéøàã â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ñäåëàí Ê. Áàðàíüñêè, À. Âîëüáåðãîì è À. Çäóíèê [27℄.Îíè äîêàçàëè ýòó ãèïîòåçó äëÿ âñåõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷-íîñòè êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìîâ.Äðóãîé âàæíûé êëàññ �ðàêòàëîâ ñîñòîèò èç êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé f , äëÿêîòîðûõ log f ′ ïðåäñòàâèì â âèäå ëàêóíàðíîãî ðÿäà Àäàìàðà, òî åñòü êîãäà
log f ′ =

∞
∑

k=0

akznk ,
nk+1

nk
≥ q > 1.Òàêèå îòîáðàæåíèÿ îêàçàëèñü âåñüìà ïîëåçíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñïåê-òðà èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ [13, 16, 28�30℄, [9, ñ. 188℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíîïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ,÷òî íåðàâåíñòâî

π
∫

−π

1

|f ′(reiθ)|2 dθ ≤ C

1 − râûïîëíåíî äëÿ âñåõ �óíêöèé èç ýòîãî êëàññà, òî ãèïîòåçà Áðåííàíà âåðíà â îáùåìñëó÷àå.Â ðàáîòå àâòîðà [31℄ ýòà ãèïîòåçà äîêàçàíà äëÿ âñåõ q ≥ 15 .Äîñòîâåðíîñòü ãèïîòåçû Áðåííàíà òàêæå óñòàíîâëåíà è â ñëó÷àå, êîãäà òåéëî-ðîâñêèå êîý��èöèåíòû �óíêöèè log(zf ′/f) íåîòðèöàòåëüíû. Â ðàáîòå [32℄ äîêà-çàíàÒåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f îäíîëèñòíà â êðó-ãå D , f(0) = 0 . Åñëè òåéëîðîâñêèå êîý��èöèåíòû �óíêöèè log(zf ′/f) íåîòðèöà-òåëüíû, òî βf (−2) ≤ 1 , ÷òî ýêâèâàëåíòíî äîñòîâåðíîñòè ãèïîòåçû Áðåííàíàâ ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. �àâåíñòâî βf (−2) = 1 äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ�óíêöèè Êåáå f = z/(1 − z)2 .Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ô.�. Àâõàäèåâó çà ðÿä ñäåëàííûõ ïîëåçíûõçàìå÷àíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 05-01-00523).SummaryI.R. Kayumov. The integral means spetrum and the law of the iterated logarithm foronformal mappings.The present survey paper is desribed most important results about estimates of the integralmeans for derivatives of onformal maps of the unit disk into simply onneted domains onthe omplex plane. Detailed desription of the results onneted with estimates of the integralmeans spetrum near the origin and also near the point t = −2 is given. Results onnetedwith Makarov's law of the iterated logarithm are desribed. A onnetion between the integralmeans spetrum and the law of iterated logarithm is shown. On this basis metrial propertiesof harmoni measure on Jordan urves are improved.
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