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Аполлоний Пергский (около 250 г. 
до н. э.– около 170 г. до н. э.) –  
древнегреческий математик.  
Евклид, Архимед, Аполлоний 
Пергский  -  три великих геометра  
античности, живших в III веке 
до н. э. 
Главное сочинение - «Конические 
сечения» (8 книг), в котором  
излагается теория эллипса, 
параболы и гиперболы. 
Четыре книги о конических 
сечениях дошли до нас в 
греческом оригинале, три — в 
арабском переводе, а 8-я 
потеряна. 2 
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ПРОШЛО 1750 ЛЕТ 
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Иоганн Кеплер 
(1571 – 1630 г.) 
Преподаватель математики в 
протестанской школе города 
Граца. В 1600 году Тихо Браге 
пригласил Кеплера в 
качестве помощника в Прагу.  

После смерти Тихо Браге в 1601 году занял его должность 
императорского математика при дворе императора Священной 
Римской Империи Рудольфа II . 
В период 1601 – 1617 гг. открыл 3 закона Кеплера. 
Иоганн Кеплер скончался на пятьдесят девятом году жизни. В 
наследство он оставил своей семье 22 экю, носильное платье, две 
рубашки, 57 экземпляров своих «Эфемерид», 16 экземпляров 
«Рудольфовых таблиц» и рукопись астрономического романа 
«Сон». 
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Галиле́о Галиле́й 
(1564 —1642) 
 
Основатель 
экспериментальной 
физики. 
Профессор математики 
Пизанского и 
Падуанского 
университетов. 
С 1610 г. и до конца 
жизни он — философ и 
первый математик 
светлейшего великого 
герцога тосканского 
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«Философия написана в величественной книге (я 
имею ввиду Вселенную), которая постоянно 
открыта нашему взору, но понять ее может лишь 
тот, кто сначала научится постигать ее язык и 
толковать знаки, которыми она написана. 
Написана она на языке математики, и знаки ее – 
треугольники, круги и другие геометрические 
фигуры, без которых человек не смог бы понять в 
ней ни единого слова; без них он был бы обречен 
блуждать в потемках по лабиринту». 
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Галилео Галилей 



НЬЮТОН, ИСААК 
(1643–1727) 
Английский математик, 
физик, алхимик и историк, 
заложивший основы 
математического анализа 
и классической физики. 
Профессор математики 
королевской кафедры 
Кембриджа,  хранитель 
Монетного двора, 
президент Королевского 
общества. 
«Математические начала 
натуральной философии» 
(1687) 11 
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6a cc d æ 13e ff 7i 3l 9n 4o 4q rr 
4s 8t 12u x 
Data æquatione quotcunque fluentes 
quantitates involvente, fluxiones invenire; et vice 
versa. 
Анализ движения путем рассмотрения его 
мельчайших частей – это хорошо. 
Он позволит вам определить силы 
из траекторий или траектории из сил. 
Полезно решать дифференциальные 
уравнения. 
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Лобачевский 
Николай 
Иванович 
(1792 – 1856 г.) 
Ректор 
Казанского 
Университета, 
Основоположник 
неевклидовой 
геометрии. 



Групповые 
решения 



Правило относительного большинства 
  8 7 4 2 

 1 
2 
3 

a 
c 
b 

c 
a 
b 

b 
c 
a 

b 
a 
c 

  8 7 4 2 
1 
2 

a 
c 

c 
a 

c 
a 

a 
c 

Кандидат 𝒃𝒃 , понимая, что он не проходит, снимает свою 
кандидатуру с голосования: 

Избиратель отдает свой голос за одного 
кандидата. Набравший наибольшее число 
голосов объявляется победителем:   

𝒂𝒂 − 𝟖𝟖 , 𝒄𝒄 − 𝟕𝟕 , 𝒃𝒃 − 𝟔𝟔      ⇒       𝒂𝒂  -  победитель  
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⟹    𝒄𝒄 − 𝟏𝟏𝟏𝟏 ,𝒂𝒂 − 𝟏𝟏𝟏𝟏 ⟹ 
 𝒄𝒄 −  победитель 



Правило абсолютного большинства 
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Кандидат  b  снимает свою кандидатуру до начала выборов 
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   ⟹      c – 11     ⟹   
           c  - победитель 
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Правило абсолютного большинства 
3 избирателя, записанные в последней колонке, решили помочь 
кандидату  a  и заменили предпочтение   𝒃𝒃 > 𝒂𝒂 > 𝒄𝒄   на  
𝒂𝒂 > 𝒃𝒃 > 𝒄𝒄 
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𝒂𝒂 и 𝒄𝒄 
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Правило Борда  
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a  = 5 ∙ 2  = 10 
b  = 1 ∙ 2 + 3 ∙ 1  = 5 
c  = 3 ∙ 2 + 6 ∙ 1  = 12 

Жан-Шарль 
шевалье де 

Борда (1733-
1799)  

Французский 
математик, 

физик, морской 
офицер 

По правилу Борда побеждает  с, 
хотя абсолютное большинство 
голосов у  a. 
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Правило Кондорсе (метод попарных сравнений) 

Маркиз Жан 
Антуан Никола де 

Кондорсе 
(1745-1794) – 

энциклопедист, 
математик, 

политик 

Проводятся попарные сравнения между 
всеми кандидатами. Кандидат, выигравший 
наибольшее количество попарных 
сравнений, объявляется победителем. 
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Победителя по правилу 
Кондорcе в этом 
профиле нет.       a > b ,   
b > c ,   c > a. 

Математики называют такое явление 
нарушением транзитивности. 
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Теорема Эрроу 
Кеннет Эрроу родился в 1921 г., 
скончался 21 февраля 2017г. 
В 1972 г. получил Нобелевскую 
премию по экономике 
(совместно с Д.Хиксом) «За 
новаторский вклад в общую 
теорию равновесия и теорию 
благосостояния» 
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Теорема Эрроу 

Пусть имеется   n   избирателей и   m   кандидатов. 
Предпочтения  i-го избирателя мы будем описывать с 
помощью символов   >𝒊𝒊 , =𝒊𝒊.  Например:𝒂𝒂 >𝒊𝒊 𝒃𝒃 или 
𝒂𝒂 =𝒊𝒊 𝒃𝒃 (𝒂𝒂 и 𝒃𝒃 одинаковы), или  𝒂𝒂 ≥𝒊𝒊 𝒃𝒃 (𝒂𝒂 не хуже   𝒃𝒃).  
 
Надо выработать групповое решение, которое мы 
будем описывать с помощью символов >𝐬𝐬   или    =𝐬𝐬 ,  
или    ≥𝐬𝐬 .     
Групповое решение зависит от мнения членов группы 
и должно удовлетворять следующим условиям 
(аксиомам). 22 



Аксиома 1 (полнота): 
Для любых кандидатов 𝑎𝑎  и  𝑏𝑏 либо 𝑎𝑎 >𝑠𝑠 𝑏𝑏 , либо  𝑎𝑎 =𝑠𝑠 𝑏𝑏 , либо  
𝑎𝑎 <𝑠𝑠 𝑏𝑏. 
Аксиома 2 (транзитивность): 
Если  𝑎𝑎 >𝑠𝑠 𝑏𝑏   и   𝑏𝑏 >𝑠𝑠 𝑐𝑐  ,   то  𝑎𝑎 >𝑠𝑠 𝑐𝑐. 
Аксиома 3 (единогласие): 
Если для всех избирателей   𝑎𝑎 ≥𝑖𝑖 𝑏𝑏,   
𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛 , то и в групповом решении   𝑎𝑎 ≥𝑠𝑠 𝑏𝑏 . 
Аксиома 4 (независимость): 
Групповое сравнение кандидатов   𝑎𝑎  и  𝑏𝑏  зависит только от того, 
как эти кандидаты сравниваются между собой всеми 
избирателями и не зависит от того, как эти кандидаты 
сравниваются с какими-то другими кандидатами.  

Теорема Эрроу 
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  8 6 3 2 
1 c b c d 
2 d d b a 
3 a a a c 
4 b c d в 

  10 5 4 
1 a c d 
2 c b c 
3 b a b 
4 d d a 

  10 9 
1 a b 
2 b a 

Теорема Эрроу 

Теорема (Эрроу, 1951г.): 
Единственным групповым решением, 
удовлетворяющим аксиомам 1-4, является правило 
диктатора. Выбирается любой из избирателей, и он 
назначается диктатором. Это означает, что 
предпочтения этого избирателя объявляются 
предпочтением всей группы. 24 



Оптимальный 
выбор 



Ω - пространство всех 
возможных исходов 
(элементарных событий) 

𝛀𝛀 = 𝒘𝒘𝟏𝟏,  𝒘𝒘𝟐𝟐 ,⋯ ,𝒘𝒘𝒏𝒏  
А – событие (подмножество) 
𝒘𝒘𝒊𝒊 → 𝒑𝒑(𝒘𝒘𝒊𝒊)(вероятность исхода) 
  

Пространство исходов. Вероятность 



𝑝𝑝 𝑤𝑤𝑖𝑖 ≥ 0,    𝑝𝑝 𝑤𝑤1 + ⋯+ 𝑝𝑝 𝑤𝑤𝑛𝑛 = 1 
          𝐴𝐴 → 𝑃𝑃 𝐴𝐴 = ∑ 𝑝𝑝 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑤𝑤𝑖𝑖 ∈ 𝐴𝐴  

𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 + 𝑃𝑃 𝐵𝐵 ,𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = ∅,
𝑃𝑃 𝛺𝛺 = 1 

Классическая схема: 
𝑝𝑝 𝑤𝑤1 = ⋯ = 𝑝𝑝 𝑤𝑤𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛
 ,  P(A) = 𝑛𝑛(𝐴𝐴)

𝑛𝑛
 

Пространство исходов. Вероятность 
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Известно, что событие  В  произошло.  
Какова вероятность того, что 
произошло событие  А ? 

𝑷𝑷 𝑨𝑨 𝑩𝑩 =
𝒏𝒏(𝑨𝑨𝑨𝑨)
𝒏𝒏(𝑩𝑩)

=
𝒏𝒏 𝑨𝑨𝑨𝑨 /𝒏𝒏
𝒏𝒏 𝑩𝑩 /𝒏𝒏

=
𝑷𝑷(𝑨𝑨𝑨𝑨)
𝑷𝑷(𝑩𝑩)

 

Условная вероятность события  А  при 
условии, что произошло событие В:  
𝑷𝑷 𝑨𝑨 𝑩𝑩 = 𝑷𝑷(𝑨𝑨𝑨𝑨)

𝑷𝑷(𝑩𝑩)
 

Если   𝑷𝑷 𝑨𝑨 𝑩𝑩 = 𝑷𝑷(𝑨𝑨) ,  то 𝑷𝑷 𝑨𝑨𝑨𝑨 =
𝑷𝑷 𝑨𝑨 𝑷𝑷(𝑩𝑩),  
А  и  В –  независимые события 

Условная вероятность. Независимость событий 
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Есть n объектов и из любых двух из них 
можно определить лучшего. Нужно выбрать 
лучший из всех n вариантов, но нельзя 
возвращаться к ранее отвергнутому 
объекту. 

Задача об оптимальном выборе 
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Стратегия  𝑇𝑇0 – останавливаемся на  1-ом 
объекте. 
Стратегия  𝑇𝑇1 – пропускаем   1-ый объект и 
останавливаемся на  1-м наилучшем из 
ранее просмотренных. 
Стратегия 𝑇𝑇2 – пропускаем первые 2 
объекта и останавливаемся на  1-м 
наилучшем из ранее просмотренных. 
И так далее. 

Задача об оптимальном выборе 

30 



1  2  3  4        2  1  3  4          2  3  1  4           2  3  4  1 
1  2  4  3        2  1  4  3          2  4  1  3           2  4  3  1 
1  3  2  4        3  1  2  4          3  2  1  4           3  2  4  1 
1  4  2  3        3  1  4  2          3  4  1  2           3  4  2  1 
1  3  4  2        4  1  2  3          4  2  1  3           4  2  3  1 
1  4  3  2        4  1  3  2          4  3  1  2           4  3  2  1  

Задача об оптимальном выборе 
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 𝑃𝑃  (  Успех стратегии   𝑇𝑇0  )   = 6
24

 

𝑃𝑃  (  Успех стратегии   𝑇𝑇1  )   = 6+3+2
24

= 11
24

 

𝑃𝑃  (  Успех стратегии   𝑇𝑇2  )   = 6+4
24

= 10
24

 

𝑃𝑃  (  Успех стратегии   𝑇𝑇3  )   = 6
24

 

Задача об оптимальном выборе 
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Если количество вариантов равно 100, то надо 
пропустить первые 37 вариантов и далее идти до 
1-го наилучшего. Тогда вероятность того, что вы 
выберете лучший вариант из всех, равна ≈ 0,371. 

37 ≈
100
𝑒𝑒

  , 𝑒𝑒 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

1 +
1
𝑛𝑛

𝑛𝑛

= 2,718 … 

Задача об оптимальном выборе 
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В общем случае, когда количество вариантов  𝑛𝑛 
достаточно велико, то надо пропустить 1 𝑒𝑒⁄  - ую 
часть и далее идти до 1-го наилучшего 
варианта. Тогда вероятность выбора лучшего 
объекта из всех будет приблизительно равна 
1 𝑒𝑒⁄ ≈ 0,37. 

Задача об оптимальном выборе 
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Формула Эйлера 

 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖= −1 
  

𝑒𝑒 = 2,718 …    –    анализ 
𝑖𝑖 = −1            –    алгебра 
𝜋𝜋 = 3,14 …      –    геометрия 
1    -    арифметика (теория чисел) 
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Случайные величины – это отображения пространства исходов в 
числовую ось. 
Пусть 𝑃𝑃 𝜉𝜉 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝑝𝑝𝑖𝑖 ,   𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛. 
Среднее значение случайной величины 𝜉𝜉 : 𝐸𝐸𝐸𝐸 = ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 𝑝𝑝𝑖𝑖 
Пусть 𝑃𝑃 𝜉𝜉 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝑝𝑝𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛, 𝑃𝑃 𝜂𝜂 = 𝑏𝑏𝑗𝑗 = 𝑞𝑞𝑗𝑗  , 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚. 
Величины 𝜉𝜉  и 𝜂𝜂 независимы, если для всех 𝑖𝑖 и 𝑗𝑗 
 𝑃𝑃 𝜉𝜉 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝜂𝜂 = 𝑏𝑏𝑗𝑗 =  𝑃𝑃 𝜉𝜉 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝜂𝜂 = 𝑏𝑏𝑗𝑗  

Случайные величины 
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Стратегия Келли 
Предположим, что мы можем инвестировать 
начальный капитал  𝐴𝐴0  в инвестиционный проект, 
который изменит его за период в  𝑅𝑅1   раз: 
                                    𝐴𝐴1 = 𝑅𝑅1𝐴𝐴0 
Предполагая, что мы инвестируем капитал в этот проект 
на протяжении некоторого количества периодов, мы 
напишем соотношение 
            𝐴𝐴𝑘𝑘 = 𝑅𝑅𝑘𝑘𝐴𝐴𝑘𝑘−1 ,  𝑘𝑘 = 1,2, … . 
Предположим, что  𝑅𝑅𝑘𝑘   являются независимыми 
одинаково - распределенными случайными 
величинами. 
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Стратегия Келли 

Логарифмируя соотношение 

                         𝐴𝐴𝑛𝑛 = 𝑅𝑅𝑛𝑛𝑅𝑅𝑛𝑛−1 …𝑅𝑅1𝐴𝐴0, 

мы получаем     𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝐴𝐴0

= ∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑅𝑅𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 , 

 или   𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝐴𝐴0

1 𝑛𝑛⁄
= 1

𝑛𝑛
 ∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑅𝑅𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 . 
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Стратегия Келли 

По закону больших чисел 

                        1
𝑛𝑛

 ∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑅𝑅𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 𝑛𝑛→∞

𝑚𝑚  , 

где  𝑚𝑚 = 𝐸𝐸 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑅𝑅𝑘𝑘  ,  𝑘𝑘 = 1, … ,𝑛𝑛 .   

Mы можем считать, что при достаточно 
больших 

  𝑛𝑛     𝐴𝐴𝑛𝑛
𝐴𝐴0

1 𝑛𝑛⁄
≈ 𝑒𝑒𝑚𝑚  или  𝐴𝐴𝑛𝑛 ≈ 𝐴𝐴0𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛. 
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Стратегия Келли 
Предположим, что вы можете инвестировать деньги в пакет 
акций, которые за один период с вероятностью 0,5 вырастают в 
цене в 2 раза или с вероятностью 0,5  падают в цене в 2 раза. Или 
вы можете держать свои деньги под матрацем. Ни та, ни другая 
инвестиция не дадут вам прироста. Будете ребалансировать свой 
портфель так, что бы половина вашего текущего капитала лежала в 
акциях, а половина – под матрацем. Как может измениться ваш 
капитал за один период? 
Если акции пойдут вверх, то капитал увеличится в 
(0,5 + 0,5 ∙ 2) = 1,5раза. Если же акции пойдут вниз, то капитал 
упадет до 
(0,5 + 0,5 ∙ 0,5) = 0,75своей величины. 
Значит, 𝑚𝑚 = 1

2
𝑙𝑙𝑙𝑙 3

2
+ 1

2
𝑙𝑙𝑙𝑙 3

4
≈ 0,059,   𝑒𝑒𝑚𝑚 ≈ 1,0607. В этом случае 

капитал будет расти в среднем  на 6% за период. 
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Формула Байеса 

𝐴𝐴1,⋯ ,𝐴𝐴𝑛𝑛 – полная группа событий, 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗 = ∅ , 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗, �𝐴𝐴𝑖𝑖 = Ω
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

Формула полной вероятности: 

𝑃𝑃 𝐵𝐵 = �𝑃𝑃 𝐵𝐵𝐴𝐴𝑖𝑖 = �𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
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𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝐵𝐵 =
𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖𝐵𝐵)
𝑃𝑃(𝐵𝐵)

=
𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖)

𝑃𝑃(𝐵𝐵)
 

Формула Байеса 
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Оценка вероятности достоверности 
медицинского (биохимического) теста 

Предположим, что некоторый тест правильно предсказывает наличие 
или отсутствие определенного заболевания с вероятностью    0,95.  Это 
значит, что если человек действительно болен, то тест дает 
положительный результат с вероятностью 0,95 , а с вероятностью   0,05  
тест дает отрицательный результат. Если же человек здоров, то тест с 
вероятностью 0,95 дает отрицательный результат, а с вероятностью 
0,05  тест дает положительный результат. 
1% населения имеет это заболевание. Предположим, что Вы прошли 
тестирование и получили положительный результат. Какова 
вероятность того, что вы действительно больны? 
 
𝐴𝐴1   –   вы больны 
𝐴𝐴2   –   вы здоровы 
𝐵𝐵     –   тест положительный 
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𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴1 = 0,95 ,         𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴2 = 0,05 
𝑃𝑃 𝐴𝐴1      = 0,01 ,         𝑃𝑃 𝐴𝐴2     = 0,99 

  
𝑃𝑃 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴1 𝑃𝑃 𝐴𝐴1 + 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴2 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 = 

= 0,95 ∙ 0,01 + 0,05 ∙ 0,99 = 0,059 

𝑃𝑃 𝐴𝐴1|𝐵𝐵 =
𝑃𝑃(𝐵𝐵|𝐴𝐴1) ∙ 𝑃𝑃(𝐴𝐴1)

𝑃𝑃(𝐵𝐵)
=

0,95 ∙ 0,01
0,059

  ≈  0,161 

 
Т.е., несмотря на положительный результат теста, Вы в 
реальности имеете это заболевание с вероятностью  
0,16,  а с вероятностью  0,84  Вы здоровы. 

Оценка вероятности достоверности 
медицинского (биохимического) теста 
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Машинное 
обучение 



Машинное обучение. Байесовская классификация 
Объект характеризуется вектором признаков    𝑥𝑥  и 
классом  𝑐𝑐. Например: 
𝑎𝑎 – рост, 𝑏𝑏 – вес, класс  с1 = М,   с2 = Ж .  
Нужно научить компьютер предсказывать класс объекта 
по вектору признака. 
Процесс обучения: дано  𝑛𝑛   объектов   𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 , для 
каждого из которых известен его класс 
𝑦𝑦𝑙𝑙 ∈ 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑘𝑘 ,  𝑙𝑙 = 1, … ,𝑛𝑛. 
Воспользуемся формулой Байеса: 

𝑃𝑃 𝑐𝑐𝑖𝑖 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝑐𝑐𝑖𝑖)
 𝑃𝑃(𝑥𝑥)

 ,   𝑃𝑃 𝑥𝑥 = ∑ 𝑃𝑃 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑗𝑗 𝑃𝑃(𝑐𝑐𝑗𝑗)𝑘𝑘
𝑗𝑗=1 . 

 



Если у нас появляется новый объект  𝑥𝑥  , то мы вычисляем  
𝑃𝑃 𝑐𝑐𝑖𝑖 𝑥𝑥 ,   𝑖𝑖 = 1, … ,𝑘𝑘 ,   и находим класс   𝑖𝑖∗,   для которого эта 
вероятность максимальна:   

𝑃𝑃 𝑐𝑐𝑖𝑖∗ 𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖

𝑃𝑃( 𝑐𝑐𝑖𝑖|𝑥𝑥) 

Мы прогнозируем, что объект  𝑥𝑥   с наибольшей вероятностью 
принадлежит классу  с𝑖𝑖∗. Откуда взять  𝑃𝑃(𝑥𝑥|𝑐𝑐𝑖𝑖)    и   𝑃𝑃(𝑐𝑐𝑖𝑖) ?   
Пусть  𝑛𝑛1   объектов    𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛1       имеют класс    𝑐𝑐1, 
            𝑛𝑛2   объектов    𝑥𝑥𝑛𝑛1+1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛1+𝑛𝑛2       имеют класс    𝑐𝑐2    и т.д., 
            𝑛𝑛𝑘𝑘   объектов   𝑥𝑥𝑛𝑛1+⋯+𝑛𝑛𝑘𝑘−1+1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛1+⋯+𝑛𝑛𝑘𝑘    имеют класс   𝑐𝑐𝑘𝑘    
 

𝑃𝑃 𝑐𝑐𝑖𝑖 ≈ 𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑛𝑛

   ,  а по выборке   𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛1  мы можем оценить 
распределение вероятностей  𝑃𝑃(𝑥𝑥|𝑐𝑐1)  и  т.д. 

Машинное обучение. Байесовская классификация 

 
       𝑛𝑛1                          𝑛𝑛2                                         𝑛𝑛𝑘𝑘  
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Перcептрон 
𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑘𝑘 = 1, … ,𝑛𝑛   
Надо найти такие коэффициенты   
𝑤𝑤0,𝑤𝑤1, … ,𝑤𝑤𝑚𝑚 , 
что если   
𝑤𝑤0 + 𝑤𝑤1𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘 + ⋯+ 𝑤𝑤𝑚𝑚𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0, 
то  𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ 𝐶𝐶+ , а если 
  𝑤𝑤0 + 𝑤𝑤1𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘 + ⋯+ 𝑤𝑤𝑚𝑚𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 < 0 ,    
то     𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ 𝐶𝐶− 

Обозначим𝑋𝑋 = 1, 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚   и 𝑊𝑊 = (𝑤𝑤0,𝑤𝑤1 … ,𝑤𝑤𝑚𝑚) 

Пусть     𝑓𝑓 𝑋𝑋 = 𝑊𝑊,𝑋𝑋 = 𝑤𝑤0 + ∑ 𝑤𝑤𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗𝑚𝑚
𝑗𝑗=1  
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Перcептрон 
Припишем    𝑋𝑋    к классу    𝐶𝐶− ,  если   𝑓𝑓 𝑋𝑋 < 0 , и к классу    
𝐶𝐶+ ,  если   𝑓𝑓 𝑋𝑋 > 0 . 

Положим 𝑦𝑦 = −1, если  𝑋𝑋 ∈ 𝐶𝐶−     𝑦𝑦 = +1,  если  𝑋𝑋 ∈ 𝐶𝐶+. 

Если 𝑋𝑋 ∈ 𝐶𝐶−, то 𝑓𝑓 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑊𝑊,𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 𝑊𝑊,𝑋𝑋 > 0, т.к. y=-1. 

Если 𝑋𝑋 ∈ 𝐶𝐶+,  то  𝑓𝑓 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 𝑊𝑊,𝑋𝑋 > 0,    т.к.   y=+1. 

Для каждой точки 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘  введем величину 𝑦𝑦𝑘𝑘, 
которая принимает значение +1  или -1  в зависимости от 
того, к какому классу принадлежит точка 𝑥𝑥𝑘𝑘. Обозначим 
𝑍𝑍𝑘𝑘 = 𝑦𝑦𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘 , где   𝑋𝑋𝑘𝑘 = 1, 𝑥𝑥𝑘𝑘1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘  ,  𝑘𝑘 = 1, … ,𝑛𝑛. 

49 



Алгоритм обучения персептрона 

1. Пусть     𝑖𝑖 = 0 .   Положим   𝑊𝑊𝑖𝑖 = 0 

2. Для   𝑘𝑘    от    1    до    𝑛𝑛    выполнить: 

если    𝑊𝑊𝑖𝑖   неправильно классифицирует    𝑍𝑍𝑘𝑘  , т.е. 

(𝑊𝑊𝑖𝑖 ,𝑍𝑍𝑘𝑘) ≤ 0 ,    то    𝑊𝑊𝑖𝑖+1 = 𝑊𝑊𝑖𝑖 + 𝑍𝑍𝑘𝑘  ,    𝑖𝑖 = 𝑖𝑖 + 1 

3. Повторяем шаг 2 до тех пор, пока значение 𝑖𝑖  перестанет 

изменяться на полной итерации (эпохе) по всем  𝑛𝑛  

обучающим образцам. 
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  -  искусственный  
нейрон 

𝑤𝑤0 
𝑤𝑤1 𝑧𝑧1 

𝑧𝑧𝑚𝑚 

Σ Σ>0 

𝛴𝛴 = �𝑤𝑤𝑖𝑖𝑧𝑧𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=0

 

Алгоритм обучения персептрона 
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Спасибо 
за внимание! 
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