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Аннотация

В развиваемой концепции скольжения основной прочностной характеристикой мате-
риала считается сопротивление сдвигу. Проанализированы экспериментальные данные
А.Н. Ставрогина по трехосному неравномерному сжатию цилиндрических образцов гор-
ных пород. Установлена единая зависимость чисто пластической деформации от уровня
напряжений для всех видов напряженного состояния. Упругая составляющая дефор-
мации рассмотрена, в том числе, с позиции физически нелинейной теории упругости.
Определен коэффициент разрыхления материала. Предложен метод составления пас-
порта прочности горных пород по экспериментальным данным только одноосного сжатия
и по известным свойствам огибающей к кругам Мора.
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предел упругости, девиатор деформаций, девиатор напряжений, коэффициент разрыхле-
ния, огибающая кругов Мора.

1. Критерий прочности (упругости)

Моделируется поведение горных пород в объемном напряженном состоянии.
Использованы результаты [1] лабораторных испытаний цилиндрических образ-
цов при неравномерном трехосном сжатии по схеме Кармана. В качестве наиболее
апробированного критерия прочности (упругости) выбран критерий Кулона –Мора
с переменными коэффициентами в зависимости, связывающей касательное напря-
жение τβ с нормальным напряжением σβ в плоскости с заданной нормалью, то
есть полагается

τβ = S0 − µσβ , (1)

где S0 и µ – параметры материала, подлежащие определению. В плоскости, по-
вернутой относительно площадки действия максимального касательного напряже-
ния T на угол β , имеем

σβ = σ0 + T sin 2β, τβ = T cos 2β, σ0 =
1
2
(σ1 + σ3), T =

1
2
(σ1 − σ3), (2)

где σ0 – среднее напряжение, выражаемое через главные напряжения σi, i = 1, 2, 3,
при условии

σ1 > σ2 = σ3 ≥ 0. (3)

Правую часть равенства (1) будем называть сопротивлением сдвигу:

Sβ = S0 − µ(σ0 + T sin 2β). (4)

При первом скольжении, определяемом углом β0 , касательные к кривым Sβ =
= Sβ(β) и τβ = τβ(β) совпадут, что совместно с условием (1) приводит к равенству

µ = tg 2β0. (5)
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Отношение σβ0/τβ0 с изменением вида напряженного состояния (характеризу-
емого параметром c = σ2/σ1 ) меняется. При 0 ≤ c ≤ cn

σβ0

τβ0

=
(1 + c) + (1− c) sin 2β0

(1− c) cos 2β0
= k(c) ≡ k. (6)

Здесь параметр cn соответствует такому виду напряженного состояния, при кото-
ром критерий Кулона –Мора переходит в критерий Треска.

Из рассмотрения круга Мора при одноосном сжатии имеем

k|c=0 = k0 =
1 + cos 2α0

0

sin 2α0
0

, (7)

где угол α0
0 = 450−β0

0 – угол среза, определяемый экспериментально (β0
0 = β0|c=0) .

Таким образом, полагается, что плоскость среза совпадает с плоскостью первых
скольжений, поскольку в этой плоскости интенсивность скольжений при достиже-
нии предела прочности наибольшая.

В общем случае k(c) ∈ [k0, kn] , k|c=cn
= kn . Согласно (6)

sin 2β0 =
−(1 + c) + k

√
(1 + k2)(1− c)2 − (1 + c)2

(1− c)(1 + k2)
, (8)

а условие (1) разрешимо относительно предела прочности (σs
1 ):

σs
1 = σs

1(c) =
2S0

(1− c)(cos 2β0 + k sin 2β0)
. (9)

Параметр S0 удобно (по аналогии с другими подобными исследованиями) пред-
ставить в виде

S0 = S0
0 exp (ξc + ηc2), (10)

где ξ, η – постоянные, величина S0
0 определяется через предел прочности на од-

ноосное сжатие σc1 по формуле

S0
0 =

1
2
σc1(cos 2β0

0 + k0 sin 2β0
0). (11)

Константы ξ, η можно определить в первом приближении, используя только
результаты эксперимента на одноосное сжатие. При этом привлекаются еще уста-
новленные свойства огибающей к кругам Мора. Совокупность точек (σ, τ) касания
огибающей к кругам Мора получим (согласно предложенной связи между главны-
ми напряжениями) на основании теоремы о существовании огибающей к семейству
(в данном случае) этих кругов:

σ =
σs

1(σ
s
1 + 2c(σs

1)c)
σs

1 + (1 + c)(σs
1)c

, τ =
(1− c)σs

1

σs
1 + (1 + c)(σs

1)c

√
[σs

1 + c(σs
1)c](σs

1)c, (σs
1)c =

∂σs
1

∂c
.

(12)
В результате, используя приведенные зависимости, найдем константы ξ и η ,

зная угол среза при c = c0 и учитывая, что максимальное касательное напряже-
ние остается постоянным (то есть ∂T/∂c = 0) при c ≥ cn . Таким образом, данный
подход можно рассматривать как экспресс-метод составления паспорта прочно-
сти горных пород, минуя трудоемкий процесс определения пределов прочности
при нескольких видах напряженного состояния (как это принято по стандартной
методике). Для этого (при определении констант ξ и η ) необходимы следующие
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исходные данные: предел прочности и угол среза при одноосном сжатии, а также
условие ∂T/∂c = 0 , вычисляемое согласно зависимости (9) при c = cn .

Величина предела упругости σy
1 теоретически определяется, как и σs

1 , по изло-
женной методике. Экспериментальные значения σy

1 при рассматриваемом трехос-
ном сжатии цилиндрических образцов горных пород в значительной мере зависят
как от продольной ε1 , так и от поперечной деформаций ε2 (ε2 = ε3 ). Диаграмма
последней становится существенно нелинейной и (на начальном участке) одного
знака с ε1 , когда напряжение σ2 = σ3 от бокового давления на образец сопо-
ставимо по величине с осевым напряжением σ1 . Такая нелинейность диаграммы
деформации ε2 не отражается обобщенным законом Гука.

2. Диаграммы деформаций

Разделение тензора упругой деформации на шаровую и девиаторную части по-
зволило установить для них независимые друг от друга законы изменения в зави-
симости от среднего напряжения и от девиатора напряжений соответственно, тем
самым удается приблизиться к описанию реальной (нелинейной) диаграммы ε2 .

Зависимость объемной упругой деформации θ = θ(P ) , θ = (ε1 + ε2 + ε3)/3,
P = (σ1 + σ2 + σ3)/3 , близка к линейной. Например, у талькохлорита [1] для всех
осуществленных в опыте видов нагружения аппроксимация экспериментальных
данных записывается в виде

θ = 7 · 10−4P. (13)

Величина предела упругости при разных видах напряженного состояния дей-
ствительно корректируется (как это было принято в [1]) уровнем напряжений, при
котором наблюдается отклонение от линейной зависимости θ = θ(P ) . Однако это
справедливо только до того момента, когда происходит переход от критерия Ку-
лона –Мора к критерию Треска. Такой переход (к пластическому состоянию без
разрыхления) для талькохлорита возникает при cn = 1/3 . Следовательно, при
c ≥ cn зависимость (13) должна сохраняться вплоть до пределов прочности.
Именно для таких напряженных состояний наиболее контрастно выделяется нели-
нейность поперечной деформации.

Компонента девиатора деформаций ε∂
1 (ε∂

1 = ε1 − θ ) при c = 0.322, c = 0.407
и c = 0.51 для этой горной породы аппроксимируется, в свою очередь, зависи-
мостью от компоненты девиатора напряжений: ε∂

1 = (1 · 10−6σ∂
1 + 1.5 · 10−3)σ∂

1 ,
σ∂

1 = σ1 − P . В качестве примера суммарная упругая деформация для c = 0.51
представлена на рис. 1 (учтено, что согласно определению ε∂

2 = ε∂
3 = −ε∂

1/2).
В результате при разделении (за пределами упругости) деформации на упру-

гую (по устанавливаемому закону) и неупругую составляющие последняя более
точно характеризует свойства материала. Кроме того, она, в свою очередь, разде-
ляется на чисто пластическую (не вызывающую изменения объема) и деформацию
разрыхления.

Упругая деформация большинства крепких горных пород с достаточным для
практики приближением [2, 3] подчиняется закону Гука для ортотропного матери-
ала. Пластическая деформация определяется заданием сопротивления сдвигу S ,
которое (также для практического использования) представляется в упрощенном
виде

S = TT [1 + ψΓ0
13], (14)

где ψ – определяющая функция, она находится при аппроксимации расчетны-
ми зависимостями экспериментальных диаграмм; TT – значение максимального
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Рис. 1. Экспериментальные (пунктирная линия) и расчетные (сплошная линия) зависи-
мости деформаций от напряжений для талькохлорита при c = 0.51

касательного напряжения T на пределе упругости; Γ0
13 – компонента плоскопла-

стической деформации, зависящая от T (она называется основной, в главных осях
тензора деформаций Γ0

1 = −Γ0
3 , Γ0

13 = 2Γ0
1 ).

Независимо от ориентации плоскости первых скольжений, из условия S = T
получим

Γ0
1 =

1
2ψ1

[τmax − TT ], ψ1 = TT ψ.

Чтобы учесть вклад в суммарную пластическую деформацию Γ+
i от влияния

двух других главных касательных напряжений τ12 = (σ1 − σ2)/2 , τ23 = (σ2 − σ3)/2
постулируется [2] некоторая связь между основными Γ0

1, Γ0
3 и дополнительными

Γ∂
1 , Γ∂

3 главными пластическими деформациями

Γ∂
1 =

(
τ12

τmax

)q

Γ0
1, Γ∂

3 =
(

τ23

τmax

)q

Γ0
3, q = const.

В рассматриваемом случае нагружения при любом значении параметра q имеем

Γ+
1 = Γ0

1 + Γ∂
1 = 2Γ0

1, Γ+
3 = Γ0

3 + Γ∂
3 = −Γ0

1, Γ∂
1 = Γ0

1, Γ∂
3 = 0.

В соответствии с гипотезой В.В. Новожилова о всестороннем разрыхлении, де-
формация разрыхления Γ∗i пропорциональна [2] чисто пластической деформации:

Γ∗1 = Γ∗3 = −λΓ+
1 ,

где λ – коэффициент разрыхления.
Таким образом, компоненты неупругой деформации представляются в виде:

Γ1 = Γ+
1 + Γ∗1, Γ2 = Γ3 = Γ+

3 + Γ∗3.

Из этих соотношений следует, что

λ =
Γ2 + 0.5Γ1

Γ2 − Γ1
.
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Аппроксимация графического представления зависимости λ = λ(c) дает ана-
литическое представление функции λ(c) . Для большинства горных пород [1] при-
емлемой оказалась функция вида: λ = u + νc , u, ν – постоянные.

Итак, при напряженном состоянии, близком к предельному (в указанном выше
смысле), разрыхление материала исчезает, следовательно, λ = 0 при c → cn . При
c > cn также полагается λ(c) = 0 , поскольку при большом боковом давлении (соиз-
меримом с осевым давлением) эффект дилатансии при рассматриваемом трехосном
сжатии цилиндрических образцов горных пород пренебрежимо мал.

При проверке разрабатываемой модели в расчетах принимали участие ди-
пломники кафедры механики Кыргызско-Российского Славянского университета
А.В. Нечаева и А.М. Сатаркулов.

Summary
N.M. Komartsov, T.A. Lujanskaya, B.A. Rychkov. The Concept of Slipping and Rock

Mechanics.
Shear strength is considered as the basic strength characteristic of the material in the deve-

loped concept of slipping. The experimental data obtained by A.N. Stavrogin on the uneven
triaxial compression of cylindrical rock samples are reviewed. A unified dependence of purely
plastic deformation on the level of stress is established for all types of stress state. The elastic
component of deformation is considered, from the standpoint of physical nonlinear elasticity
theory as well. The coefficient of material loosening is determined. A method is suggested for
preparation of the certificate of rock strength based on the experimental data for uniaxial
compression only and known properties of the envelope of Mohr’s circles.

Keywords: concept of slipping, rocks, stress state, limit of elasticity, strain deviator, stress
deviator, coefficient of loosening, envelope of Mohr’s circles.
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