
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 535.2ÄÅÒÅ�ÌÈÍÈ�ÎÂÀÍÍÀß ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÀßÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÂÅ�ÕÈÇËÓ×ÅÍÈßÀ.Ì. ÁàøàðîâÀííîòàöèÿÏîñòðîåíà ìîäåëü ñâåðõèçëó÷åíèÿ, äåìîíñòðèðóþùàÿ îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàí-íîé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè. Íàèáîëåå íàãëÿäíî ýòî ïðîÿâèëîñü â ñâåäåíèè óðàâíåíèé ìî-äåëè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé Ëîðåíöà ñ ïàðàìåòðàìè, ëåæàùèìè â îáëàñòè õàîòè÷åñêîãîðåæèìà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãóëÿðíàÿ è ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, Ñâåðõèçëó÷åíèå, îñöèë-ëÿòîðíûé ðåæèì, ñòîõàñòèçàöèÿ, óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà.ÂâåäåíèåÊîëëåêòèâíîå ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå âîçáóæäåííûõ àòîìîâ, èçâåñòíîå êàêñâåðõèçëó÷åíèå [1℄, ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì ÿâëåíèåì ïðèðîäû, è ðàçëè÷íûååãî àñïåêòû óæå áîëåå ñîðîêà ëåò ïðèâëåêàþò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé (ñì. ìî-íîãðà�èè [2, 3℄). Îáû÷íî, ãîâîðÿ î ñòîõàñòè÷åñêèõ ý��åêòàõ â ñâåðõèçëó÷åíèè,îáñóæäàþòñÿ �ëóêòóàöèè �îðìû è âðåìåíè çàäåðæêè ñèãíàëà ñâåðõèçëó÷åíèÿ [3℄.Â ðàáîòå [4℄ ðàññìàòðèâàëèñü ïðîñòðàíñòâåííûå îñîáåííîñòè ñâåðõèçëó÷åíèÿ è ãî-âîðèëîñü î ñòîõàñòè÷åñêîé ìíîãîëåïåñòêîâîé (ëó÷åâîé) ñòðóêòóðå ñèãíàëà ñâåðõèç-ëó÷åíèÿ. Óêàçàííûå ïðîÿâëåíèÿ ñòîõàñòè÷íîñòè ñâÿçàíû ñ ðàçâèòèåì íåóñòîé÷è-âîñòè èíâåðòèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìîâ ïî îòíîøåíèþ ê ñïîíòàííîìó ðàñïàäóâ îáùèé òåðìîñòàò è ñ øóìàìè â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà ðàç-âèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè âîçíèêàåò ðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ñèãíàëà ñâåðõèçëó÷åíèÿ âîâðåìåíè è �îðìèðóåòñÿ ëèáî ìîíîèìïóëüñíûé ðåæèì ñâåðõèçëó÷åíèÿ, ëèáî ìíîãî-èìïóëüñíûé, èëè îñöèëëÿòîðíûé, ðåæèì. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé ðåæèìñâåðõèçëó÷åíèÿ, êîòîðûé ìîæíî íàçûâàòü ñòîõàñòè÷åñêèì ðåæèìîì è êîòîðûé ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â ìíîãîèìïóëüñ-íîì ñâåðõèçëó÷åíèè.1. Î ðåãóëÿðíîì è õàîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûÊðàòêî îáñóäèì, ÷òî îçíà÷àåò ðåãóëÿðíîå è õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äèíàìè÷å-ñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè òèïà

dxi(t)

dt
= fi(x1, x2, . . . , xN , t), i = 1, 2, . . . , N, (1)â N -ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå â óñëîâèÿõ, êîãäà âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ÿâëÿ-þòñÿ ðåãóëÿðíûìè âåëè÷èíàìè è ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Êîøè: êàæäîìó íà÷àëüíîìóóñëîâèþ
xi(t = 0) = xi0, i = 1, 2, . . . , N, (2)îòâå÷àåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1). Äîïóñòèì, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìûìîæíî èçìåðÿòü ñî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé, íî êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ δ , è ïîýòîìó



ÄÅÒÅ�ÌÈÍÈ�ÎÂÀÍÍÀß ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ. . . 15íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ íå ÷èñëàìè (2), à íåêîòîðûì (ïóñòüî÷åíü óçêèì) ðàñïðåäåëåíèåì ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà çàäà÷à äèíàìèêè òàêîé ñè-ñòåìû ñîñòîèò â ïðåäñêàçàíèè (ðàñ÷åòå) ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîèçâîëüíûé ìî-ìåíò âðåìåíè íà îñíîâå èçâåñòíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ñî âðåìåíåìíà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå ¾ðàñïëûâàåòñÿ¿, òî åñòü íå óâåëè÷èâàåòñÿ åãî øèðèíà,òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííûì, èëè ðåãóëÿðíûì,� â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñêàçàòü ñ òîé æå òî÷-íîñòüþ, ñ êîòîðîé çàäàíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå åå ïàðàìåòðîâ. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå, êîãäà ñî âðåìåíåì øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ âñå áîëüøå èáîëüøå, ïîâåäåíèå ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûì ê íà÷àëüíûì äàííûì,Åñëè ïðè ýòîì �àçîâûé îáúåì ñèñòåìû îãðàíè÷åí, òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû ¾ïåðå-ïóòûâàþòñÿ¿, à ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþíåïðåäñêàçóåìûì. Âíåøíå òàêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû âûãëÿäèò êàê ñëó÷àéíîå, è îíåì ãîâîðÿò êàê î äåòåðìèíèðîâàííîì ñòîõàñòè÷åñêîì ïîâåäåíèè, èëè äèíàìè÷å-ñêîì õàîñå.¾Íåðàñïëûâàíèå¿ òðàåêòîðèè ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì óñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèé ïîËÿïóíîâó. Çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûâ ìîìåíò âðåìåíè t = 0 , õàðàêòåðèçóåìîé òî÷êîé P0 â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0i áëèçêèå òî÷êè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè N , õà-ðàêòåðèçóþùèå ìàëûå íåçàâèñèìûå ñìåùåíèÿ òî÷êè P0 , à ÷åðåç P è Pi � òî÷-êè, îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t , òî åñòüðàñïîëîæåííûå íà �àçîâûõ òðàåêòîðèÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè P0 è P0i èîòñòîÿùèõ îò íèõ ïî âðåìåíè íà âåëè÷èíó t . Ïóñòü âåëè÷èíà ρ(P, P ′) îáîçíà-÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ìîæíî ââåñòè Nïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà Λi êàê âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ðàñõîäèìîñòü òî÷åê â�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè N . �ðóáî ãîâîðÿ, ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îïðå-äåëÿåò òàêóþ çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè áëèçêèõ òðàåêòîðèé, êàê
ρ(P, Pi) ∼ ρ(P0, P0i) exp(Λit) . Îòðèöàòåëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà õàðàêòåðèçóþòóñòîé÷èâûå òðàåêòîðèè, òîãäà êàê äëÿ íåóñòîé÷èâîé òðàåêòîðèè îäèí èëè áîëååïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïîëîæèòåëüíû.Äàæå ïðè òàêîé ñæàòîé õàðàêòåðèñòèêå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà âèäíî, ÷òî âàæ-íåéøóþ ðîëü â ïðèðîäå äåòåðìèíèðîâàííîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè èãðàåò ïî-âåäåíèå �àçîâîãî îáúåìà ñèñòåìû. Åñëè �àçîâûé îáúåì ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ ñîâðåìåíåì è äëÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà �óíêöèÿ �àìèëüòîíà, òîñòîõàñòèçàöèÿ òàêîé ñèñòåìû ñâÿçàíà ñ êîëè÷åñòâîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è îò-ëè÷èåì ñèñòåìû îò òî÷íî èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé, ðåçîíàíñû,èõ ïåðåêðûòèå è âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ àíàëèçà ñòîõàñòè÷íîñòè,êîòîðàÿ çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ñòîõàñòè÷åñêèõ ñëîåâ âáëèçè ñåïàðàòðèñ, èõ ñëè-ÿíèÿ, äè��óçèè Àðíîëüäà è ïð. [5℄.Äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì îáúåì �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñæèìàåòñÿ è ãåîìåò-ðè÷åñêèì îáðàçîì ñòîõàñòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûé àòòðàêòîð � îãðà-íè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íåóñòîé÷èâûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ òîãî÷òîáû åãî îõàðàêòåðèçîâàòü, îáû÷íî ïðèâëåêàþò öåëóþ èåðàðõèþ ðàçíîãî ðîäàðàçìåðíîñòåé, íàïðèìåð, õàóñäîð�îâó ðàçìåðíîñòü dH :

dH = lim
ε→0

log M(ε)

1/ε
.Çäåñü M(ε) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî N -ìåðíûõ êóáîâ ñî ñòîðîíîé ε, íåîáõîäèìûõ äëÿïîêðûòèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà S , íàïðèìåð ñòðàííîãî àòòðàêòîðà, â N -ìåðíîìïðîñòðàíñòâå. Ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ ε èìååì: M(ε) ∼ ε−dH . Õàóñäîð�îâàÿ ðàçìåð-íîñòü ñòðàííîãî àòòðàêòîðà òåñíî ñâÿçàíà ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà è ïî÷òè âñåãäà
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�èñ. 1. Îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå äëÿ óðàâíåíèé Ëîðåíöàîêàçûâàåòñÿ äðîáíîé. Òèïè÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñ äðîáíîé ðàçìåðíîñòüþ ÿâëÿþò-ñÿ ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìûå ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòüþ � ïðè ñîîòâåòñòâóþùåìèçìåíåíèè ìàñøòàáà ëþáîå (ñêîëü óãîäíî ìàëîå) ïîäìíîæåñòâî âûãëÿäèò òàê æå,êàê èñõîäíîå ìíîæåñòâî, òî åñòü öåëîå ïîäîáíî ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñâîåé ÷àñòè.Ïðèìåðàìè çäåñü ñëóæàò êàíòîðîâî ìíîæåñòâî è êðèâàÿ Êîõà [5�7℄.Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé äè�-�åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (1), ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå èåãî àíàëèç. Âûáåðåì ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ ðåøåíèå (1) (òî åñòü �àçîâàÿ òðàåê-òîðèÿ) ïåðåñåêàåò ïîä íåíóëåâûì óãëîì, è ïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå Yn ïåðåñå÷å-íèÿ âûäåëåííîé ïîâåðõíîñòè òðàåêòîðèåé ñëåäóþùóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ Yn+1 .Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå Yn+1 = F (Yn) , ý��åêòèâíî óìåíüøàþùåå ðàç-ìåðíîñòü ñèñòåìû íà åäèíèöó, òîãäà êàê îáû÷íàÿ äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé (1)ñîõðàíÿåò ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû.Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâàìîæíî ïîëó÷èòü îäíîìåðíûå îòîáðàæåíèÿ, åñëè ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàêñè-ìàëüíîé (ìèíèìàëüíîé) âåëè÷èíå mn êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé, íàïðèìåð xi , ñëåäó-þùóþ ìàêñèìàëüíóþ (ìèíèìàëüíóþ) âåëè÷èíó mn+1 òîé æå ïåðåìåííîé ïî õîäó�àçîâîé òðàåêòîðèè.Îïèñàíèþ çàêîíîìåðíîñòåé îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ïîñâÿùåíà êíèãà [8℄.2. Óðàâíåíèÿ ËîðåíöàÂìåñòî òîãî, ÷òîáû âñÿêèé ðàç èçó÷àòü îòîáðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òîé èëè èíîéäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ìîæíî ïûòàòüñÿ ñâîäèòü èññëåäóåìóþ ñèñòåìó ê óæå èç-âåñòíûì. Îäíîé òàêîé õîðîøî èçó÷åííîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéËîðåíöà. Âûâåäåííàÿ èç ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ êîíâåêöèè�ýëåÿ �Áåíàðà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëîðåíöà îïèñûâàåò òàêæå ëàçåðíóþ ãåíåðàöèþ.Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà â âèäå
dX

dι
+ σX = σY,

dY

dι
= −Y − XZ + rX,

dZ

dι
= XY − bZ. (3)Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëîðåíöà ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà è åé ïîñâÿùåíà ìîíîãðà-�èÿ [9℄. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà ñëóæàò áàçîâûìè ïðèìåðàìè â ìàòåìà-òè÷åñêèõ ïàêåòàõ òèïà MAPLE è MATLAB.Åñëè ïîñòðîèòü îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòûâ çàâèñèìîñòè îò ïðåäûäóùåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïî �àçîâîé òðàåêòîðèè,òî ïîëó÷èòñÿ ãðà�èê, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.Ïåðå÷èñëèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû (3): ñèììåòðèè X, Y, Z → −X,−Y, Z ;òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ íà îñè Z , íà íåé è îñòàþòñÿ; îáúåì V �àçîâîãî



ÄÅÒÅ�ÌÈÍÈ�ÎÂÀÍÍÀß ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ. . . 17ïðîñòðàíñòâà ñæèìàåòñÿ êàê V → V0 exp(−(σ + b + 1)t) . Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:
0 < r < 1 � ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðà (0, 0, 0) , ïðè 1 < r ïîÿâëÿþòñÿäâå íîâûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè C1 è C2 , (±

√

b(r − 1),±
√

b(r − 1), r − 1) , ïðè÷åì
C1 è C2 óñòîé÷èâû äëÿ r < rc = σ

σ + b + 3

σ − b − 1
è íåóñòîé÷èâû äëÿ rc < r . Èìåííî âýòîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íàõîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ(3), â òîì ÷èñëå ñòîõàñòè÷åñêèå ðåæèìû [9℄.3. Ìîäåëü ñòîõàñòèçàöèè îñöèëëÿòîðíîãî ðåæèìà ñâåðõèçëó÷åíèÿÎáû÷íûé ïîëóêëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ñâåðõèçëó÷åíèÿ ñîñòîèò â èñ-ïîëüçîâàíèè äâóõóðîâíåâîé ìîäåëè àòîìîâ è ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ [2, 3℄.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çàñåëåí âåðõ-íèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü Es . Òàêîå ñîñòîÿíèå àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, èâñëåäñòâèå ìàëûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿðèçàöèè è/èëè ïîëÿ àòîìû ïåðåõîäÿò íà íèæ-íèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü Em ñ èñïóñêàíèåì �îòîíîâ. Â ñëó÷àå îäíîãî àòîìàõàðàêòåðíîå âðåìÿ ïåðåõîäà è åñòü âðåìÿ ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ àòîìà. Â ñëó÷àåáîëüøîé ïëîòíîñòè N àòîìîâ âðåìÿ èçëó÷åíèÿ ñîêðàùàåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèî-íàëüíî ÷èñëó âîçáóæäåííûõ àòîìîâ, à èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ âîçðàñòàåò ïðî-ïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó èíâåðòèðîâàííûõ àòîìîâ. Ìåíÿåòñÿ òàêæå åãî �îðìà èâîçíèêàåò õàðàêòåðíîå âðåìÿ çàäåðæêè èìïóëüñà. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ïîëóêëàñ-ñè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ íåëèíåéíîãî ìàÿòíèêà ñòðåíèåì. Â ñëó÷àå ìàëîãî òðåíèÿ è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, îòâå÷àþùåãî íåóñòîé÷è-âîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ, âûðàæàåìûå ÷åðåç ýëëèïòè÷å-ñêèå �óíêöèè ßêîáè. Îíè âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê íà÷àëüíûì �ëóêòóàöèÿì, íîïîñëå îïèñàíèÿ âûõîäà ìàÿòíèêà èç íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ äåìîíñòðèðóþò òîëü-êî çàòóõàþùóþ ðåãóëÿðíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ äèíàìèêó. Ýòèìè ðåøåíèÿìè îïèñû-âàåòñÿ îñöèëëÿòîðíûé ðåæèì ñâåðõèçëó÷åíèÿ. Â ñëó÷àå áîëüøîãî òðåíèÿ ðåøåíèÿïåðåäåì�èðîâàííîãî íåëèíåéíîãî ìàÿòíèêà ñâîäÿòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó ñåêàí-ñó, �îðìà êîòîðîãî íå÷óâñòâèòåëüíà ê ìàëûì �ëóêòóàöèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé èîòâå÷àåò ìîíîèìïóëüñíîìó ðåæèìó ñâåðõèçëó÷åíèÿ. Âî âñåõ óêàçàííûõ ñëó÷àÿõóðàâíåíèÿ ìîäåëè â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ è äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-íèÿõ [2, 3, 10℄ ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèÿì Ëîðåíöà (3) ñ ïàðàìåòðàìè

σ =
σ

γsm

, b =
γss

γsm

, r = −n(0) ωcω

σγsm

(4)äëÿ ñëåäóþùèõ âåëè÷èí (ïðèäåðæèâàåìñÿ îáîçíà÷åíèé ðàáîò [10, 11℄):
X =

Ω

γsm

, Y =
2ωcω

σγsm

r, Z = (n − n(0))
ωcω

σγsm

, ι = γsmt. (5)Çäåñü êîíñòàíòû γsm è γss õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè àìïëèòóäû
Rsm = −R⋆

sm = −ir íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè (ïîëÿðèçàöèè) ̺sm =
Rsm exp(−iωsmt) è ïåðåíàñåëåííîñòè n = ̺mm − ̺ss àòîìíûõ óðîâíåé; n(0) � ñòà-öèîíàðíàÿ ïåðåíàñåëåííîñòü, äëÿ íåèíâåðòèðîâàííîé ñðåäû n(0) > 0 ; ω = ωsm �÷àñòîòà ñâåðõèçëó÷åíèÿ, σ−1 � âðåìÿ æèçíè �îòîíà â ñðåäå; ωc = 2πN |dsm|2~

−1� êîîïåðàòèâíàÿ ÷àñòîòà, dsm � äèïîëüíûé ìîìåíò ñâåðõèçëó÷àþùåãî ïåðåõîäà;
Ω = 2dsmE~

−1 = Ω⋆ � ÷àñòîòà �àáè, E � àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåðõèç-ëó÷åíèÿ.Âèäíî, ÷òî â îáû÷íîì ñëó÷àå ïàðàìåòð r îòðèöàòåëåí è íèêàêèõ ñòîõàñòè-÷åñêèõ ðåæèìîâ â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ñâåðõèçëó÷åíèÿ â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî
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�èñ. 2. Õðîíîãðàììà è äåíñèòîãðàììà ñâåðõèçëó÷åíèÿ LaF3 :Pr3+

�èñ. 3. ñõåìà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ìîäåëè ñ âåðõíèì ðàñùåïëåííûì óðîâíåìïîëÿ íåò. Â èññëåäîâàíèÿõ [12, 13℄ ñîîáùàëîñü î ìîíîèìïóëüñíîì õàðàêòåðå ñâåð-õèçëó÷åíèÿ êðèñòàëëà LaF3 :Pr3+ . Îäíàêî ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ [10℄ñâåðõèçëó÷åíèÿ èîíîâ ïðàçåîäèìà â ìàòðèöå òðåõ�òîðèñòîãî ëàíòàíà ïîêàçûâàþò,÷òî èçëó÷åíèå íà ÷àñòîòå ïåðåõîäà 3P0 − 3H6 èîíîâ ïðàçåîäèìà èìååò ïè÷êîâóþñòîõàñòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (ðèñ. 2).Äëÿ îáúÿñíåíèÿ òàêîãî õàðàêòåðà ñâåðõèçëó÷åíèÿ åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü,÷òî ñâåðõèçëó÷àþùèé óðîâåíü 3P0 ðàñùåïëåí íà äâà áëèçêèõ ïîäóðîâíÿ � íàêà÷è-âàåìûé Ep è ñâåðõèçëó÷àþùèé Es . Ñâåðõèçëó÷àþùèé ïîäóðîâåíü Es çàñåëÿåòñÿâ ðåçóëüòàòå áåçèçëó÷àòåëüíîãî ïåðåõîäà ñ íàêà÷èâàåìîãî ïîäóðîâíÿ Ep , ñêîðîñòüêîòîðîãî ðàâíà G (ðèñ. 3). Òîãäà äëÿ âðåìåííîãî èíòåðâàëà t < G−1 â ñëó÷àåìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà G ìîæíî óðàâíåíèÿ ìîäåëè ñ âåðõíèì ðàñùåïëåííûìóðîâíåì ñâåñòè ê óðàâíåíèÿì Ëîðåíöà (3) ñ ïàðàìåòðàìè (4) è (5), çà èñêëþ÷åíèåìñëåäóþùèõ:
r = G

ωωc

σγssγsm

sin2 θ

2
, Z =

(

G

γss

sin2 θ

2
+ n

)

2|dsm|2πωN~
−1

σγsm

. (6)Çäåñü θ � ïëîùàäü êîãåðåíòíîãî èìïóëüñà, íàêà÷èâàþùåãî óðîâåíü Ep .Òåïåðü îñíîâíîé ïàðàìåòð r , îïðåäåëÿþùèé íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíå-íèé Ëîðåíöà, ìîæåò áûòü â îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîõàñòè÷åñêèì ðåøåíèÿì(3). Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèéìîäåëè ñâåðõèçëó÷åíèÿ ñ âåðõíèì ðàñùåïëåííûì óðîâíåì [11℄, íàãëÿäíî äåìîí-ñòðèðóþùèå íåðåãóëÿðíîñòü â ïîâåäåíèè ïè÷êîâ ñèãíàëà ñâåðõèçëó÷åíèÿ.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñî ñïåêòðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàêèõ-ëèáî çåå-ìàíîâñêèõ èëè øòàðêîâñêèõ ïîäóðîâíåé ó óðîâíÿ 3P0 óæå áûòü íå ìîæåò, õîòÿèñïîëüçóåìàÿ êëàññè�èêàöèÿ óðîâíåé, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâà äëÿ îäíîýëåê-òðîííîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïðè íàëè÷èè ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèþ.Îïèñàííàÿ ñõåìà ñ âåðõíèì ðàñùåïëåííûì óðîâíåì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà,åñëè ïðåäïîëîæèòü îáðàçîâàíèå ñâîåîáðàçíûõ êëàñòåðîâ èç äâóõ èîíîâ, ðàñïîëà-ãàþùèõñÿ â ðåøåòêå òðåõ�òîðèñòîãî ëàíòàíà â ïðîñòðàíñòâåííî íåýêâèâàëåíòíûõêîí�èãóðàöèÿõ. Î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ êîí�èãóðàöèé èîíîâ ïðàçåîäèìà ãîâîðÿò
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�èñ. 4. �àñ÷åòíàÿ èíòåíñèâíîñòü ñâåðõèçëó÷åíèÿñïåêòðîñêîïè÷åñêèå äàííûå [14℄. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïðîèñõîäèò òóííåëèðî-âàíèå èîíà ïðàçåîäèìà ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííî íåýêâèâàëåíòíûìè ïîëîæåíèÿìè,÷òî è îáóñëîâëèâàåò áåçèçëó÷àòåëüíûé ïåðåõîä ìåæäó íèìè è íåðàâíîïðàâíîñòüïîäóðîâíåé Es è Ep ïî îòíîøåíèþ ê èçëó÷åíèþ. Èçâåñòíî, ÷òî òàêîé ìåõàíèçìèìååò ìåñòî â êðèñòàëëàõ îêñèîðòîñèëèêàòîâ [15℄. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå õàî-òè÷åñêîé äèíàìèêè â îñöèëëÿòîðíîì ðåæèìå ñâåðõèçëó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòüîïðåäåëåííûå âûâîäû î ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ îñîáåííîñòÿõ óðîâíåé èîíà ïðàçåîäè-ìà â ìàòðèöå òðåõ�òîðèñòîãî ëàíòàíà â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñïåêòðà.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îòëè÷èÿ â ðåçóëüòàòàõ ýêñïåðèìåíòîâ [10℄ è [12, 13℄ ìî-ãóò áûòü îáúÿñíåíû ðàçíûì óãëîì ïàäåíèÿ íàêà÷êè íà êðèñòàëë, ðàçëè÷èåì âïëîòíîñòè èîíîâ ïðàçåîäèìà è òåìïåðàòóðû îáðàçöà.Íàêîíåö, âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. �îâîðèòü â ñòðîãîì ñìûñ-ëå î ñòîõàñòè÷åñêîì ðåæèìå âî âñåì âðåìåííîì äèàïàçîíå â ñëó÷àå ñâåðõèçëó÷åíèÿíå ïðèõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ â äèññèïàòèâíóþ èçëó÷àþùóþ ñèñòåìó çàêà÷è-âàåòñÿ èìïóëüñíûì îáðàçîì è ïîíÿòíî, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî êàêîå-ëèáî èçëó÷åíèåèç ñèñòåìû çàêîí÷èòñÿ, à èçëó÷àòåëè ñèñòåìû ïåðåéäóò â îñíîâíîå ñòàöèîíàðíîåñîñòîÿíèå. Çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ îñíîâíîå îòëè÷èå ñëó÷àÿ ñâåðõèçëó÷åíèÿ îò ñëó÷àÿñòàöèîíàðíîé ëàçåðíîé ãåíåðàöèè, ïðè êîòîðîé ïîäêà÷êà ýíåðãèè â äèññèïàòèâ-íóþ ñèñòåìó îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî è êîòîðàÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ íà âñåì âðå-ìåííîì èíòåðâàëå ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèÿìè Ëîðåíöà (3) ñ ïàðàìåòðàìè,îòâå÷àþùèìè õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó [16℄. Òåì íå ìåíåå â îïðåäåëåííûõ âðåìåííûõèíòåðâàëàõ â ñâåðõèçëó÷åíèè òàêæå ìîæíî îáñóæäàòü è âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè, èòàêîé ïðèçíàê äåòåðìèíèðîâàííîé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè, êàê ýêñïîíåíöèàëüíîåðàçáåãàíèå áëèçêèõ òðàåêòîðèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Â.Â. Ñàìàðöåâó çà ïðèãëàøåíèåïðî÷èòàòü ëåêöèþ íà XI Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå ¾Êîãåðåíò-íàÿ îïòèêà è îïòè÷åñêàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ¿.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 06-02-16147-a).SummaryA.M. Basharov. Deterministi Chaoti Dynamis of Superradiane.The model of superradiane exhibiting the features of deterministi haoti behavior wasdeveloped. The equations of the model were redued to the Lorenz equations with parametersorresponding to stohasti regime.Key words: deterministi and stohasti dynamis, Superradiation, osillatory mode,stohastization, Lorenz equations.
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