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Аннотация. На основе метода сингулярных интегральных уравнений найдено распределение тока 
многопортовой рамочной антенны при ее возбуждении фазированными сторонними ЭДС, 
приложенными в нескольких местах антенного провода, в случае размещения такой антенны на 
поверхности цилиндрического столба, заполненного одноосным анизотропным метаматериалом и 
окруженного изотропным магнитодиэлектриком. 
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THEORY OF A CIRCULAR LOOP ANTENNA WITH PHASED EXCITATION 
LOCATED ON THE SURFACE OF AN ANISOTROPIC COLUMN 

T.M.  Zaboronkova, A.S.  Zaitseva, A.V.  Kudrin, N.V.  Yurasova
Abstract. Using the singular integral equation method, a current distribution is found for  a multigap loop 
antenna excited by the  phased external voltages applied across several gaps of the antenna wire in the case 
where the antenna is located on the surface of a cylindrical column that is filled with a uniaxial anisotropic 
metamaterial and surrounded by an isotropic magnetodielectric. 
Keywords: loop antenna; uniaxial metamaterial; phased excitation; current distribution 

Введение 
Применение анизотропных сред в качестве элементов антенных устройств представляет 

значительный интерес, поскольку может приводить к кардинальным изменениям 
характеристик излучателей. При этом размещение антенных систем с фазированным 
возбуждением на поверхности направляющих структур из анизотропных метаматериалов 
открывает новые возможности для управления пространственным распределением 
создаваемых электромагнитных полей и характеристиками антенн.  

В данной работе представлен подход, позволяющий получить распределение тока 
круговой рамочной антенны, возбуждаемой фазированными сторонними ЭДС в нескольких 
местах антенного провода и расположенной на поверхности цилиндрического столба, 
заполненного анизотропным метаматериалом, в случаях как гиперболического, так и 
негиперболического законов дисперсии его нормальных волн.  

Решение данной задачи имеет ключевое значение для определения электродинамических 
характеристик такой антенны.  

Постановка задачи и основные соотношения 
Предполагается, что рамочная антенна представляет собой идеально проводящую узкую 

ленту ширины 2d , свернутую в кольцо радиуса ( )a a d . Антенна расположена на 
поверхности столба, имеющего бесконечную протяженность вдоль оси z  цилиндрической 
системы координат   ,  , z   и заполненного однородным одноосным анизотропным
метаматериалом (см. рис. 1а). Метаматериал описывается диагональными тензорами 
диэлектрической и магнитной проницаемости  ε  и μ  с  компонентами 

0 0 , zz           и 0 0,  zz           соответственно. При записи 

Заборонкова Т.М., Зайцева А.С., Кудрин А.В., Юрасова Н.В.  Теория круговой 
рамочной антенны с фазированным возбуждением, расположенной на поверх-
ности анизотропного столба
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компонент тензоров учтено, что ось анизотропии метаматериала направлена вдоль оси z , 0  и 

0  – электрическая и магнитная постоянные. Окружающая столб однородная среда является
изотропной и характеризуется скалярными диэлектрической и магнитной проницаемостями 

0   и 0   . 

Рис.1. Геометрия задачи (a) и вид рамочной антенны (б) в случае K=2 

Антенна возбуждается в K узких угловых интервалах («зазорах») гармоническими во 
времени (~ exp( ) ) i t  сторонними ЭДС с комплексными амплитудами | | exp( ),k k kV V i где 
 – круговая частота, k – фаза ЭДС, приложенной к k-му «зазору» ( 1,2, , ).k K 
Электрическое поле в «зазорах», создаваемое данными ЭДС (см. рис.1б), имеет единственную 
азимутальную компоненту ext ,E отличную от нуля при , | | , | |k ka z d       и равную 

/ (2 )k kV a в k-ом «зазоре» с центром в точке k  и угловой полушириной .k    

Величина extE при | | ,a z d   может быть записана в виде  

 ext

1

sin( )exp( ) exp ( ) ,
2

K
k k

m k
m m k k

V mE E im im
a m   



 

  

    
    (1) 

где m  – азимутальный индекс ( 0, 1, 2, ).m      Поверхностная плотность ( , )I z  
электрического тока, возбуждаемого в антенне сторонним полем (1), допускает представление 

0
0( , ) ( ) exp( ) ( ) exp( ) ,

2m m
m m

kI z I z im I p im ik pz dp  


 

  

         (2) 

где азимутальные гармоники тока ( )mI z  являются искомыми функциями координаты z , 
( )mI p  – их фурье-образы, 0k  – волновое число в свободном пространстве.  
Компоненты поля антенны могут быть записаны в виде разложений, аналогичных (2). При 

этом фурье-образы азимутальных гармоник поперечных компонент поля выражаются через 
соответствующие величины, описывающие продольные компоненты и имеющие вид 

(1) 1 (2)
; 0 1 ; 0 0 2( , ) ( ), ( , ) ( ) z m m m z m m mE p A J k q H p Z A J k q      при a  и 

(1) (2) 1 (2) (2)
; 0 ; 0 0( , ) ( ), ( , ) ( ) z m m m z m m mE p B H k q H p Z B H k q     при a  . Здесь 

1/2
0 0 0( / ) ,  mZ J   – функция Бесселя, ( )l

mH  – функция Ханкеля l -го рода ( l  может 
принимать значения l =1 и l =2), 

1/2 1/22 2 2 1/2
1 2( / ) , ( / ) , ( ) ,q p q p q p                            (3)

где Im 0q   (при наличии хотя бы бесконечно малых потерь в фоновой среде);  константы 
(1,2) (1,2) ,m mA B  находятся из граничных условий, состоящих в непрерывности  фурье-образов 

азимутальных гармоник тангенциальных компонент поля на поверхности ,a   за 
исключением величины ; ( , ),z mH p  имеющей на этой поверхности 

; ;( 0, ) ( 0, ) ( ))z m z m mH a p H a p p     . Заметим, что 1q  и 2q  имеют смысл нормированных 
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(на 0k ) поперечных волновых чисел нормальных волн E- и H-типа одноосного метаматериала. 
Величина q  является нормированным поперечным волновым числом в фоновой среде. 

Интегральные уравнения для тока антенны и их решение 
При получении уравнений для тока удобно перейти от представления поля антенны в виде 

разложения по продольному волновому числу p  к разложению по поперечному волновому 
числу в фоновой среде q . При переходе к новому пути интегрирования по действительным q  
из-под знаков интегралов исходных выражений для компонент поля выделяются вычеты, 
отвечающие собственным модам столба. В результате получаем следующее представление 
азимутальной и продольной компонент электрического поля антенны на поверхности :a   

, , ;( , , ) exp( ) ( ) ( ) ,
d

z z m m
m d

E a z im K z z I z dz  


  

 

       (4) 

где величины , ; ( )z mK   с аргументом z z   определяются вкладами волн непрерывной 
части пространственного спектра (0 )q   и волн его дискретной части (собственных мод 
столба). Приведем выражение для ; ( ),mK   которое потребуется нам в дальнейшем: 

2 2 22
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; 0 0( ) 2 2
1 10

2
; , 0 ,

,

( 1) ( )( ) exp[ ( ) | |]
2 ( )
2 ( )exp( | |).
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 (5) 

Здесь ; , ( )m nE  , _ ,{ }N m n и _ ,{ }p m n  – соответственно азимутальная компонента 
электрического поля, норма и постоянная распространения собственной  моды с азимутальным 
и радиальным индексами m  и n . Остальные величины в (5) даются выражениями  
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   (6) 

где  
( )

( ) ( )1 1
0 02 ( ) 2

( ) ( ), , , , 1, 2.
( ) ( )

l
l lm l m

m m l ll
l m l l m

J Q H Qm mJ H Q k aq Q k aq l
Q J Q Q QH Q Q

          (7) 

Величины в (5 – 7) содержащие p , берутся при  p p q , где 2 1/2( ) ( ) , Im ( ) 0. p q q p q    

Далее, с учетом граничных условий ext , 0  zE E E     для тангенциальных компонент  

электрического поля на поверхности антенны | | ,a z d    приходим к интегральным 
уравнениям для величин ( )mI z  при | | :z d  

; ;( ) ( ) , ( ) ( ) 0.
d d

m m m z m m
d d

K z z I z dz E K z z I z dz
 

              (8) 

Решения данных уравнений для  ( )mI z  можно получить  аналитически при достаточно 
малой ширине антенного провода, когда выполняются  условия 

e e2 ,kd a a   h h2 ,kd a a  
2 1/2 1/2

0 , , e h( ) max{| |,| |, | |, | |} 1, | / | , | / | .гд  еk d                   С учетом этих 

условий ядра , ; ( )z mK   уравнений (8) представляются в виде сумм сингулярных , ;( ( ))z mK   и 

регулярных , ;( ( ))z mk   слагаемых, причем последние берутся  при ( 0).   Вклад волн 
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непрерывной части спектра в ; ( )mK   описывается интегралом в (5), если под его знаком  

перейти к пределу q   что дает логарифмическую особенность вида ; ( ) ~ ln(| | /2 )mK a    

при 0.   В случае, когда одна или обе нормальные волны метаматериала характеризуются  
гиперболическим законом дисперсии, аналогичный вклад в эту часть ядра в пределе 

,| |m np   вносят также собственные квазипотенциальные моды столба  E-типа (при 

sgn sgn    ) и H-типа (при sgn sgn    ). В случае негиперболического закона дисперсии 

соответствующих волн вклад в величину ; ( )mK  с логарифмической особенностью дают в том 

же пределе собственные комплексные моды E-типа (при sgn sgn sgn     ) и H-типа (при 

sgn sgn sgn     ). Отмеченные особенности обусловлены в указанных условиях 
медленной сходимостью бесконечных рядов по n, учитывающих вклад собственных мод в ядра 
интегральных уравнений. 

В результате интегральное уравнение с ядром ; ( )mK  принимает вид 

0 0

2| |( ) ln ( ) .
2

d d
m

m m m m
d d

z zI z dz i E R I z dz
a Z k


   

 

         (9) 

 
Здесь 2 2 2

0 eff 0 eff eff( ) / [ ( ) ],m k a m k a      1
0 0 ;2 ( ) (0),m m mR i Z k k   где 

1/2 1/2 1/2 1
eff e eff h h( | | ) / 2, 2 | | ( . | | )             

         Множитель e  имеет 

значения sgn и i  при sgn sgn     и sgn sgn     соответственно; аналогично 

множитель h  равен либо sgn  при sgn sgn    , либо i  при sgn sgn .     Что 

касается  второго   уравнения в (8), то  оно имеет ядро  ; ;( ) типа Коши ( ) ~ /z m z mK K m    

при ;0, (0) 0.  z mk     
Решение интегрального уравнения (9) с логарифмическим ядром, одновременно 

удовлетворяющее уравнению с ядром Коши, согласно [1] имеет вид 

2 2
0 0

2( ) .
ln(4 / )

m m
m

m

EiI z
a d RZ k d z



     (10) 

Подставляя (10) в формулу (2) для ( , ),I z  интегрируя полученное решение по z  от d до d  и 
суммируя ряд по m  с использованием метода, описанного в [2] применительно к случаю 
тонкой антенны, когда ln(4 / ) | |,ma d R  получим выражение для ее полного тока: 

1 0 0 eff

( ) exp( ) cos{[ ( )] }( ) | | ,
ln(4 / ) sin( )

K
k k k

k
k

i h i f haI V
Z k a d ha

    
 



      (11) 

где 1/2
0 eff eff( )  , | |, 0 2 ,  ( ) 2kh k ha m f             при 0 ,k   ( )kf    при 

2 .k     Очевидно, что величина h  имеет смысл постоянной распределения тока вдоль 
антенного провода. Найденное решение для тока антенны позволяет далее определить ее 
электродинамические характеристики. 

Заключение 
Из проведенного исследования следует, что структура тока рассмотренной антенны 

определяется суперпозицией его парциальных волн, возбуждаемых в местах приложения 
сторонних ЭДС и характеризуемых некоторой постоянной распределения, зависящей от 
параметров сред внутри и вне анизотропного столба.  Полученные результаты свидетельствуют 
о возможности управления распределением тока антенны в зависимости от амплитуд и фаз 
приложенных к ней ЭДС, что может представлять интерес для различных приложений. 
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