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   Математика (в трёх частях): Часть 3. Учебно-методический ком-
плекс для студентов заочной и дистанционной форм обучения по ин-
женерно-техническим направлениям подготовки бакалавров. 
/Составитель: Углов А.Н. -Набережные Челны: Изд-во: НЧИ К(П)ФУ, 
2019, 131с. 

 
1.Цель и задачи дисциплины, её место в учебном процессе.  

   Цель преподавания дисциплины «Математика» - формирование системы 
базовых знаний по данной дисциплине, которая позволит будущим специа-
листам решать в своей повседневной деятельности актуальные задачи науки 
и практики, понимать написанные на современном научном уровне результа-
ты других исследований и тем самым совершенствовать свои профессио-
нальные навыки. 
     Основными задачами дисциплины являются: 
- ознакомление обучающихся с фундаментальными понятиями и фактами 
математики, необходимыми для применения современных математических 
методов при решении задач науки, техники, экономики и управления; 
-привлечение внимания студентов к возможностям использования математи-
ческих методов при исследовании различных задач; 
-развитие навыков к математическому моделированию прикладных задач; 
-воспитание абстрактного мышления и умения строго обосновать соответст-
вующие факты; 
-развитие логического и алгоритмического мышления; 
-овладение классическим математическим аппаратом для дальнейшего ис-
пользования в приложениях. 
     Данная дисциплина является основой при изучении дисциплин, исполь-
зующих современные математические методы. В свою очередь, для изучения 
данной дисциплины необходимо знание элементарной математики.  
     В результате изучения данной дисциплины студент должен: 
- знать теоретические основы линейной и векторной алгебры, аналитической 
геометрии, дифференциального и интегрального исчислений, дифференци-
альных уравнений, числовых и функциональных рядов, теории вероятностей 
и математической статистики; 
- уметь использовать полученные знания для решения практических задач. 
     Изучение  дисциплины предусматривает проведение лекционных, практи-
ческих занятий и самостоятельную работу студентов. В лекциях излагается 
содержание тем программы с учетом требований, установленных для специа-
листа в квалификационной характеристике. Практические занятия проводят-
ся с целью закрепления теоретических основ курса, получения практических 
навыков решения математических задач. Контроль знаний осуществляется с 
помощью контрольных работ, зачётов и экзаменов.   
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2. Содержание и структура дисциплины (часть 3). 

2.1 Содержание дисциплины (наименование тем). 

 
Раздел. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ИСЧИСЛЕНИЯ.  
Тема. Неопределённый интеграл.  
   Первообразная функция, её свойства. Неопределённый интеграл, условия 
его существования, свойства. Основные методы интегрирования: непосред-
ственное интегрирование; интегрирование заменой переменной, интегриро-
вание по частям. Неправильные и правильные рациональные дроби. Разло-
жение правильной дроби на простые. Интегрирование простых, правильных, 
неправильных рациональных дробей. Интегрирование тригонометрических и 
иррациональных выражений. 
Тема. Определённый интеграл.  
   Определённый интеграл, условия его существования, геометрический 
смысл и свойства. Оценка интеграла и формулы среднего значения. Интеграл 
с переменным верхним пределом, его свойства. Формула Ньютона-Лейбница. 
Формулы замены переменной и интегрирования по частям в определённом 
интеграле. Применение определённого интеграла для вычисления площадей 
плоских фигур, длин дуг кривых, объёмов тел.  
Тема. Несобственные интегралы.  
   Несобственные интегралы по бесконечному промежутку интегрирования и 
от неограниченной функции. Понятие абсолютной и условной сходимости 
несобственных интегралов.  
Тема. Кратные интегралы.  
Понятия двойного и тройного интегралов, условия их существования, гео-
метрический и физический смысл, свойства. Оценка интегралов и формулы 
средних значений. Понятие правильной области. Повторные интегралы по 
правильным областям. Вычисление кратных интегралов переходом к повтор-
ным в декартовых координатах. Двойной интеграл в полярных координатах. 
Приложения двойных и тройных интегралов.  
 
Раздел. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ.  
Тема. Дифференциальные уравнения первого порядка.  
   Понятие дифференциального уравнения (ДУ). ДУ 1-ого порядка, основные 
сведения о них (формы записи, решение, начальные условия, общее и част-
ное решения). Задача Коши. ДУ с разделёнными и разделяющимися пере-
менными. Однородное ДУ. Линейное ДУ и уравнение Бернулли. Уравнение в 
полных дифференциалах.     
Тема. Дифференциальные уравнения высших порядков. Системы диф-
ференциальных уравнений. 
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   ДУ порядка n , основные сведения о них (формы записи, решение, началь-
ные условия, общее и частное решения). Задача Коши. ДУ порядка n , допус-
кающие понижение порядка. Линейное ДУ порядка n . Линейно зависимые и 
независимые системы функций. Определитель Вронского. Фундаментальная 
система решений (ФСР). Структура общего решения ЛДУ порядка n . Прин-
цип суперпозиции частных решений. Однородные и неоднородные ЛДУ с 
постоянными коэффициентами. Характеристическое уравнение. Нахождение 
ФСР и общего решения ОЛДУ для различных типов корней характеристиче-
ского уравнения. Нахождение частного и общего решений НЛДУ в случае 
специальной правой части уравнения. Метод вариации произвольных посто-
янных. Нормальная система ДУ, основные сведения о них (формы записи, 
решение, начальные условия, общее и частное решения). Задача Коши. На-
хождение решения нормальной системы ДУ методом исключения.  
 
Раздел. РЯДЫ.  
Тема. Числовые ряды.  
   Понятие числового ряда. Частичная сумма, остаток, сумма ряда. Сходящие-
ся и расходящиеся ряды, их свойства. Необходимый признак сходимости и 
достаточный признак расходимости ряда. Ряды с положительными членами, 
достаточные признаки их сходимости (признаки сравнения, Даламбера, ради-
кальный и интегральный признаки Коши). Ряд геометрической прогрессии и 
обобщённый гармонический ряд, условия их сходимости, расходимости. Зна-
кочередующиеся ряды. Признак Лейбница. Оценка суммы и остатка знакоче-
редующегося ряда. Знакопеременные ряды, достаточный признак их сходи-
мости. Абсолютно и условно сходящиеся числовые ряды, их свойства. 
Тема. Функциональные ряды.  
   Понятие функционального ряда. Частичная сумма, остаток, точка и область 
сходимости, сумма функционального ряда. Нахождение области сходимости. 
Тема. Степенные ряды. Ряды Тейлора и Маклорена.  
   Понятие степенного ряда. Признак Абеля. Интервал и радиус абсолютной 
сходимости степенного ряда. Область сходимости степенного ряда, её нахо-
ждение. Свойства степенных рядов. Ряды Тейлора и Маклорена. Условия 
разложимости функций в ряд Тейлора. Применение ряда Тейлора в прибли-
жённых вычислениях.  
Тема. Тригонометрический ряд. Ряд Фурье.  
   Тригонометрический ряд. Ряд Фурье. Тригонометрические системы функ-
ций, их свойства. Условия Дирихле. Достаточный признак Дирихле разло-
жимости функции в ряд Фурье. Ряды Фурье для чётных и нечётных функций, 
функций, заданных на половине периода.  
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Раздел. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
СТАТИСТИКА. 
Тема. Случайные события и их вероятности.  
   Предмет теории вероятностей. Случайный эксперимент. Случайные собы-
тия, действия над ними. Определения вероятности и свойства. Правила и 
формулы комбинаторики, вычисление вероятностей с их помощью. Услов-
ная вероятность события. Формулы сложения и умножения вероятностей, 
полной вероятности и Байеса. Повторные испытания. Схема и формула Бер-
нулли.  

Тема. Случайные величины.  
   Понятие случайной величины (СВ). Функция распределения вероятностей. 
Дискретная и непрерывная СВ, способы их задания. Функция плотности рас-
пределения вероятностей. Числовые характеристики СВ. Основные законы 
распределения СВ: биномиальный, Пуассона, равномерный, показательный и 
нормальный. Понятие многомерной СВ. Дискретная двумерная СВ: таблица 
распределения вероятностей, законы распределения составляющих, числовые 
характеристики. Коэффициент корреляции. Коррелированность и зависи-
мость СВ. Функция регрессии.       
Тема. Предельные теоремы теории вероятностей.  
Неравенство Чебышева. Законы больших чисел в форме Чебышева и Бернул-
ли. Понятие о центральной предельной теореме.            
Тема. Основные понятия и задачи математической статистики. Предва-
рительная обработка экспериментальных данных.  
   Предмет и основные задачи математической статистики. Генеральная сово-
купность и выборка из неё. Выборочный метод. Повторная и бесповторная 
выборки. Случайная выборка. Основные способы записи выборки: вариаци-
онный ряд; статистический дискретный и интервальный ряды. Числовые ха-
рактеристики выборки и её графическое представление. 
 
2.2. Практические занятия, их содержание. 
Тема. Неопределённый интеграл. Определённый интеграл. Несобствен-
ные интегралы. Кратные интегралы. 
   Вычисление неопределённого интеграла методами: непосредственного ин-
тегрирования, замены переменной, интегрирования по частям. Интегрирова-
ние рациональных дробей, тригонометрических, иррациональных выраже-
ний. Определённый интеграл, его вычисление по формуле Ньютона-
Лейбница. Вычисление площадей плоских фигур, длин дуг кривых, объёмов 
тел с помощью определённого интеграла. Несобственные интегралы по бес-
конечному промежутку интегрирования. Двойной интеграл, его вычисление в 
декартовых и полярных координатах. Приложения двойных интегралов.    
Тема. Дифференциальные уравнения первого и высших порядков.  
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   Нахождение решений дифференциальных первого порядка: с разделяющи-
мися переменными, однородных, линейных, Бернулли. Нахождение решений 
дифференциальных уравнений высших порядков: допускающих понижение 
порядка, линейных с постоянными коэффициентами и правой частью специ-
ального вида.   
Тема. Числовые ряды. Степенные ряды. Ряды Тейлора. Ряды Фурье.  
   Исследование на сходимость числовых рядов. Нахождение радиуса и об-
ласти сходимости степенных рядов. Разложение функций в ряды Тейлора и 
Фурье.   
Тема. Случайные события и их вероятности. Случайные величины. 
Предварительная обработка статистических данных. 
   Вычисление вероятностей случайных событий с помощью классического 
определения, формул сложения и умножения, формулы Бернулли, формул 
полной вероятности и Байеса.  Нахождение законов распределения дискрет-
ных и непрерывных случайных величин и их числовых характеристик. По-
строение статистических рядов, вычисление их числовых характеристик и  
графическое представление.  
 
2.3. Виды самостоятельной работы студентов. 
   Самостоятельная работа студентов предполагает изучение теоретического 
материала и выполнение контрольной работы. 
 
 
 
 
3. Рекомендуемая литература. 

Основная литература: 
1. Владимирский Б.М., Горстко А.Б., Ерусалимский Я.М. Математика. 

Общий курс: Учебник. –СПб.: Изд-во «Лань», 2008. -960с. 
2. Гмурман В.Е. Теория вероятностей и математическая статистика. Учеб-

ник для вузов. –М.: Высшая школа, 2005. -479с.  
3. Гмурман В.Е. Руководство к решению задач по теории вероятностей и 

математической статистике. Учебник для вузов. –М.: Высшая школа, 
2005. -400с.  

4. Мышкис А.Д. Лекции по высшей математике: учебное пособие. –СПб.: 
Лань, 2009. -640с. 

5. Шипачев В.С. Высшая математика. Учебник для вузов. -М. Высшая 
школа, 2005. -479 с. 

6. Шипачёв В.С. Задачи по высшей математике: Учеб. пособие для вузов. 
– М.: Высш. шк., 2005. -304с. 
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Дополнительная литература: 
1. Белько И.В., Свирид Г.П. Теория вероятностей и математическая стати-

стика: примеры и задачи. Учеб. пособие для вузов. –Минск: Новое зна-
ние, 2004. -251с. 

2. Берман Г.Н. Сборник задач по курсу математического анализа : учеб. 
пособие для вузов. - 22-е изд.- СПб.: Профессия, 2007.  

3. Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в упраж-
нениях и задачах: Учеб. пособие для вузов. В 2-х частях. Часть I: -М: 
ОНИКС: Мир и образование, 2008. -368с.  

4. Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в упраж-
нениях и задачах: Учеб. пособие для вузов. В 2-х частях. Часть 2: -М: 
ОНИКС: Мир и образование, 2008. -448с.  

5. Зимина О.В., Кириллов А.И., Сальникова Т.А. Высшая математика: ре-
шебник. -М.: ФИЗМАТЛИТ, 2003. -368с. 

6. Курс высшей математики: теория вероятностей: лекции и практикум: 
учеб. пособие для студентов вузов по напр. «Технические науки» /Под 
общ. ред. И.М. Петрушко. –СПб.: «Лань», 2008. -352с. 

7. Письменный Д.Т. Конспект лекций по высшей математике: В 2-х ч. Ч.2: 
Тридцать пять лекций. - 6-е изд. - М.: Айрис-пресс, 2008.  

8. Сборник задач по математике для втузов. Ч.2. Специальные разделы ма-
тематического анализа: Учеб. пособие для втузов /Болгов В.А., Ефимов 
А.В., Каракулин А.Ф. и др. Под общ. ред. А.В. Ефимова и Б.П. Демидо-
вича. -М: Наука, 1986. – 368с. 

9. Сборник задач по математике для вузов. Учеб. пособие для студентов 
вузов. /Абрамова В.В., Бикчурина Л.Ж., Валеева М.И. и др.; под ред. 
Котляра Л.М., Углова А.Н.; 5-е изд., перераб. и доп. -Наб. Челны: 
ИНЭКА, 2006. – 472с. (Гриф Министерства образования и науки РФ) 

10. Соловьёв И.А., Шевелёв В.В., Червяков А.В., Репин А.Ю. Практическое 
руководство к решению зада по высшей математике. Интегрирование 
функций одной переменной, функции многих переменных, ряды: Учеб-
ное пособие. –СПб.: Изд-во «Лань»,2009.-288с.ISBN: 978-5-8114-0819-1 
(http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=371). 

 
4. Методические указания по изучению дисциплины. 
     В процессе изучения данной дисциплины студенты должны сначала изу-
чить теоретический материал и выработать навыки решения типовых задач, 
используя рекомендованную литературу, а затем выполнить по одной кон-
трольной работе в каждом из семестров обучения (задания для контрольной 
работы приведены в разделе 5.1). 
     При выполнении контрольной работы необходимо придерживаться ука-
занных ниже правил: 

http://e.lanbook.com/books/element.php?pl1_id=371


8 

1. Контрольная работа должна быть выполнена студентом в отдельной уче-
нической тетради с полями не менее 3 см для замечаний преподавателя. 

2. На обложке тетради указываются: название дисциплины; номер варианта 
и номера решаемых задач; Ф.И.О. студента, выполнившего работу, его 
номер группы и номер зачетной книжки; Ф.И.О. преподавателя, прове-
ряющего работу (образец оформления обложки приведён в Приложении 
6.4). 

3. Номер варианта соответствует номеру студента в списке группы.  
4. Номера решаемых задач выбираются из ТАБЛИЦЫ НОМЕРОВ 

ВЫПОЛНЯЕМЫХ ЗАДАНИЙ (Приложение 6.5). 
5. Условия задач переписываются полностью, без сокращения слов, после 

чего приводится их подробное решение (чертежи можно выполнять ак-
куратно от руки). В конце решения приводится ответ. 

6. В работу должны быть включены все задачи, указанные в задании, стро-
го по порядку номеров. Контрольные работы, содержащие не все зада-
ния, а также задачи не своего варианта, не зачитываются. 

7. Если в работе имеются ошибки, студент должен выполнить все требова-
ния преподавателя, изложенные в рецензии, и сдать работу с исправле-
ниями на повторную проверку. 

8. Никакие исправления в тексте уже проверенной работы не допускаются, 
все исправления записываются после рецензии преподавателя с указани-
ем номера задачи, к которой относятся дополнения и исправления. 

9. Работа может быть выполнена заново в случае выявления серьёзных за-
мечаний и ошибок. 

10. В конце тетради рекомендуется оставлять несколько чистых страниц для 
дополнений и исправлений. 

     После проверки контрольная работа предъявляется к защите. На защите 
студент должен показать свое умение решать задачи, подобные тем, что 
имеются в его контрольной работе. 
   Образец решения типового варианта контрольной работы приведён в При-
ложении 6.1. 
 
5. Материалы для контроля знаний студентов. 
     Итоговой формой контроля знаний является экзамен (зачёт) в конце семе-
стра обучения. На экзамене студент должен показать знание теоретических 
основ курса в объёме вопросов, приведённых в разделе 5.2 и умение решать 
задачи, подобные тем, что имеются в его контрольной работе. 
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5.1. Задания для контрольной работы. 
 
1-10. Найти неопределённые интегралы:  

1. а)  






  dx
xx
x 2)1(

               б) 




)1(
2

cos

)1(

x

dxxtg
          в)   dxxex 3)34(  

    г) 




54

)63(

2 xx

dxx
              д) 





12
)133(

x

dxx
          е)   dxxx 54 cossin  

2. а) dxx
x

x
x 






  3

3
2 432

    б) 


22
)1(x

dxx
    в)   xdxx 4cos)32(  

    г)  















 dx
xx

x

22

3
2

       д) 



dx

x

x

2

2
             е)   dxxx 53 cossin   

3. а) dx
x

xxxx
 












 
3

23 3sin2
  б) 

 dx
x

xx 22 ln
  в)   dxxex 2)61(  

     г) 




56

)115(
2xx

dxx
            д) 


dx

x

x

1

2

               е)   12sin6sin
cos

2 xx
xdx

 

4. а)  









 dxx

x
x

x
4354 5

2
4   б) 


2

3

1

arcsin

x

dxx
   в)   xdxx 4sin)164(  

    г) 




152

)1(
2 xx

dxx
                д)  


xx
dxx

2

3 )1(
         е)   xx

dx
cossin

 

5. а)  






  dx
x

xсos
2

3

cos
32

           б) 




1

)(
4

3

x

dxxx
        в)   dxx )4ln( 2  

      г) 




82

)4(
2 xx

dxx
             д) 


dx

x

x

3

3

             е)   xx
dx

22 cos5sin3
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6. а)  












 dxx

xx
x 6

3
5
234    б) 




dx

x

x

1

)1ln(1
   в)   dxxex 3)43(  

      г) 




1242
)65(

xx

dxx
        д) 




dx

xxx

xx

)4)(2(

82424
     е)  x

dxx
6

2

sin
cos

 

7. а) 


2

2)2(

x

dxx
         б) 




dx

x

xarctgx
21

4
            в)   dxxx ln3  

       г) 




822
)25(

xx

dxx
         д) 





)6)(1(

)2(

xx

dxx
              е)  dxxx 52 cossin  

8. а)  












 dxx

xx
x 3 53

3
526      б) 

14x

dxx
        в)   xdxx 2cos)65(  

    г) 




2062
)53(

xx

dxx
        д) 

 )3)(2)(1( xxx

dx
    е)   dxxx 22 cossin  

9. а)   dxxxx )12()4(         б)  dx
x

xsin
   в)   xdxx 3sin)5(  

    г) 



223

)7(

xx

dxx
           д) 




dx

xx

x
3

3 23
                  е)  dxxx 3cossin  

10. а)  









 dxx

xx
x 346238

2
   б) 

x

dxx)cos(ln
   в)   dxxex 3)25(  

      г) 




1342
)16(

xx

dxx
         д) 


dx

x

x

3

2

                       е)   xx
dxx

22 cos6sin
sin

 

 
11-20. Вычислить определённые интегралы: 

11.   а)  
2

1
4

12
dx

x
x

                                        б)  

5

0 132 xx
dx
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12.   а)  
1

0

212 dxxx                               б)  

3

1 ln1

e

xx
dx

 

13.   а) 


5

0 225)225( xx

dx
                      б) 

 

0

1 3 11 x

dx
  

14.   а) 


1

0 25 x

dx
                                             б)  

2

0 sin4
cos

x
dxx

 

15.   a) 


5

1 31 x

xdx
                                              б) 



e

xx

dx

1 2ln1
 

16.   а) 


2

0 216

2

x

dxx
                                           б) 

2

1
2

1

x

dx
x

е
 

17.   а) 


9

4 1x

dxx
                                                 б)   

1

0

4
)1( xdxexe          

18.   а) 


14

2 2

5

x

dxx
                                               б)  






 e

dx
x

x

1

ln1
 

19.   а) 


3

0 24)24( xx

dx
                              б)  

4

0 121 x
dx

 

20.   а)  
4

0

2162 dxxx                                  б) 


e

xx

dx

1 )2ln1(
  

 
21-30. Вычислить несобственный интеграл I-ого рода или установить его 
расходимость: 

21. 


0 21 x

dxarctgx
              22. 



е xx

dx

ln
                         23. 



0 3)12(x

dxx
 

24. 


1 3x

dx
                  25. 



1 61

23

x

dxx
                         26. 



0 222 xx

dx
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27. 


0 21 x

dxx
                   28. 



e xx

dx
2ln

                          29. 


1 3

ln

x

xdx
 

                                        30. 


0 2

2

1 x

dxxarctg
 

 
31-40. Вычислить: 
а) площадь фигуры, ограниченной указанными линиями; 
б) объём тела, образованного вращением вокруг оси Ox  фигуры, ограничен-
ной графиками указанных функций. 

31. а) 3)2(  xy ,   84  xy           б) 652  xxy ,  0y          

32. а) 3)2(  yx ,     84  yx          б) xy cos5 , xy cos , 0x , 0x  

33. а) 25 xy  ,      1 xy               б) 22 xxy  ,   224 xxy          

34. а) 24 xy  ,    xxy 22            б) xy sin3 , xy sin ,  x0         

35. а) xxy 2cossin , 0y , 
2

0 
 x        б) xy 2sin , 2x , 0y          

36. а) 2xy  ,   xy                                б) 3 2 yx , 1x , 1y  

37. а) xxy 2sincos , 0y , 
2

0 
 x        б) xxey  , 0y , 1x                    

38. а) 122  xy ,  01 yx              б) 22 xxy  , 2 xy , 0x  

39. а) 52  xy ,     xy 1                     б) xey  1 , 0y , 0x , 1x       

40. а) xxy 42  ,   4 xy                   б) 2xy  ,   xy 2  
 
41-50. Вычислить длину дуги кривой, заданной указанным уравнением; 
41. xy ln ,                            153  x     

42. 
2

ln
4

2 xxy  ,                       21  x  

43. xxy arcsin21  ,     970  x      
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44. 











x
y

2

5
ln ,                     83  x  

45. xy cosln ,                    60  x    

46. 2arcsin2 xxxy  ,     141  x  

47. )12ln(  xy ,                               32  x  

48. xxy arccos1 2  ,                980  x  

49. 2arccos xxxy  ,          410  x  

50. 21arcsin xxy  ,                 16150  x  
 
51-60. Требуется вычислить двойной интеграл по области D , ограниченной 
указанными линиями: 
51.  

D

dxdyyxyx )1612( 3322 ,             D :  xyxyx  ,,1 2  

52.  
D

dxdyyx )7( 2 ,                              D :  xyyx 2,0,1   

53.  
D

dxdyyxyx )33962236( ,          D :  3,3,1 xyxyx   

54. 
D

xdxdy12 ,                                         D :  yxxyx  ,0,2  

55. 
D

dxdyxy 2 ,                                        D :  xyyx 15,0,1   

56. 
D

ydxdy30 ,                                        D :  2,,0 22  yxyxx  

57. 
D

xydxdy ,                                      D :  xyxy  22 ,  

58. 
D

dxdy
y

x
2

2
,                                   D :  

x
yxyx 1,,2   
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59.  











D

dxdyx
3

1 ,                           D :  xyxy 5,
3

5
  

60.  
D

dxdyx)3( ,                                D :  xyxyx 36,3,3   

 
61-70. Найти площадь (с помощью двойного интеграла) фигуры D , ограни-
ченной указанными линиями: 

61. 8,3,8,3  yyxey
x

y               62. yxyx 2,28   

63. yxyx 6,227                         64. 6,1,6,1
 yyxey

x
y  

65. 16,1,  xxyxy                 66. xyxy 10,211   

67. )0(0,cos,sin  xxxyxy        68. 5,2,5,2  yyxey
x

y  

69. 9,
2
3,

2
3

 x
x

yxy               70. yxyx 4,25   

 
71-80. Установить тип ДУ первого порядка и найти его общее решение.  

71. а) dyyxdyydxy 229                      б) 0)()2(  dyyxdxyx  

72. а) dxyxdyyxdyydxx 232334       б) )()( yxyxy   

73. а) 02223  dyxydxyx              б) 0)22(  dyyxdxyx  

74. а) 02)52(  dxxeydyxe                       б)  xyyyx ln  

75. а) dxyxdyyxdyydxx 22 2366         б) 2225 yxyyx   

76. а) 0)4(  dxxedyxey                  б) 







x
ytg

x
yyx

 

77. а) 0ln  yxyy                                 б) dxyxyxdyx )( 222   

78. а) 013 22
 yxyy                 б) 0)()(  dyyxdxyx  

79. а) xeyxey  )1(                               б) 






 
x

yxyxyyx ln)(  
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80. а) 0)ln1(  yxyy                         б) dyxdxyxy  )(  
 
81–90. Установить тип ДУ, найти его общее и частное решения. 

81. xtgxyy 2cos ,  
2
1

4







 y .     82. xx

x
yy 2

2
2 


 ,  

2
31 y . 

83. x
x
yy sin ,           




1
y .       84. 2

2

2 1
2

1
2

x
x

x
xyy





 ,  

3
20 y . 

85. xxctgxyy sin2 , 0
2







y .   86. xe

x
x

x
yy 






 


1

,   ey 1 . 

87.
x

x
x
yy ln2
 ,              11 y .      88. 2

2
x

x
yy  ,              11 y . 

89. 2)1(
1

2 


 xxe
x

yy ,    10 y .    90. 2
2

1
1

2 x
x

xyy 


 ,   31 y . 

 
91-100. Требуется найти:  
а) общее решение простейшего ДУ порядка n : )()()( xfxy n  ;  
б) общее и частное решения однородного линейного ДУ 2-ого порядка с по-
стоянными коэффициентами; 
в) общее решение линейного ДУ 2-ого порядка с постоянными коэффициен-
тами и правой частью специального вида.  
91. а) xxy 3sin2               б) 023  yyy ,  1)0( y ,   1)0( y  
       в) 24'4" xyyy                    
92. а) 34 xy                       б) 065  yyy ,  1)0( y ,    2)0( y  
        в) xyyy 2sin5'2"           

93. а) xey 2                         б) 02  yyy ,    0)0( y ,   3)0( y  
        в) 2)1('7"  xyy                 
94. а) xy 2ln                       б) 065  yyy ,  1)0( y ,   1)0( y  
        в) xyyy cos26'5"             
95. а) xy 2cos4              б) 0256  yyy , 1)0( y ,   2)0( y  
        в) 125'2"  xyyy             
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96. а) xxy 3cos2             б) 044  yyy ,  1)0( y ,   0)0( y  
        в) xxyyy 324'4"         

97. а) xy 2sin                    б) 034  yyy ,  3)0( y ,    5)0( y  
        в) xeyy 7'7"                       

98. а) xxy ln2                  б) 0294  yyy ,  0)0( y ,  5)0( y  
        в) xyyy 2sin10'2"          
99. а) xy 4sin3              б) 044  yyy ,   1)0( y ,   0)0( y  
        в) xxyy 4sin34cos2"      

100. а) xy 2cos                    б) 02  yyy ,     0)0( y ,   3)0( y  
         в) xeyyy 534"                    
 
101-110. Исследовать на сходимость ряды и указать применяемые признаки.  
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111-120. Найти интервал, радиус и область сходимости степенного ряда:  
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121-130. Требуется найти первые три отличные от нуля члена разложения 
функции )(xfy   в ряд Тейлора в окрестности точки 0x . 

121.   
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125.   xy 2sin ,   00 x                                126.   xey 3 ,        00 x           

127.   3 xy  ,        10 x                                 128.   xy 2cos ,    00 x        

129.   
2

1

x
y  ,        10 x                                 130.  xy  ,         40 x        
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131-140. Требуется разложить в ряд Фурье 2 -периодическую функцию 
)(xf , определённую указанным ниже образом (в ответе указать первые пять 

отличные от нуля члена ряда) и построить график функции )(xf . 
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139.    xxf )( ,    x .      140.  xxf )( ,   x . 
 
141-150. Требуется    найти   вероятности   указанных   событий,   используя  
классическое определение вероятности: 
 
141. а) Бросаются два игральных кубика. Найти вероятность того, что число 
выпавших очков на одном из кубиков в два раза больше, чем на другом. 
б) В магазине выставлены для продажи 20  изделий, среди которых 6  изде-
лий некачественные. Найти вероятность того, что взятые случайным образом 
2  изделия будут некачественными. 
142. а) В первом ящике находятся шары с номерами от 1 до 5, а во втором – с 
номерами от 6 до 10. Из каждого ящика вынимают по одному шару. Найти 
вероятность того, что сумма номеров вынутых шаров равна десяти.  
б) В партии из 20  изделий 4  изделия имеют скрытый дефект. Найти вероят-
ность того, что из взятых наугад 5  изделий дефектными являются 2  изде-
лия. 
143. а) Участники жеребьевки  тянут из ящика жетоны с номерами от 1 до 35. 
Найти вероятность того, что номер первого наудачу извлеченного жетона 
содержит цифру 4. 
б) На ТЭЦ 15 сменных инженеров, из них 3 женщины. В смену занято 3 че-
ловека. Найти вероятность того, что в случайно выбранную смену окажется 
две женщины. 
144. а) Бросаются два игральных кубика. Найти вероятность того, что сумма 
числа очков на выпавших гранях равна восьми.  
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б) Из партии, содержащей 10 изделий, среди которых 3 бракованные, наудачу 
извлекают 3 изделия для контроля. Найти вероятность того, что в выборке 
содержится одно бракованное изделие. 
145. а) В первом ящике находятся шары с номерами от 1 до 5, а во втором – с 
номерами от 6 до 10. Из каждого ящика вынимают по одному шару. Найти 
вероятность того, что произведение номеров вынутых шаров больше пятна-
дцати. 
б) В магазине имеются 20 холодильников, причем 15 из них – импортные. 
Найти вероятность того, что среди 5 проданных в течение дня холодильников 
окажется три импортных холодильника. 
146. а) Участники жеребьевки тянут из ящика жетоны с номерами от 1 до 35. 
Найти вероятность того, что номер первого наудачу извлеченного жетона не 
содержит цифру 3. 
б) Среди 25 студентов, из которых 15 девушек, разыгрываются 4 билета в 
театр, причем каждый может выиграть только один билет. Найти вероятность 
того, что среди обладателей билетов окажутся два юноши и две девушки. 
147. а) Бросаются два игральных кубика. Найти вероятность того, что сумма 
числа очков на выпавших гранях больше четырёх, но меньше семи.  
б) В магазине выставлены для продажи 18  изделий, среди которых 8  изде-
лий некачественные. Найти вероятность того, что взятые случайным образом 
3  изделия будут некачественными. 
148. а) В первом ящике находятся шары с номерами от 1 до 5, а во втором – с 
номерами от 6 до 10. Из каждого ящика вынимают по одному шару. Найти 
вероятность того, что абсолютная величина разности номеров вынутых ша-
ров равна двум. 
б) В партии из 30  изделий 5  изделий имеют скрытый дефект. Найти вероят-
ность того, что из взятых наугад 5  изделий дефектными являются 3  изде-
лия. 
149. а) Участники жеребьевки  тянут из ящика жетоны с номерами от 1 до 35. 
Найти вероятность того, что номер первого наудачу извлеченного жетона 
является числом, кратным 5 (делится на 5 без остатка). 
б) На ТЭЦ 15 сменных инженеров, из них 3 женщины. В смену занято 3 че-
ловека. Найти вероятность того, что в случайно выбранную смену окажется 
хотя бы один мужчина. 
150. а) Бросаются два игральных кубика. Найти вероятность того, что сумма 
числа очков на выпавших гранях меньше их произведения.  
б) Среди 25 студентов, из которых 15 девушек, разыгрываются 4 билета в 
театр, причем каждый может выиграть только один билет. Какова вероят-
ность того, что среди обладателей билетов окажется хотя бы одна девушка. 
 
151-160. Требуется: 
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а) найти вероятности указанных событий, используя формулы сложения и 
умножения вероятностей; 
б) найти вероятности указанных событий, используя формулу Бернулли. 
151. а) Студент разыскивает нужную ему формулу в трех справочниках. Ве-
роятности того, что формула содержится в первом справочнике 0.8, во вто-
ром – 0.7, в третьем – 0.85. Найти вероятность того, что формула содержится 
хотя бы в одном справочнике. 
б) Экзамен состоит из 6 вопросов. На каждый вопрос дано четыре возможных 
ответа, среди которых необходимо выбрать один правильный. Найти вероят-
ность того, что методом простого угадывания удастся ответить не менее чем 
на 5 вопросов. 
152. а) В первом ящике 5 белых и 7 чёрных шаров. Во втором 3 белых и 12 
чёрных шаров. Из каждого ящика вынули по шару. Какова вероятность, что 
оба шара разного цвета. 
б) Покупатель приобрел шесть изделий, изготовленных на данном предпри-
ятии, 80% изделий которого составляет продукция высшего сорта. Найти 
вероятность того, что не менее пяти из них являются изделиями высшего 
сорта. 
153. а) Рабочий обслуживает три станка. Вероятность того, что в течение ча-
са станок не потребует внимания рабочего, равна для первого станка 0.9, для 
второго – 0.8 и для третьего – 0.85. Найти вероятность того, что в течение 
некоторого часа два станка из трёх потребуют внимания рабочего. 
б) Для нормальной работы автобазы на линии должно быть не менее 8 машин 
из 10 имеющихся. Вероятность невыхода каждой машины на линию равна 
0.1. Найти вероятность того, что автобаза будет работать нормально в бли-
жайший день. 
154. а) Три стрелка стреляют по разу в одну мишень независимо друг от дру-
га. Вероятность попадания в цель первым стрелком равна 0.7, вторым – 0.8, 
третьим – 0.9. Найти вероятность того, что мишень будет поражена два раза.  
б) В урне 20 белых и 10 черных шаров. Из урны вынимают подряд 4 шара, 
причем каждый вынутый шар возвращают в урну перед извлечением сле-
дующего и шары в урне перемешивают. Найти вероятность того, что из че-
тырех вынутых шаров окажется три белых. 
155. а) Экзаменационный билет по теории вероятностей содержит три вопро-
са. Вероятности того, что студент ответит на первый и второй вопросы биле-
та равны 0.9; на третий – 0.8. Найти вероятность того, что студент сдаст эк-
замен, если для этого необходимо ответить на все вопросы.  
б) Для стрелка, выполняющего упражнение в тире, вероятность попасть в 
«яблочко» при одном выстреле не зависит от результатов предшествующих 
выстрелов и равна 0.25. Спортсмен сделал 5 выстрелов. Найти вероятность 
того, что стрелок попал в «яблочко» не менее четырёх раз. 
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156. а) Студент разыскивает нужную ему формулу в трех справочниках. Ве-
роятности того, что формула содержится в первом справочнике 0.8, во вто-
ром – 0.7, в третьем – 0.85. Найти вероятность того, что формула содержится 
только в одном справочнике. 
б) Найти вероятность того, что в семье, имеющей 6 детей, не менее двух де-
вочек. Предполагается, что вероятности рождения мальчика и девочки оди-
наковые. 
157. а) В первом ящике 6 белых и 4 чёрных шара, во втором -7 белых и 3 чёр-
ных. Из каждого ящика наугад вынимают по одному шару. Чему равна веро-
ятность того, что вынутые шары одного цвета. 
б) Экзамен состоит из 5 вопросов. На каждый вопрос дано три возможных 
ответа, среди которых необходимо выбрать один правильный. Найти вероят-
ность того, что методом простого угадывания удастся ответить на все вопро-
сы. 
158. а) Рабочий обслуживает три станка. Вероятность того, что в течение ча-
са станок не потребует внимания рабочего, равна для первого станка 0.9, для 
второго – 0.8 и для третьего – 0.85. Найти вероятность того, что в течение 
некоторого часа все три станка потребуют внимания рабочего. 
б) Покупатель приобрел пять изделий, изготовленных на данном предпри-
ятии, 80% изделий которого составляет продукция высшего сорта. Найти 
вероятность того, что четыре из них являются изделиями высшего сорта. 
159. а) Три стрелка стреляют по разу в одну мишень независимо друг от дру-
га. Вероятность попадания в цель первым стрелком равна 0.7, вторым – 0.8, 
третьим – 0.9. Найти вероятность того, что мишень будет поражена хотя бы 
один раз.  
б) Для нормальной работы автобазы на линии должно быть не менее 9 машин 
из 10 имеющихся. Вероятность невыхода каждой машины на линию равна 
0.2. Найти вероятность того, что автобаза будет работать нормально в бли-
жайший день. 
160. а) Экзаменационный билет по теории вероятностей содержит три вопро-
са. Вероятности того, что студент ответит на первый и второй вопросы биле-
та равны 0.9; на третий – 0.8. Найти вероятность того, что студент сдаст эк-
замен, если для этого необходимо ответить хотя бы на два вопроса из трёх. 
б) Вероятность выиграть по лотерейному билету равна 71 . Найти вероят-
ность выиграть не менее чем по двум билетам из шести. 
 
161-170. Требуется найти вероятности указанных событий, используя фор-
мулы полной вероятности и Байеса.      
1161. В магазин поступает продукция трёх фабрик. Причём продукция пер-
вой фабрики составляет 20%, второй -45% и третьей -35% изделий. Известно, 
что средний процент нестандартных изделий для первой фабрики равен 3%, 
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для второй -2%, и для третьей -4%. Найти вероятность того, что оказавшееся 
нестандартным изделие произведено на первой фабрике. 
162. На сборочное предприятие поступили однотипные комплектующие с 
трёх заводов в количестве: 25 - с первого завода, 35 – со второго, 40 - с 
третьего. Вероятность качественного изготовления изделий на первом заводе 
0.9, на втором – 0.8, на третьем – 0.7. Найти вероятность того, что взятое слу-
чайным образом изделие будет качественным. 
163. На двух станках производятся одинаковые детали. Вероятность того, что 
деталь стандартная, для первого станка равна 0.8, для второго – 0.9. Произво-
дительность второго станка вдвое больше, чем первого. Найти вероятность 
того, что взятая наудачу деталь окажется нестандартной. 
164. На сборочное предприятие поступили однотипные комплектующие с 
трёх заводов в количестве: 40 - с первого завода, 35 – со второго, 25 - с 
третьего. Вероятность качественного изготовления изделий на первом заводе 
0.9, на втором – 0.7, на третьем – 0.9. Найти вероятность того, что взятое слу-
чайным образом изделие будет качественным. 
165. Известно, что 90% выпускаемой заводом продукции удовлетворяет стан-
дарту. Упрощенная схема контроля признает пригодной стандартную про-
дукцию с вероятностью 0.95 и признает пригодной нестандартную продук-
цию с вероятностью 0.1. Найти вероятность того, что изделие, не прошедшее 
упрощенный контроль, удовлетворяет стандарту. 
166. Среди поступающих на сборку деталей с первого станка-автомата 1% 
нестандартных, со второго – 2%, с третьего – 2.5%, с четвертого – 5%. Про-
изводительности их относятся как 4:3:2:1. Взятая наудачу деталь оказалась 
стандартной. Найти вероятность того, что деталь изготовлена на третьем 
станке-автомате. 
167. В магазин поступает продукция трёх фабрик. Причём продукция первой 
фабрики составляет 20%, второй -45% и третьей -35% изделий. Известно, что 
средний процент нестандартных изделий для первой фабрики равен 3%, для 
второй -2%, и для третьей -4%. Найти вероятность того, что оказавшееся не-
стандартным изделие произведено на второй фабрике. 
168. На сборочное предприятие поступили однотипные комплектующие с 
трёх заводов в количестве: 25 - с первого завода, 10 – со второго, 15 - с 
третьего. Вероятность качественного изготовления изделий на первом заводе 
0.7, на втором – 0.9, на третьем – 0.8. Найти вероятность того, что взятое слу-
чайным образом изделие будет качественным. 
169. На двух станках производятся одинаковые детали. Вероятность того, что 
деталь стандартная, для первого станка равна 0.8, для второго – 0.9. Произво-
дительность второго станка втрое больше, чем первого. Найти вероятность 
того, что взятая наудачу деталь окажется стандартной. 
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170. Трое рабочих изготавливают однотипные изделия. Первый рабочий из-
готовил 40 изделий, второй – 35, третий -25. Вероятность брака у первого 
рабочего 0.03, у второго – 0.02, у третьего – 0.01. Взятое наугад изделие ока-
залось бракованным. Найти вероятность того, что это изделие изготовил вто-
рой рабочий. 
 
171-180. Требуется составить закон распределения дискретной случайной 
величины X ; построить многоугольник полученного распределения; вычис-
лить её математическое ожидание MX  и дисперсию DX . 
 
171. В партии из 10 деталей содержится 3 нестандартных. Наудачу отобраны 
две детали. Дискретная случайная величина Х – число нестандартных дета-
лей среди двух отобранных; 
172. Стрелок производит по мишени два выстрела. Вероятность попадания в 
мишень при каждом выстреле равна 0.9. Дискретная случайная величина Х – 
число попаданий в мишень. 
173. В экзаменационном билете две задачи. Вероятность правильного реше-
ния первой задачи равна 0.9, второй – 0.6. Дискретная случайная величина Х 
–число правильно решённых задач в билете.  
174. В партии из 6 деталей имеется 4 стандартных. Наудачу отобраны 2 дета-
ли. Дискретная случайная величина Х – число нестандартных деталей среди 
отобранных.   
175. Стрелок производит по мишени два выстрела. Вероятность попадания в 
мишень при каждом выстреле равна 0.7. Дискретная случайная величина Х – 
число промахов.  
176. Из пяти купленных роз 2 красные. Для составления букета наудачу бе-
рут 3 розы. Дискретная случайная величина Х – число красных роз среди ото-
бранных.   
177. В партии из 6 деталей имеется 4 стандартных. Наудачу отобраны 2 дета-
ли. Дискретная случайная величина Х – число стандартных деталей среди 
отобранных.  
178. Устройство состоит из двух независимо работающих элементов. Вероят-
ность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0.1. Дискретная случай-
ная величина Х – число отказавших элементов в одном опыте.  
179. В урне 6 белых и 4 чёрных шаров. Из неё извлекли два шара. Дискретная 
случайная величина Х – число белых шаров среди отобранных.  
180. В урне 6 белых и 4 чёрных шаров. Из неё извлекли два шара. Дискретная 
случайная величина Х – число чёрных шаров среди отобранных.  
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181-190. Требуется найти функцию плотности вероятностей )(xf  непрерыв-
ной случайной величины X ; вычислить её математическое ожидание MX , 
дисперсию DX  и вероятность )),(( XP . 
181. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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182. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 

1
10

0

1

0
)( 2















x
x

x
xxF ,   

4
3,

4
1

  .  

183. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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184. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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185. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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186. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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187. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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188. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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189. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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190. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 
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191-200. Для приведённых выборок требуется:  
а) построить вариационный и дискретный статистический ряды; вычислить 
числовые характеристики выборки: minx , maxx , R


 (размах), х (среднее 

арифметическое), 2  (дисперсию); построить полигон частот;  
б) вычислить числовые характеристики группированной выборки: minx , 

maxx , R


 (размах), x  (среднее арифметическое), 2  (дисперсию); постро-
ить гистограмму частот. 
191. а) Выборка объема 20n : 
0     4     2     0     5     1     1     3     0     2     2     4     3     2     3     3     0     4    5   1 
 
б) Выборочные данные о месячной заработной плате X  по цеху (в тыс.руб.) 
Зар.плата 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12 12-14 14-16 16-18 
Число рабочих 1 3 10 15 20 12 7 2 
 
192. а) Выборка объема 15n : 

4     5     6     4     4     6     2     2     5     4     5     5     4     2     3 
 
б) Выборочные данные о расходе X  фирм, продающих компьютеры, на рек-
ламу (в % к общему расходу фирмы): 

Расход на рекламу 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12 
Число фирм 5 8 16 12 9 
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193. а) Выборка объема 15n : 
2     2     1     3     4     2     1     1     3     3     4     3     2     4     5 

 
б) Выборочные данные о стаже работы X  сотрудников банка: 
Стаж, лет 0-2 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12 
Число сотрудников 3 9 18 14 10 6 
 
194. а) Выборка объема 15n : 

9     8     10     6     6     7     9     9     10     4     10     11     11     11     6 
 
б) Выборочные данные о годовом товарообороте X  (млн.руб) продовольст-
венных магазинов города 

Товарооборот 10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 
Число магазинов 17 40 32 8 3 

 
195. а) Выборка объема 20n : 
5     5     4     2     6     2     1     5     3     3     1     5     6     4     3     3     4     1    5    5 
 
б) Выборочные данные о месячной заработной плате Х  по цеху (в тыс.руб.) 

Зар.плата 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12 
Число рабочих 5 8 16 12 9 

 
 
 
196. а) Выборка объема 20n : 
2     1     2     3     1     1     0     2     2    4     3     3     0     3     0     2     3    1     2     2 
 
б) Данные измерений роста X  (в см) студентов одного из вузов города:  

Рост 150-160 160-170 170-180 180-190 190-200 
Число студентов 10 34 25 21 10 

 
197. а) Выборка объема 15n : 

6     8       9      9     4      9     6     8      9      4     6     6     8       6     4 
 
б) Выборочные данные о годовом товарообороте X  (млн.руб) мебельных 
магазинов города 

Товарооборот 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 
Число магазинов 12 17 46 12 13 
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198. а) Выборка объема 15n : 
5     10     10      9      5      8       8       9      6     6     6     8     8     10      8 

 
б) Данные измерений внутреннего диаметра X (в мкм) поршневых колец: 

Диаметр 28-32 32-36 36-40 40-44 44-48 
Число колец 5 16 11 8 10 

 
199. а) Выборка объема 15n : 

1     0     2     6     5     4     1     4     5     1     2    4     2     2     2 
 
б) Выборочные данные о расходе X  фирм, продающих автомобили, на рек-
ламу (в % к общему расходу фирмы): 

Расход на рекламу 3-5 5-7 7-9 9-11 11-13 
Число фирм 1 6 14 7 2 

 
200. а) Выборка объема 20n : 
1     3     3     2     0     2     4     3     2     1     2     2     2    2     3    3     1     1     1     3 
 
б) Данные о содержании X (в куб. м) деловой древесины в одном дереве: 

Содержание деловой древесины 0.2-0.6 0.6-1.0 1.0-1.4 1.4-1.8 
Число деревьев 2 14 15 9 

 
5.2. Вопросы к экзамену. 
 
1. Первообразная функция, её свойства. 
2. Неопределённый интеграл, условия его существования и свойства. 
3. Основные методы интегрирования: непосредственное интегрирование; 

интегрирование заменой переменной; интегрирование по частям. 
4. Вычисление интегралов вида:  

              а)   dxbaxf )(  б)  



cbxax
dxBАx

2
)(  в) 





cbxax

dxBАx
2

)(  

5. Неправильная и правильная рациональные дроби, разложение правиль-
ной дроби на простые. Интегрирование простых, правильных и непра-
вильных рациональных дробей. 

6. Вычисление интегралов вида  .)cos,(sin dxxxR  Универсальная тригоно-

метрическая подстановка и ее применение. 
7. Вычисление интегралов вида: а)  xdxx mn 22 cossin ,  ( )0,( nm ; 
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б)  xdxx  cossin ,      xdxx  sinsin ,         xdxx  coscos . 

8. Вычисление интегралов вида   












 dxbaxbaxxR knkmnm

)(,...,)(, 11  

9. Вычисление интегралов вида   dxcbxaxxR ),( 2 . 

10. Определенный интеграл как предел интегральной суммы, его геометри-
ческий смысл. Условия существования определённого интеграла.  

11. Основные свойства определенного интеграла. Оценивание интеграла. 
Формула среднего значения. 

12. Интеграл с переменным верхним пределом и его свойства. Формула 
Ньютона-Лейбница.  

13. Формулы замены переменной и интегрирования по частям в определён-
ном интеграле. 

14. Площадь плоской фигуры и её вычисление с помощью определённого 
интеграла. 

15. Длина дуги кривой и её вычисление с помощью определённого интегра-
ла.   

16. Объем тела и его вычисление с помощью определенного интеграла. Объ-
ём тела вращения. 

17. Несобственные интегралы по бесконечному промежутку интегрирова-
ния. Несобственные интегралы от неограниченных функций. 

18. Двойной интеграл как предел интегральной суммы, условие его сущест-
вования и геометрический смысл.  

19. Основные свойства двойного интеграла. Оценивание двойного интегра-
ла. Формула среднего значения.  

20. Понятие правильной области в направлении координатных осей  OyOx, . 
Вычисление двойного интеграла сведением к повторному интегрирова-
нию.  

21. Замена переменных интегрирования в двойном интеграле. Полярные ко-
ординаты, их связь с декартовыми.+ Формула замены переменных в 
двойном интеграле при переходе к полярным координатам.  

22. Вычисление площади плоской фигуры и объёма цилиндрического тела с 
помощью двойного интеграла. 

23. Понятие дифференциального уравнения первого порядка, различные 
формы его записи. Решение, начальные условия, общее и частное реше-
ния ДУ первого порядка. Задача Коши. 

24.  ДУ с разделёнными и разделяющимися переменными, их решение. 
25. Однородные ДУ первого порядка, их решение.  
26. Линейное ДУ первого порядка и его решение. Уравнение Бернулли. 
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27. Дифференциальное уравнение порядка n , различные формы его записи. 
Решение, начальные условия, общее и частное решения ДУ порядка n . 
Задача Коши.   

28. ДУ порядка n, допускающие понижение порядка, их решение. 
29. Понятие линейной зависимости и независимости системы функций. Оп-

ределитель Вронского. Условия линейной зависимости и независимости 
систем функций. 

30. Линейное ДУ порядка n . Однородные и неоднородные ЛДУ. Свойства 
частных решений, фундаментальная система решений ОЛДУ.  

31. Структура общего решения однородного и неоднородного ЛДУ порядка 
n . Принцип суперпозиции частных решений. 

32. ОЛДУ порядка n  с постоянными коэффициентами. Характеристическое 
уравнение. Нахождение ФСР и общего решения ОЛДУ в случаях когда 
корни характеристического уравнения: а) действительные и различные; 
б) действительные и есть кратные; в) комплексно-сопряжённые. 

33. Нахождение частного решения НЛДУ порядка n  с постоянными коэф-
фициентами и правой частью специального вида  

)sin)(cos)(( xxQxxPxe mn   . 
34. Нормальная система ДУ. Решение, начальные условия, общее и частное 

решения нормальной системы ДУ. Задача Коши. Нахождение решения 
нормальной системы ДУ методом исключения. 

35. Понятие числового ряда (ЧР). Частичная сумма и остаток ряда. Сходя-
щиеся и расходящиеся ряды. Сумма ряда. 

36.  Основные свойства сходящихся рядов. Необходимый признак сходимо-
сти и достаточный признак расходимости ряда. 

37. Достаточные признаки сравнения (классический и предельный) сходимо-
сти рядов с положительными членами.  

38. Эталонные числовые ряды (геометрический и обобщённый гармониче-
ский), условия их сходимости и расходимости. 

39. Достаточные признаки Даламбера и Коши сходимости рядов с положи-
тельными  членами, условия их применимости.  

40. Знакочередующийся числовой ряд. Признак Лейбница. Оценка суммы 
знакочередующегося ряда и его остатка. Вычисление суммы знакочере-
дующегося ряда с заданной степенью точности  ? 

41. Знакопеременный числовой ряд. Абсолютно и условно сходящиеся чи-
словые ряды, их свойства. Достаточный признак сходимости знакопере-
менного ряда. 

42. Функциональный ряд (ФР). Частичная сумма, остаток, точка сходимости, 
область определения и область сходимости ФР. Сумма функционального 
ряда. Абсолютно сходящиеся ФР.  
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43. Степенной ряд. Признак Абеля абсолютной сходимости степенного ряда. 
Радиус и интервал абсолютной сходимости степенного ряда. Нахождение 
области обычной и абсолютной сходимости степенного ряда. Основные 
свойства степенных рядов.  

44. Ряды Тейлора и Маклорена. Условия разложимости функции в ряд Тей-
лора. Применение ряда Тейлора в приближённых вычислениях.  

45. Тригонометрический ряд. Ряд Фурье. Условия Дирихле. Достаточный 
признак Дирихле разложимости функции в ряд Фурье. 

46. Ряды Фурье для чётных и нечётных функций. Разложение в ряд Фурье 
функций, заданных на половине периода.  

47. Предмет теории вероятностей. Понятия случайного эксперимента, слу-
чайного события. Свойство статистической устойчивости исходов слу-
чайного эксперимента, пример такого эксперимента. 

48. Элементарное событие. Пространство элементарных событий Ω. Слу-
чайное событие, как подмножество Ω . Достоверное и невозможное со-
бытия. Представление событий в виде диаграмм Эйлера-Венна. 

49. Действия над случайными событиями, их геометрическая иллюстрация с 
помощью диаграмм Эйлера-Венна. Совместные и несовместные, проти-
воположные события. 

50. Комбинаторика: правила суммы и произведения; сочетания, размещения 
и перестановки, подсчёт их числа. 

51. Равновозможные события. Классическое определение вероятности. Час-
тота, относительная частота появления события. Статистическое опреде-
ление вероятности.  

52. Основные свойства вероятности. Условная вероятность события. Зави-
симые и независимые события. Формулы сложения и умножения вероят-
ностей (для двух событий). 

53. Полная группа событий, гипотезы. Формулы полной вероятности,Байеса. 
54. Повторные испытания. Схема Бернулли. Формула Бернулли.  
55. Понятие случайной величины (СВ). Функция распределения случайной 

величины и её основные свойства. 
56. Дискретная случайная величина (ДСВ). Ряд распределения, многоуголь-

ник распределения, функция распределения ДСВ, их построение.  
57. Непрерывная случайная величина (НСВ). Функция плотности распреде-

ления, её основные свойства. Представление функции распределения 
НСВ через функцию плотности распределения.  

58. Математическое ожидание дискретной и непрерывной случайной вели-
чин. Основные свойства математического ожидания. 

59. Дисперсия и среднее квадратичное отклонение случайной величины. Ос-
новные свойства дисперсии. Вычисление дисперсии дискретной и непре-
рывной случайных величин. 
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60. Основные законы распределения ДСВ (биномиальный, закон Пуассона), 
их числовые характеристики (математическое ожидание и дисперсия).  

61. Равномерный закон распределения НСВ, его числовые характеристики 
(математическое ожидание и дисперсия).  

62. Показательный закон распределения НСВ, его числовые характеристики 
(математическое ожидание и дисперсия).  

63. Нормальный закон распределения НСВ, его числовые характеристики 
(математическое ожидание, дисперсия, асимметрия, эксцесс). График 
функции плотности нормального распределения, его особенности.  

64. Стандартный нормальный закон распределения. Интеграл Лапласа и его 
применение для вычисления вероятности попадания нормально распре-
делённой СВ в заданный интервал. Правило «трёх сигм». 

65. Неравенства Чебышева. Законы больших чисел в форме Чебышева и 
Бернулли. Центральная предельная теорема ТВ.  

66. Предмет математической статистики, её основные задачи. Взаимосвязь 
математической статистики и теории вероятностей. 

67. Генеральная совокупность и выборка. Основные способы организации 
выборки (повторный и бесповторный отбор). Репрезентативность выбор-
ки. Случайная выборка.  

68. Вариационный ряд. Медиана и размах выборки, их нахождение. Стати-
стический ряд распределения выборки. Графическое представление вы-
борки: полигон, гистограмма, их построение.  

69. Среднее арифметическое выборки, его свойства и вычисление.  
70. Дисперсия 2  выборки, её свойства и вычисление. Исправленная дис-

персия 2s  выборки. Взаимосвязь дисперсий 2  и 2s .  
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6. Приложения. 
6.1. Образец решения контрольных задач типового варианта. 

 
1-10. Найти  неопределенные интегралы: 

а) dxx
x

x
x 








 5 2

4
3 243 ;   б)   x

xdx
2sin4

2cos
;      в)   xdxx 2cos24  ; 

г)  
 



56
2

2 xx
dxx ;                    д) 

   
dx

xx
xx

 



13
965

2

2
;  е)   xx

dx
3cossin

. 

Нахождение неопределённого интеграла  dxxf )(  состоит в таком преобра-

зовании подынтегрального выражения dxxf )( , чтобы получить интегралы 
(возможно по новой переменной интегрирования) из таблицы основных ин-
тегралов (приложение 6.3). 
 
Решение. 
   а) Интеграл вычислим непосредственным интегрированием. Получим: 









    dxxdxxdxx

x
dxdxx

x
x

x
52435 2

4
3 243243


















3,1интегралы

табличные
используем










14
2

13
4ln3

1413 xxx 




cx

1
5
2

1
5
2

 

Cxx
x

xx  5 2
3

4
7
5

3

2ln3 . 

   Ответ: Cxx
x

xx  5 2
3

4
7
5

3
2ln3 . 

   б) Интеграл вычислим методом замены переменной интегрирования. Заме-
ну переменной интегрирования x  выполним методом подведения функции 
под знак дифференциала, используя для этого таблицу дифференциалов ос-
новных элементарных функций (Приложение 6.3). Получим: 


 x

xdx

2sin4

2cos






















tx

xdxdx

2sin

2sin
2
12cos

 

















 tпеременнойпо
интегралталичный

используем

t
dt

4
42

1  
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


















xt
Ct заменуобратную

выполним

2sin
|4|ln

2
1

 Cx  |42sin|ln
2
1 . 

   Замечание. Замену переменной интегрирования в данном интеграле можно 
выполнить и следующим образом. Положим xt 2sin4  . Тогда 

  xdxdxxdt 2cos22sin4 '  , откуда 
2

2cos dtxdx  . Подставив все это в 

интеграл, получим: 

.2sin4ln
2
1ln

2
1

2
1

2sin4
2cos 2 CxCt

t
dt

tx
xdx dt


    

   Ответ: Cx  2sin4ln
2
1 . 

   в) Интеграл вычислим методом интегрирования по частям, используя фор-

мулу                        vduvuudvdxxf )( .  

Положим: 24  xu , xdxdv 2cos . Найдём   dxdxxdu 424 '  , 

  




































8
cos

2
1

2
1)2(

22
2cos)(

интеграл
табличный
используем

tdtdtdttdx

txtx
xdxxv  

xxtt 2sin
2
1]2[sin

2
1

 . 

Интеграл   dxxvdv )(  в формуле интегрирования по частям вычисляется 

с точностью до постоянной, т.е. в качестве функции )(xv  выбирается одна из 
первообразных для функции )(xv . 
 

Для вычисления интеграла  xdx2cos  можно использовать и следующее 

свойство неопределённого интеграла: если CxFdxxf  )()( , то 

CbaxF
a

dxbaxf  )(1)( , где  dxxf )(  - табличный интеграл. В данном 

случае, так как   Cxxdx sincos , то  Cxxdx  2sin
2
12cos .  
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Тогда, получим: 

      dxxxxxdxx 42sin
2
12sin

2
1242cos24    xx 2sin12  

  Cxxxxdx 





  2cos

2
122sin122sin2 Cxxx  2cos2sin)12(  

   Ответ:   Cxxx  2cos2sin12 . 

г) Интеграл относится к интегралам вида  



 xx
dxBAx

2
)(

. Для его вычисления 

сначала выделим полный квадрат в знаменателе подынтегральной функции, 
затем сделаем замену переменной интегрирования. Получим: 

 
 

 

 






































 dt

t
tdt

t
t

dtdttdx
txtx

xxx

xx
dxx

4

5

4

23

3
33

4356

56

2
22'

22

2
 

=[представляем интеграл в виде суммы интегралов]  





4
5

4 22 t

dt

t

tdt .  

   Вычислим каждый из интегралов в отдельности:  1) 
 42t

tdt   


















анияинтегрировпеременнуюзаменими

аловдифференцитаблицуиспользуя
выражениельноеподынтегрампреобразуе ,





















zt

tddttdt

4

)4(
2
1

2
1

2

22
 

CttzCz
z

dz
  |4|ln

2
1]4[||ln

2
1

2
1 22 . 

Одним из часто выполняемых преобразований является преобразование: 

)(
2
1)(

2
1)(

2
1 222 batd

a
atd

a
tdtdt  , где ba ,0 - некоторые числа. 

2)   


 222 24 t

dt

t

dt


















14интеграл

табличный
используем

.
2
2ln

22
1 C

t
t






   

   Тогда: 



 56

)2(
2 xx

dxx





 C
t
tt

2
2ln

4
15|4|ln

2
1 2  ]3[ xt  





 C
x
xx

2)3(
2)3(ln

4
5|4)3(|ln

2
1 2 C

x
xxx 




1
5ln

4
5|56|ln

2
1 2 . 
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   Ответ: C
x
xxx 




1
5ln

4
556ln

2
1 2 . 

Конечное выражение для неопределённого интеграла записывают, указывая 
одну из первообразных и добавляя к ней произвольную постоянную С . 
 
д) Интеграл относится к интегралам от рациональных дробей. В данном слу-
чае подынтегральная функция является правильной рациональной дробью.  
   Для вычисления интеграла, сначала разложим дробь на простые дроби: 

      13313

965
22

2













x
C

x
B

x
A

xx
xx , где неизвестные постоянные CBA ,,  

найдем методом неопределенных коэффициентов. Для этого выражение в 
правой части разложения приведем к общему знаменателю: 

   
      

   13

3113

13

965
2

2

2

2










xx
xCxBxxA

xx
xx   

и приравняем числители правой и левой дробей. Получим: 
          222 3113965 xCAxCxBxxAxx  

   .9362 CBAxCBA   
Два многочлена одинакового порядка равны, тогда и только тогда, когда рав-
ны их коэффициенты при одинаковых степенях x . 
Приравняв соответствующие коэффициенты этих многочленов, получим сис-

тему линейных уравнений относительно CBA ,, :  













993
662

5

CBA
CBA

CA
. 

Решив систему (например, методоми Гаусса или Крамера), найдем 
4

15
A , 

9B , 
4
5

C . Тогда 
         14

5

3

9
34

15

13

965
22

2













xxxxx

xx . 

   Затем подставим это разложение в исходный интеграл и используем свой-
ство линейности интегралов.  

   dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  , где  ,  -некоторые числа. 

Получим: 
       











14

5

3
9

34
15

13

965
22

2

x
dx

x
dx

x
dxdx

xx
xx . 

   Вычислим теперь каждый из интегралов в отдельности: 
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1)  
3x
dx

















4интеграл

табличный
используем

Cx  |3|ln . 

2) 
   dxx

x
dx 2

2
)3(

)3( 















2интеграл

табличный
используем








Cx

12
)3( 12

C
x





3

1 . 

3)  
1x

dx

















4интеграл

табличный
используем

Cx  |1|ln . 

   Тогда получим: 
   

Cx
x

xdx
xx
xx







 1ln
4
5

3
93ln

4
15

13

965
2

2
. 

   Ответ: Cx
x

x 


 1ln
4
5

3
93ln

4
15 . 

   е) Интеграл относится к интегралам вида  dxxxR )cos,(sin . Вычисление 

интеграла сводим методом замены переменной интегрирования к вычисле-
нию табличных интегралов от новой переменной, с последующей обратной 
заменой переменной.  

   Так как для подынтегральной функции  
xx

xxR
3cossin

1cos,sin


  выпол-

няется условие    xxRxxR cos,sincos,sin  , то сделаем подстановку 
tgxt  . Получим:  








































2

223

1

1

1cos,
1

sin
cossin

t
dtdx

t
x

t

tx

arctgtxttgx

xx

dx
 


















3

22

2

1
1

1

1

tt
t

t
dt

 

 





 


 tdt

t
dtdtt

t
dt

t
t 11 2

















3,1интегралы

табличные
используем

 Ctt
2

||ln
2
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


















tgxt
заменуобратную

выполним
Cxtgtgx 

2
||ln

2
. 

   Ответ: Cxtgtgx 
2

ln
2

. 

 
11-20. Вычислить определённые интегралы: 

а) 


23

0
2

2

9 x

dxx                                         б) 
 

0

21 122 x
xdx  

Определённый интеграл для функции )(xf , непрерывной на отрезке ],[ ba , 

вычисляют по формуле Ньютона-Лейбница: )()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

 , 

где )(xF -одна из её первообразных, используя для нахождения )(xF  все 
приёмы и методы вычисления неопределённых интегралов.  
Следствиями формулы Ньютона-Лейбница являются:  

1) формула интегрирования по частям  
b

a

b

a

b
a vduxvxuudv )()( , где функции 

)(xu  и )(xv  непрерывно дифференцируемы на ],[ ba ;  
2) формула замены переменной интегрирования 

 


































dtttf
ba

dttdx
tx

dxxf
b

a

)())((
)(),(

)(
)(

)(
11

, где функция )(tx  - 

непрерывно дифференцируема на отрезке ],[  . Часто замена переменной в 
определённом интеграле выполняется с помощью подстановки tx )(  по 

формуле:  
























 












dtttf
ba

dttdx
txtx

dxxf
b

a

))())(((
)(),(

))((
)()(

)( 111

1

, где 

функция )(x - непрерывно дифференцируема на отрезке ],[ ba . 
 
Решение.  
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а) Первообразная для подынтегральной функции 
2

2

9
)(

x

xxf


  принадле-

жит к классу первообразных вида dxxaxR 





  22, . С помощью подста-

новки tax sin  (в нашем случае 3a ) и формулы замены переменной в 
определенном интеграле получим:  

 












































6

0
2

223

0
2

2

sin99

cos3sin3

62
3sin3

00sin3

,
2
3sin30

cos3)sin3(
sin3

9










t

tdtttt

tdtdttdx
tx

x

dxx  

 



6

0

2
6

0

2
sin9

cos
cossin9



tdtdt
t

tt . 

   Для вычисления последнего интеграла используем формулу понижения 
степени: 2)2cos1(sin 2 tt  . Тогда  







 dtt

x

dxx
6

0

23

0
2

2

2
2cos19

9



 
6

0

)2cos1(
2
9


dtt 





 

6

02
2sin

2
9


tt  



















 














 0sin

2
10

6
2sin

2
1

62
9 













2
3

2
1

62
9 

8
396  . 

б) Первообразная для подынтегральной функции 
122

)(



x

xxf относит-

ся к первообразным вида dx
x
x

x
xxR n

m
n
m






































 ,...,, 2

2
1
1





 , где 

,....,,, 2211 nmnm - целые числа. С помощью подстановки kt
x
x





 , где k  - 

наименьший общий знаменатель дробей ,...,
2

2

1

1
n
m

n
m

 (в нашем случае – под-
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становки tx 12 ), данный интеграл сводим к интегралу от рациональной 
функции новой переменной t : 

 










 





























































 
















1

0

2

01
2

1
2

2

2

0

2
1 2

2
1

11020

12,0
2
1

2
1

2
112

122

2
1

t

tdtt

x

x

xx

dttdttdx

txtx

x
xdx






dt

t
tt

 



1

0

3

22
1 .  

   Последний интеграл является интегралом от неправильной рациональной 
дроби. Для его вычисления, разделим «уголком» числитель на знаменатель и 

представим подынтегральную функцию 
2

3




t
tt  в виде:  

2
632

2
2

3







t
tt

t
tt . 

Тогда 























 


1

0

231

0

2
0

2ln63
2

2
32

1
2

632
2
1

122
2
1

ttttdt
t

tt
x

xdx

  





















 

2
3ln3

6
72ln60003ln631

3
1

2
1 . 

 

Для нахождения первообразной вида  bat
dttРn )(

, где )(tPn  - многочлен по-

рядка n , можно использовать также подстановку zbta  . 

   Ответ: а)
8

396  ; б) 
2
3ln3

6
7
 . 

21-30. Вычислить несобственный интеграл I-ого рода dx
x

arctgx



0
21

 или ус-

тановить его расходимость. 
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Решение. 
   По определению несобственного интеграла имеем 

 


 

 b

b
dx

x

arctgx
dx

x

arctgx

0
2

0
2 1

lim
1

.  Определенный интеграл, стоящий под 

знаком предела, вычислим методом замены переменной: 

  23

02
3

23

0

2

0
2 3

2

000
,0

1
1

arctgbtdtt

arctgbbx
arctgx
arctgxbx

dt
x

dx
tarctgx

dx
x

arctgx
arctgbarctgbb



































 




    

Тогда 
2323

0
2 23

2
3
2lim

1




















arctgbdx
x

arctgx
b

. 

   Ответ: Несобственный интеграл сходится и равен 
23

23
2








 . 

31-40.  
а) Вычислить  площадь фигуры D , ограниченной линиями: 21 xy  , 

22 xy  , 0x , 1x . 

Площадь фигуры yD
xfyxf

bxa
D 













)()( 21

, где )(),( 21 xfxf -

непрерывные на отрезке ],[ ba  функции, задаваемые одним аналитическим 

выражением,  вычисляется по формуле:  dxxfxfS
b

a
  )()( 12 . 

Площадь фигуры xD
dyc

ygxyg
D 













)()( 21  где )(),( 21 ygyg -

непрерывные на отрезке ],[ dc  функции, задаваемые одним аналитическим 

выражением, вычисляется по формуле:  dyygygS
d

c
  )()( 12 . 

Решение.  
1) Изобразим фигуру D :   
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2) Представим D  в виде 











 22 21
10

xyx
x

D y . 

Если yDD   или xDD  , то фигуру D  прямыми, параллельными осям ко-

ординат, разбивают на части, такие, чтобы они имели вид yD  или xD . При 
этом площадь фигуры D  находят как сумму площадей её частей. 
3) Вычислим площадь:  

      
3
5

3
21

3
22112

1

0

31

0

2
1

0

22 









 

xxdxxdxxxS . 

   Ответ: 35S . 
 
б) Вычислить объём тела, образованного вращением вокруг оси Ox  фигуры 
D , ограниченной линиями: 22  xy , 3xy  , 0y , 1y .     
Объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox  фигуры 

yD
xfyxf

bxa
D 













)()( 21

, где )(),( 21 xfxf - непрерывные на отрезке 

],[ ba  функции, задаваемые одним аналитическим выражением, вычисляется 

по формуле:  dxxfxfV
b

a
x   )()( 2

1
2

2 . 

Решение. 
1) Изобразим фигуру D :   
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2) Представим D  в виде yD . 

Если yDD  , то фигуру D  прямыми, параллельными оси Оy , разбиваем на 

части, такие, чтобы они имели вид yD . При этом объём тела, образованного 
вращением фигуры D  находим как сумму объёмов тел, образованных вра-
щением её частей. 
Так как это сделать невозможно, то фигуру D  разобьём прямыми 1x , 

2x  на три части 1D , 2D , 3D , такие что 321 DDDD   и представим их 

в виде yyy DDD 321 ,, :











 311 0
10
xy

x
DD y , 













10
21

22 y
x

DD y , 













12

32
33 yx

x
DD y .  При этом xxxx VVVV 321  .  

3) Вычислим объём тела вращения: xxxx VVVV 321  . Так как  

 
77

0
1

0

71

0

6
1

0

223
1

 













  

xdxxdxxV x , 

       1201 2
1

2

1

22
2 xdxV x , 

   
22

3321 26
2
9

9

3

2

23

2

3

2

22
3

 




















  

xxdxxdxxV x

 

то: 
14
23

27321





 xxxx VVVV . 

   Ответ: 
14

23
xV . 
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41-50. Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением:  21ln xy  , 

4
10  x . 

Длина дуги кривой, заданной уравнением )(xfу  , bxa   вычисляется по 

формуле   dxyL
b

a
x  21 . 

Решение.  

1) Сначала найдём:     
2

2
2

2

1

21
1

11ln
x

xx
x

xy x











 . Тогда  

 
2

2

2

22

242

22

22

2
2

1
1

)1(
421

)1(
41

1
211 



































x
x

x
xxx

x
x

x
xyx . 

2) Вычислим длину:  



















41

0
2

241

0

2

2

2

1
1

1
1 dx

x
xdx

x
xL . Последний интеграл 

является интегралом от неправильной рациональной дроби. Для его вычис-
ления, разделим «уголком» числитель на знаменатель и представим подынте-

гральную функцию 
2

2

1
1

x
x



  в виде: 
22

2

1
21

1
1

xx
x






 . Тогда: 

L  











41

0
21

21 dx
x   




41

0

41

0
2 1

2
x

dxdx 41
0x 












41

0
1
1ln

2
12

x
x  

4
1)35ln(

5
3ln

4
1

10
10ln

1

1
ln0

4
1

4
1
4
1






























  . 

   Ответ: 
4
1)35ln( L . 

 
51-60. Вычислить двойной интеграл  dxdyyxyx

D
  4422 15054  по области 

D , ограниченной линиями: xyxyxx  ,,1,0 3  
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Если yD
xyx

bxa
D 













)()( 21 

, где )(),( 21 xx   - непрерывные на от-

резке ],[ ba  функции, задаваемые одним аналитическим выражением, то 
двойной интеграл вычисляется по формуле 

 

yD

dxdyyxf ),(  
b

a

x

x

dyyxfdx
)(

)(

2

1

),(




. Если xD
dyc

yxy
D 













)()( 21 

 где 

)(),( 21 yy  -непрерывные на отрезке ],[ dc  функции, задаваемые одним 
аналитическим выражением, то двойной интеграл вычисляется по формуле 

 

xD

dxdyyxf ),(  
d

c

y

y

dxyxfdy
)(

)(

2

1

),(




.  

Решение. 
1) Изобразим область интегрирования D :  

 

2) Представим D  в виде yD :  yDD














3
10

xy
x

x
. 

Если yDD   или xDD  , то область D  прямыми, параллельными осям 

координат, разбивают на части, такие, чтобы они имели вид yD  или xD . 
При этом двойной интеграл по области D  находят как сумму двойных инте-
гралов по её элементарным частям. 
3) Вычислим двойной интеграл:  
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    .1505415054
1

0

44224422
3

dyyxyxdxdxdyyxyx
x

xD
 



  

   В повторном интеграле сначала вычислим внутренний интеграл по пере-
менной y , считая переменную x  постоянной величиной: 

  
 

33 3

44224422 15054)15054(
x

x

x

x

x

x

dyyxdyyxdyyxyx  

3
3

3
54 2

x

x

yx














3
5

5
150 4

x

x

yx












  





























 2

5
152

3
492 3018 xxxxxx  

2
13

30301818 192
7

11 xxxx  . 
   Теперь вычислим внешний интеграл по переменной x : 


































1

0
2

15

20

2
9

121

0

192
7

11 2
15

2
9

2
13

30
20

3018
12

1830301818 xxxxdxxxxx  

15
60

20
30

9
36

12
18

 .114
2
34

2
3

  

   Ответ:    dxdyyxyx
D

4422 15054 11. 

 
61-70. Найти площадь (с помощью двойного интеграла) фигуры D , ограни-

ченной линиями: )0(6,12 222  xyxyx . 
Решение.  
1) Изобразим фигуру D :  
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2) Представим D  в виде xD . 

В направлении оси Oy  область D  элементарной не является, т.е. yDD  .  

Если yDD   и xDD  , то фигуру D  прямыми, параллельными осям коор-

динат, разбивают на части, такие, чтобы они имели вид yD  или xD . При 
этом площадь фигуры D  находят как сумму площадей её частей. 

С этой целью составим систему уравнений: 









2

22

6
,12

yx
yx  и найдем ордина-

ты точек пересечения окружности с параболой. Для этого, исключив пере-
менную x , получим уравнение относительно переменной y : 

0726 24  yy . Решив данное уравнение, найдём 62,1 y . Таким обра-

зом: 61 y , 62 y  - ординаты точек пересечения окружности с пара-

болой. Тогда  xDD










 







6
12

6
6 22 y

y
xy . 

3) Вычислим площадь фигуры D : DS  

xD

dxdy 




2

6

2

126

6

y

y

dxdy .  

   В повторном интеграле сначала вычислим внутренний интеграл по пере-
менной x , считая переменную y  постоянной величиной:  
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 



2

2

2

6

2

12
6

12

)( y
y

y

xdx
y

6
12

2
2 yy  . 

   Затем вычислим внешний интеграл по переменной y :  
















6

6

2
6

6

2
6

6

2
2

6
112

6
12 dyydyydyyy . 

Так как 


dyy
6

6

212 


dyy
6

6

22)12(
















21интеграл

табличный
используем

  
























6

6

22
2

)12(
212

arcsin
2

)12(
y

yy
 
























6

6

212
212

arcsin6 yyy


























6

2
6

2
2arcsin6  

633
4

63
4

66
2
6

2
2arcsin6 

























  ; 

64
3

66
3

66
6

6

36

6

2
3
































 




y
dyy , то 














dyyy
6

6

2
2

6
12  

2364
6

163   . Тогда 23  DS . 

Ответ: 23  DS . 
 
71-80. Установить тип ДУ первого порядка и найти его общее решение.  
а) 0)(2)2( 22  xxyyy                    б) 0)32(34  xyyyx  
Решение. 
Тип ДУ первого порядка устанавливают по форме его записи. 
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   а) Данное уравнение является дифференциальным уравнением с разделяю-
щимися переменными, так как его можно записать в виде  

0)()()()( 2211  dyyQxPdxyQxP . 

   Действительно, осуществив в исходном уравнении замену 
dx
dyy   и умно-

жив его затем на dx , получим:     0212 22  dyydxyx , т.е. уравнение с 
разделяющимися переменными.  
Нахождение общего решения уравнения 0)()()()( 2211  dyyQxPdxyQxP ,  
путём деления обеих его частей на )()( 21 xPyQ , сводится к интегрированию 
уравнения с разделёнными переменными 0)()(  dyyQdxxP , где 

)(
)(

)(
2

1
xP
xP

xP  , 
)(
)(

)(
1

2
yQ
yQ

yQ  , общее решение которого записывается в виде 

   CdyyQdxxP )()( .     

   Разделим обе части уравнения     0212 22  dyydxyx  на множитель 

)1( 2 y , получим ДУ с разделёнными переменными: 0
1

22
2

2





 dy

y
yxdx . 

   Общее решение последнего уравнения найдём интегрированием каждого 
слагаемого по своей переменной и запишем в виде:  

Сdy
y

yxdx 



  1

22
2

2
, где С - произвольная постоянная. 

Общее решение дифференциального уравнения первого порядка должно обя-
зательно содержать одну произвольную постоянную.  
   Вычислим интегралы (с точностью до постоянного слагаемого):  

2
2

2
22 xxxdx  , 

yarctgydy
y

dydy
y

dy
y

ydy
y

y



























 3

1
31

1
3

1

)1(3

1

2
222

2

2

2
   

Тогда общее решение дифференциального уравнения запишется в виде: 

Cxyarctgy 
2

3
2

. 

   Ответ: Cxyarctgy 
2

3
2

, где С  - произвольная постоянная. 
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   б) Данное уравнение является однородным дифференциальным уравнением 

первого порядка, так как его можно записать в виде 







x
yfy . Действи-

тельно, выполнив преобразования: 0)32(34  xyyyx   

 xyxyy 43)32(  
xy
xyy

32
43




 , получим 



























x
yf

x
y
x
y

y
32

43
. 

При выполнении преобразований однородного ДУ первого порядка к виду 









x
yfy  следует учесть, что y

dx
dy  . 

 
Нахождение общего решения однородного ДУ первого порядка с помощью 
подстановки uxy  , uxuy   или xduudxdy  , где )(xuu  - новая 
неизвестная функция, сводится к нахождению общего решения ДУ с разде-
ляющимися переменными относительно функции )(xu  с последующей заме-

ной 
x
yu  .  

   С помощью подстановки uxy  , uxuy   уравнение 

0)32(34  xyyyx  или 
32

43





















x
y
x
y

y  приведём к ДУ с разделяющимися 

переменными вида 0)()()()( 2211  duuQxPduuQxP  относительно новой 
неизвестной функции )(xu . Получим: 

32
43





u
uuxu 

32
462

32
43 2









u

uuu
u
uux


















dx
duu

чтоучитываем,
  

0
32

462 2





 dx
u

uuxdu . 
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Последнее уравнение есть уравнение с разделяющимися переменными. Све-

дём его, разделив обе части уравнения на множитель 














32

462 2

u
uux к 

уравнению с разделёнными переменными. Получим:  

0
462

32
2





 du

uu

u
x

dx . 

   Общее решение последнего уравнения найдём интегрированием каждого 
слагаемого по своей переменной и запишем в виде:  

С
uu

duu
x

dx





  462

)32(
2

, где С - произвольная постоянная. 

   Вычислим интегралы (с точностью до постоянного слагаемого):  

 x
dx

 ||ln x ; 

 



462

)32(
2 uu

duu
 



23

)32(
22

1

uu

duu
  








 412323 22 uuu

квадратполныйезнаменателввыделим
  

 





  4123

)32(
2
1

2u

duu




















dtdttdu
tutu

заменусделаем

)23(
2323 

 





 dt

t

t

41

3232
2
1

2
 








  41

2
2
1

41

)332(
2
1

22 t
tdt

t

dtt




















zt
tdtdtdt

заменусделаем

41
)41()(2

2

22  
z

dz
2
1  







 



 



 

4
1

2
3ln

2
1

2
3|41|ln

2
1

4
1||ln

2
1 2

22 uutttzz  

|23|ln
2
1 2  uu . 

   Тогда общее решение последнего дифференциального уравнения запишется 

в виде: Cuux  |23|ln
2
1||ln 2  или















логарифмов
свойства
используя

в виде: 

1
22 )23( Cuux  , где 1

2 СCe  - новая произвольная постоянная. 
   Теперь в найденном решении вернёмся к старой неизвестной функции 

)(xy , выполнив обратную замену xyu  . В итоге получим: 
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1

2
2 23 C

x
y

x
yx 




















    или   1

22 23 Cxxyy  . 

   Ответ: 1
22 23 Cxxyy  , где 1С  - произвольная постоянная. 

 
81-90. Установить тип ДУ, найти его общее и частное решения, если: 

223' xyxy  ,   00 y . 
Решение. 
   Данное уравнение является линейным дифференциальным уравнением 
(ЛДУ) первого порядка, так как его можно записать в виде )()( xqyxpy  , 

где 23)( xxp  , 2)( xxq  . 
Общее решение ЛДУ первого порядка находится с помощью подстановки 

vuy  , где )(xu , )(xv - новые неизвестные функции. Одну из них, например 

)(xu , находят в виде  dxxpexu )()( , где  dxxp )(  - какая-нибудь первооб-

разная для функции )(xp , тогда другую неизвестную функцию )(xv  находят 

в виде общего решения ДУ: 
)(
)()(

xu
xqxv  . В итоге будет найдено и общее ре-

шение исходного уравнения в виде vuy   
Частное решение ДУ, удовлетворяющее начальному условию 00 )( yxy   по-
лучают из общего решения данного уравнения при конкретном значении 
произвольной постоянной 0СС  . Находят 0С  как решение уравнения, по-
лучаемого подстановкой  в общее решение начального условия. 
   Сначала найдем общее решение линейного ДУ первого порядка. Его ищем 
в виде vuy  , где  xuu   и  xvv  - новые неизвестные функции.  

   Функцию  xu  найдём в виде  dxxpexu )()( , где  dxxp )(  - какая-

нибудь первообразная для функции 23)( xxp  . Вычислив интеграл, полу-

чим  dxxp )(  dxx23 3
3

3
3 xx

 . Тогда  dxxpexu )()(
3xe .  

Простейшим ДУ первого порядка называется уравнение вида )()( xfxy  . 
Общее решение такого уравнения находится интегрированием и записывает-
ся в виде Cdxxfxy   )()( .  
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   Функцию  xvv   найдём как общее решение ДУ: 
)(
)()(

xu
xqxv  , где 

)(xu
3xe , 2)( xxq  . Данное уравнение  )(xv 2x

3xe  является простей-
шим ДУ первого порядка. Его общее решение найдём интегрированием и 

запишем в виде    Cdxxxv xe
32)( . Вычислив интеграл (с точностью до 

постоянной), получим: 

  dxx xe
32























tx

xdxddxx

заменусделаем

3

332 )(
3
1)(

3
1

   tt ee dt
3
1

3
1  

 
3
13  xt

3xe . 

Таким образом )(xv Cxe   3

3

1
.  

   Тогда общее решение исходного уравнения запишется в виде: 

3
1

3
1 333







   xxx CeCееvuy . 

   Теперь найдём частное решение, удовлетворяющее начальному условию 

  00 y . Его получим из общего решения 
3
13

 xCey  при конкретном зна-

чении произвольной постоянной 0СC  , которое найдём из уравнения, по-
лученного подстановкой начального условия   00 y  в общее решение. В 

результате получим: 
3
10

30  Се  
3
1

0  СС . Тогда частное решение 

исходного дифференциального уравнения, удовлетворяющее начальному 
условию   00 y , запишется в виде:  







  1

3
1

3
1

3
1 33 xx еey . 

Ответ: 
3
13

 xCey  - общее решение; 





  1

3
1 3xеy  частное решение. 

 
91-100. Требуется найти:  
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а) общее решение простейшего ДУ порядка п :  
x
xy ln

 ; 

б) общее и частное решения однородного линейного дифференциального 
уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами:   

065  yy , 1)0( y , 0)0( y ; 
в) общее решение линейного ДУ 2-го порядка с постоянными коэффициен-
тами и правой частью специального вида: xyyy cos504'4"  . 
Решение. 
Общее решение простейшего ДУ n -го порядка )()( xfy n   находят, выпол-
няя последовательно n  интегрирований, и записывают в виде:  

n
nn

n

CxCxCdxxfdxy     
  

 2
2

1
1

раз

)( . 

 
Общее решение дифференциального уравнения порядка n  должно обяза-
тельно содержать n  разных произвольных постоянных.  
а) Данное уравнение дважды проинтегрируем.  

   После первого интегрирования получим: 1
ln' Сdx

x
xy   . Интеграл вы-

числим (с точностью до постоянного слагаемого) методом интегрирования по 
частям. Получим:  

dx
x
x


ln


























 x
x

dxv
x

dxdv
x

dxduxu

2

ln

 
x

dxxxx 22ln  


x

dxxx 2ln2 xxx 4ln2  . Тогда 14ln2 Cxxxy  . 

   После второго интегрирования получим: 

  21 )4ln2( CdxCxxxy    214ln2 CdxCdxxxdxx .  

Вычислим интегралы (с точностью до постоянного слагаемого). Получим: 
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




















частямпо
анияинтегриров

методом

вычислим

xdxx ln























  2
3

2
1

3
2

ln

xdxxdxvdxxdv

x
dxduxu

x



  x
dxxxx 2

3
2
3

3
2

3
2ln   dxxxx 2

1
23

3
2ln

3
2

 2
3

3
2

3
2ln

3
2 2

3

xxx  

2323
9
4ln

3
2 xxx  ; 

2321
3
2 xdxxdxx   ;   xdx .  

Тогда  





 21

232323
3
2

4
9
4

3
2

2 ln CxCxxxxy  

21
2323

9
32

3
4 ln CxCxxx  . 

   Ответ: 21
2323

9
32

3
4 ln CxCxxxy  . 

Общее решение однородного линейного ДУ второго порядка с постоянными 
коэффициентами 0 cyybya  имеет вид 2211 yCyCy  , где  21 , yy  - 
фундаментальная система его частных решений; 21 ,CC  -произвольные по-
стоянные. 
Фундаментальная система решений  21 , yy  строится на основе характера 

корней характеристического уравнения 02  cba  . А именно: 1) если 
21 ,  - пара различных действительных корней характеристического урав-

нения, то ФСР имеет вид  xx ее 21 ,  ; 2) если 21 ,  - пара одинаковых 

)( 21    действительных корней, то ФСР имеет вид  xx ее x  , ; 3) ес-
ли  i2,1  - пара комплексно-сопряжённых корней, то ФСР имеет вид 

 xx xx ее   sin,cos .  

Корни характеристического уравнения 02  cba  , являющегося квад-
ратным, находят на множестве комплексных чисел по формулам:  

1) если дискриминант уравнения 042  acbD , то 
a

Db
22,1


 ;  
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2) если дискриминант уравнения 0D , то 
a
D

i
a

bi
2

||
22,1   . 

б) Сначала найдём общее решение ДУ в виде: 2211 yCyCy  , где  21, yy  - 
фундаментальная система его частных решений.  
   Для нахождения ФСР, составим характеристическое уравнение 

0652    для данного дифференциального уравнения и найдём его кор-
ни на множестве комплексных чисел. Так как дискриминант 

0492425)6(14)5( 2 D , то 







2

75
12

49)5(
2,1  

11  , 62  , т.е. характеристическое уравнение имеет два различных 

действительных корня. Следовательно, ФСР имеет вид  xx ее 6, .  

   Тогда общее решение данного ДУ запишется в виде: xx eе CCy 6
21   .  

   Теперь найдём частное решение данного ДУ, удовлетворяющее начальным 
условиям: 1)0( y , 0)0( y . Для этого сначала найдём производную )(xy  

общего решения: xxxx eCeCeCeCy 6
21

6
21 6)(   . Затем подставим 

начальные данные в выражения для общего решения и его производной, по-
лучим систему линейных алгебраических уравнений для определения значе-
ний произвольных постоянных 1С  и 2С :  








0)0(
1)0(

y
y















06
1

06
2

0
1

06
2

0
1

eCeC
eCeC 








06
1

21

21
CC

CC
. 

Решив систему, найдём: 761 C , 712 C . Тогда частное решение данного 

ДУ запишется в виде: xx eеy 6
7
1

7
6

  . 

   Ответ:  

Общее решение: xx eе CCy 6
21   ; частное решение: xx eеy 6

7
1

7
6

  . 

 
Общее решение неоднородного ЛДУ 2-го порядка )(xfcyybya   име-
ет вид yyy ~

0  , где 22110 yCyCy   - общее решение соответствующего 
однородного уравнения, y~  - какое-нибудь частное решение данного неод-
нородного уравнения.  
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Частное решение y~  уравнения с правой частью специального вида 

]sin)(cos)([)( xxQxxPexf lm
x    ищется методом неопределённых ко-

эффициентов в виде ]sin)(cos)([~ xxTxxSexy NN
xk   , где 0k , если 

число  i  не является корнем характеристического уравнения, и k  
равно кратности корня  i  в противном случае; )(xS N  и )(xTN - 
полные многочлены степени },max{ lmN  с неопределёнными коэффици-
ентами. Примерами полных многочленов с неопределёнными коэффициен-
тами степени ,3,2,1,0  соответственно являются: a , bax  , cbxax 2 , 

dcxbxax  23 ,…. Для нахождения коэффициентов многочленов )(xS N  
и )(xTN , надо подставить решение y~  в неоднородное дифференциальное 
уравнение и приравнять коэффициенты при подобных членах в левой и пра-
вой частях полученного равенства. В результате получим систему уравне-
ний, решив которую, найдём значения коэффициентов.   

 
Частное решение y~  неоднородного ЛДУ с правой частью 

)()()( 21 xfxfxf   равно сумме частных решений 21
~~~ yyy   неоднород-

ных уравнений с той же левой частью и правыми частями  21 , ff  (принцип 
наложения решений).  

в) Общее решение данного ДУ найдём в виде: yyCyCy ~
2211  , где 

 21, yy  - фундаментальная система частных решений соответствующего ему 
однородного ДУ: 04'4"  yyy ; y~  - какое-нибудь частное решение данного 
неоднородного дифференциального уравнения. 
   Сначала найдём ФСР  21, yy  соответствующего однородного ДУ 

04'4"  yyy . Для этого составим характеристическое уравнение 

0442   для данного однородного дифференциального уравнения и 
найдём его корни на множестве комплексных чисел. Так как дискриминант 

00161641442 D , то 







2
4

12
04

2,1  21  , 22  , 

т.е. характеристическое уравнение имеет два одинаковых действительных 
корня. Следовательно, ФСР имеет вид  xx ее x 22 ,  .  
   Затем найдём частное решение y~  неоднородного уравнения 

xyyy cos504'4"  , имеющего правую часть специального вида 

]sin)(cos)([cos50)( xxQxxPexxf lm
x   , где 0 , 1 , 
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050)(  mxPm , 00)(   xQ . Частное решение найдём в виде 

]sin)(cos)([~ xxTxxSexy NN
xk   , где 0k , если число  i  не 

является корнем характеристического уравнения, и k  равно кратности корня 
 i  в противном случае; )(xS N  и )(xTN - полные многочлены степе-

ни },max{ lmN  с неопределёнными коэффициентами. В данном случае: 1) 
число iii  10  не является корнем характеристического урав-
нения, поэтому 0k ; 2)   00,0max},max{  lmN , поэтому 

axSxS N  )()( 0 , bxTxTN  )()( 0 , где ba,  - неизвестные постоянные, 
подлежащие определению. Таким образом, частное решение с неизвестными 
постоянными запишется в виде:  

  xbxaxbxaexy x sincos)1sin()1cos(~ 00   . 
   Для определения значений постоянных a  и b , найдём производные yy  ~,~  
и подставим выражения для yyy  ~,~,~  вместо yyy ,,  в неоднородное урав-
нение xyyy cos504'4"  . Учитывая, что:  

xbxaxbxay cossin)sincos(~  , 
xbxaxbxayy sincos)cossin()~(~  , 

получим: 
xxbxaxbxaxbxa cos50)sincos(4)cossin(4sincos    

xxbaxba cos50sin)34(cos)43(  . 
Приравняв, в правой и левой части полученного равенства, постоянные ко-
эффициенты, стоящие при одинаковых функциях, получим систему линей-
ных алгебраических уравнений относительно неизвестных a  и b : 








034
5043

ba
ba

. Решив систему, найдём: 6a , 8b . Частное решение y~  за-

пишется тогда в виде: xxy sin8cos6~  . 
   Теперь запишем общее решение исходного уравнения в виде:  

xxxeCeCyyCyCy xx sin8cos6~ 2
2

2
12211   . 

   Ответ: xxxeCeCy xx sin8cos62
2

2
1   . 

 

101-110. Исследовать на сходимость ряды и указать применяемые признаки: 

а) 


 1
2 110n n
n ;           б) 







1 2
23741

n n)!(
)n-...( ;          в) 










 n
πarctgn

n

n
41

4 . 
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Если общий член nu  числового ряда 


1n
nu  представляет собой отношение 

многочленов или алгебраических функций относительно аргумента n , то 
исследование его на сходимость следует начинать с проверки необходимого 
признака сходимости. Если он не выполняется, то ряд расходится, в против-
ном случае проводят дополнительное исследование на сходимость, используя 
предельный признак сравнения, где в качестве ряда сравнения выбирают 
обобщённый гармонический ряд. 
Если в выражение общего члена nu  числового ряда входят: !n , na , то для 
исследования его на сходимость следует применить признак Даламбера. Если 
выражение для nu  можно представить в виде n

n ngnfu ))(()(  , то для 
исследования ряда на сходимость следует применить радикальный признак 
Коши. 
Решение. 
   а) Для данного ряда проверим сначала выполнение необходимого признака 
сходимости: 0lim 


n

n
u  (если он не выполняется, то ряд расходится).  Полу-

чим          


n
n

ulim 
 110

lim
2n
n

n






















2
2 1

10

lim

n
n

n
n

 

0
)010(

1lim

2
23 1

10

1


























n
n

n
. Так как необходимый признак схо-

димости выполняется, то требуется дополнительное исследование ряда на 
сходимость.  
   Используем для исследования на сходимость предельный признак сравне-

ния. В качестве ряда сравнения выберем ряд 









1
23

1

1

nn
n

n
v , который схо-

дится, как обобщённый гармонический ряд 


1

1

n
pn

 с показателем степени 

123 p .  



59 

При выборе в качестве ряда сравнения обобщённого гармонического ряда 




1

1

n
pn

 руководствуются следующим, если 


n
n

ulim
n

А
n 
lim , где 0A  - 

некоторое число, то ряд сравнения имеет вид 


1

1

n n
.  

   Тогда, по предельному признаку сравнения, так как 


 n

n
n v

u
lim 0

10
1

110
lim

110
lim

1
110

lim
2

2

2

23

23

2





























 n

n
n

nn

n

n
n

nnn
, то 

ряды 


1n
nu  и 



1n
nv  или одновременно сходятся, или одновременно расхо-

дятся. Поскольку ряд 









1
23

1

1

nn
n

n
v  сходится, то ряд 




1n
nu 



 1
2 110n n
n также сходится.  

   Ответ: Ряд 


 1
2 110n n
n  сходится по предельному признаку сравнения.   

При исследовании рядов на сходимость следует иметь в виду следующие  

предельные значения функций:  )0ln( , )ln( , 
2

)( 
arctg , 

2
)( 

arctg , 
10

1
0 





 



a
a

при
при

a , 
10

10











a
a

при
при

a , а 

также известные пределы: 


!lim n
n  

( nn  321! ), 

 


)(lim 1

10 k
kk

n
anana  , 01lim

1
10


  k

kkn anana 
,  
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mk
mk
mk

если
если
если

ba
bnbnb

anana

m
mm

k
kk

n























001

10

1
10

0
lim




, 72.211lim 






 


e

n

n

n
 

1lim 


n
n

n .  

   б) Данный ряд исследуем на сходимость по признаку Даламбера. Для этого 

вычислим предел L
u

u

n

n 



1
n
lim , где 

.
!)22())23(741(

!)2())13)(23(741(

!)2(
)23(741

!)22(
)13)(23(741

1












 















nn
nnn

n
n

n
nn

u
u

n

n







 В полу-

ченном для 
n

n
u

u 1  выражении выполним преобразование с факториалом 

)22)(12()!2()!22(  nnnn  и сократим числитель и знаменатель на общие 

множители. Получим      

 n

n
u

u 1
n
lim L

nn
n







0
)22)(12(

)13(lim
n

.  

Так как 10 L , то по признаку Даламбера ряд сходится.  

Ответ: Ряд 






1 2
23741

n n)!(
)n-...( сходится по признаку Даламбера.. 

   в) Данный ряд исследуем на сходимость по радикальному признаку Коши. 
Для этого вычислим предел Lun 


n

n
lim , где 
























n
arctgn

n
arctgnuu nnnnnn n 44

)(
41

4
1

 .  С учётом известного 

предела    1lim 


n
n

n ,       получим    


n
n
lim nu 






















 n
arctgn n

4
lim

4

n

  

Larctg
n

arctgnn 
















001

4
)(lim 44

n

 .  Так как 10 L , то по ради-

кальному признаку Коши ряд сходится.  
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Ответ: Ряд 









 n
πarctgn

n

n
41

4 сходится по радикальному признаку Коши. 

 
111-120. Найти интервал, радиус и область сходимости степенного ряда 








1

)1(

n

n

nn
x .  

Интервал сходимости ),( 00 RxRx   степенного ряда 





0
0 )(

n

n
n xxa  

обычно находят решая неравенство 1)( xL , где )(xL
)(
)(

lim 1
n xu

xu

n

n


, 

n
nn xxaxu )()( 0 , R  - радиус сходимости. 

Областью сходимости степенного ряда является интервал сходимости 
),( 00 RxRx  , к которому присоединяются точки Rx 0 , если в них ряд 

сходится. Для исследования сходимости ряда на концах интервала сходимо-
сти обычно применяют признаки сравнения (для рядов с положительными 
членами) и признак Лейбница (для знакочередующихся рядов).  
Решение. 
1) Найдём интервал ),( 00 RxRx   сходимости степенного ряда.       Для  

этого сначала вычислим предел           

 )(
)(

lim 1
n xu

xu

n

n 




 



nn
x

nn
x

n

n

)1(

1)1(
)1(

lim

1

n
 









2
3

2
3

n
)1(

)1(lim

n

nx

  2
3

1

lim|)1(|
2
3

n






n

nx 







 


 23

2
3

23

n 11

lim|1|

n
n

nx  









 


 23n 11

1lim|1|

n

x )(|1|
)01(

1|1|
23

xLxx 


 . Затем решим нера-

венство 1|1|)(  xxL . Полученное неравенство равносильно системе нера-
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венств 







1)1(
11

x
x

, откуда: 02  x . Таким образом, интервалом сходи-

мости данного ряда является интервал )0,2( .  
2) Радиус 0R  сходимости степенного ряда найдём, учитывая, что интерва-
лом его сходимости ),( 00 RxRx  , где 10 x , является интервал )0,2( , 

т.е. из условия )0,2()1,1(  RR  или 






01
21

R
R

. Откуда 1R .  

3) Для нахождения области сходимости степенного ряда исследуем его схо-
димость на концах интервала сходимости )0,2( , т.е. в точках 2x  и 

0x .  

   При 2x  получим знакочередующийся числовой ряд 






1

)1(

n

n

nn
. Иссле-

дуем его на сходимость по признаку Лейбница.  

Признак Лейбница. Знакочередующийся ряд 





1
)1(

n
n

n u , где 0nu , схо-

дится, если: 1) 0lim
n




nu ; 2)  321 uuu (может выполняться начиная с 

номера 0nn  ). 
Для этого проверим выполнение условий признака Лейбница:  

1) 


nu
n
lim 011lim

n








 nn

;   2) 
33

1
22

1
11

1 .  Оба условия 

выполняются и, следовательно, знакочередующийся ряд 






1

)1(

n

n

nn
 сходится 

по признаку Лейбница. 

   При 0x  получим числовой ряд 


1

1

n nn
, являющийся обобщенным гар-

моническим рядом с показателем степени 23p . Так как 123 p , то 
этот ряд сходится. 

   Таким образом, в точках 2x  и 0x  степенной ряд 






1

)1(

n

n

nn
x  сходит-

ся и тогда областью его сходимости является промежуток  0,2 .  
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   Ответ: Для степенного ряда






1

)1(

n

n

nn
x : )0,2( - интервал сходимости; 

1R  - радиус сходимости;  0,2  - область сходимости. 
 
121-130. Требуется найти первые три отличные от нуля члена разложения 

функции 
2

)(



x

xxfy  в ряд Тейлора в окрестности точки 10  xx ; 

Рядом Тейлора функции )(xf  в точке 0xx   называется степенной ряд  











 2

0
0

0
0

00
0

0
)(

)(
!2

)(
)(

!1
)(

)()(
!

)(
xx

xf
xx

xf
xfxx

n
xf n

n

n
. 

Решение.  
Найдём сначала первые три отличные от нуля производные функции )(xf  в 

точке 10 x : )1()1()0( ff  , )1(f  , )1(f  , . Получим:  

0
3
1

21
1)1()1()0( 


 ff ; 

2)2(

)2()2()(
2

)(

















x

xxxx
x

xxf
22 )2(

2
)2(

1)2(1









xx

xx     

  0
9
2

)21(
2)1(

2



f ; 

   





























44

2

2 )2(

)2)(2(22
)2(

)2(2
)2(

2)()(
x

xx
x
x

x
xfxf  

34 )2(
4

)2(

1)2(2
2









xx

x    0
27
4

)21(
4)1(

3



f . 

Теперь подставим найденные ненулевые значения производных в ряд Тейло-

ра функции 
2

)(



x

xxf  в окрестности точки 1x  и получим:  









2

0

)(
)1(

!2
)274(

)1(
!1

)92(
3
1)1(

!
)1( xxx

n
f n

n

n
 

2)1(
27
2)1(

9
2

3
1

 xx . 
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   Ответ: 2)1(
27
2)1(

9
2

3
1

 xx . 

131-140. Требуется разложить в ряд Фурье 2 -периодическую функцию 

)(xf  определённую следующим образом: 








.0
,0

,
,

)(



x
x

x
x

xf  (в ответе 

указать первые пять отличные от нуля члена ряда) и построить график функ-
ции  xf . 
Разложение в ряд Фурье 2 -периодической функции  xf  - кусочно-
монотонной и непрерывной на промежутке ],[  , за исключением конеч-
ного числа точек разрыва первого рода, во всякой точке её непрерывности 

имеет вид:             )sincos(
2 1

0 nxbnxa
a

xf n
n

n  



,  

где коэффициенты na  и nb  определяются формулами: 

  nxdxxfan cos1









, ....1,0n ;       nxdxxfbn sin1









, ...2,1n . 

Решение: 
1) Найдём  коэффициенты ряда Фурье: na ),2,1,0( n  и nb ),2,1( n : 

  






































 222

1
2

11)(11

0

2
0

2

0

0

0
xxxdxdxxdxxfa  

na ),2,1( n    nxdxxf cos1








  nxdxx cos1 0








  nxdxx cos1

0




 

[для вычисления интегралов применим метод интегрирования по частям] 





















 nx
n

nxdxvnxdxdv

dxdxxduxu

sin1coscos

)(
 









































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Таким образом, получили, что:  
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2) Запишем разложение 2 -периодической функции 








.0
,0

,
,

)(



x
x

x
x

xf  

в ряд Фурье:   nx
n

nxbnxa
a

xf
n

n

n
n

n cos)1)1((2
2

)sincos(
2 1

2
1

0 













 . 

Полученное равенство имеет смысл во всех точках. 
Если 2 -периодическая функция имеет точки разрыва 1-го рода, то: 
полученное равенство имеет смысл во всех точках, кроме точек её разрыва. 
3) Запишем разложение, указав в нём первые пять ненулевых членов ряда 
Фурье. Для этого вычислим первые пять ненулевых коэффициента ряда Фу-

рье: ,,,,, 22110 babaa : 00  a , 04
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a . Таким об-

разом, первыми пятью ненулевыми коэффициентами ряда Фурье являются 
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разложение 2 -периодической функции 
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4) Построим график 2 -периодической функции )(xf : 
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   Ответ:   xxxxxf 7cos
49

45cos
25

43cos
9
4cos4

2
)(


  

 
141-150. Требуется найти вероятность указанного события, используя клас-
сическое определение вероятности.  
а) Бросаются два игральных кубика. Найти вероятность того, что сумма оч-
ков на выпавших гранях – четная, причем на грани хотя бы одного из куби-
ков появится шестерка. 
 
При классическом определении вероятность случайного события A  опреде-

ляется равенством: 
n
AmAP )()(  , где )(Am  - число элементарных (далее не-

делимых и взаимно исключающих друг друга) исходов эксперимента, благо-
приятных появлению события A ; n - общее число равновозможных элемен-
тарных исходов эксперимента. Равновозможность элементарных исходов 
обеспечивается такими условиями проведения эксперимента (опыта, испыта-
ния), при выполнении которых можно считать, что ни один из исходов не 
является объективно более возможным, чем другие. 
 
Если событие A  определяется словами «хотя бы один…», то непосредствен-
ное нахождение )(AP  по формуле классического определения вероятности 
приводит обычно к громоздким вычислениям. Проще сначала найти вероят-
ность события A , противоположного событию A  и определяемого словами 
«ни один…», а затем, используя формулу для вероятностей противополож-
ных событий: )(1)( APAP  , вычислить вероятность искомого события. 
 

Для нахождения вероятности события по формуле 
n
AmAP )()(   необходимо:  

1) Рассмотреть событие A , вероятность которого следует найти. 
2) Правильно определить, что является в данном испытании элементарным 
исходом. 
3) Найти общее число n  элементарных исходов, предварительно выписав их 
все непосредственно. Если выписать все элементарные исходы не представ-
ляется возможным из-за их чрезмерного количества, то при подсчете их чис-
ла используют правила и формулы комбинаторики. 
4) Установить какое число )(Am  элементарных исходов данного испытания 
благоприятствуют появлению события A .  
Решение.  



68 

   Рассмотрим событие A {сумма очков на выпавших гранях – четная, 
причем на грани хотя бы одного из кубиков появится шестерка}.  
   Элементарными исходами данного испытания (подбрасывание двух иг-
ральных кубиков) являются всевозможные комбинации очков: 6,5,4,3,2,1 , 
которые могут появиться на верхних гранях двух кубиков.  
  Общее число элементарных исходов n  данного испытания найдём, исполь-
зуя правило умножения комбинаторики. 
 

   Пусть 1 , 2 – действия из некоторого конечного множества действий.  
Правило умножения. Если действие 1  можно выполнить 1n  способами и, 
после каждого такого выполнения, действие 2  можно выполнить 2n  спо-
собами, то последовательное выполнение пары действий 1  и 2  можно 
осуществить 21 nnn   способами. 
   На каждом игральном кубике 6 граней, поэтому возможны шесть исходов 
бросания каждого из них. Если испытание представить в виде последова-
тельно выполняемых подбрасываний кубиков, то первое подбрасывание 
можно выполнить 61 n  способами, второе подбрасывание - 62 n  спосо-
бами, тогда последовательно выполняемое подбрасывание двух кубиков 
можно осуществить 366621  nnn  способами.  
Общее число элементарных исходов n  можно найти и, выписав непосредст-
венно все возможные исходы испытания: 

(1,1)     (1,2)     (1,3)     (1,4)     (1,5)     (1,6) 
(2,1)     (2,2)     (2,3)     (2,4)     (2,5)     (2,6) 
(3,1)     (3,2)     (3,3)     (3,4)     (3,5)     (3,6) 
(4,1)     (4,2)     (4,3)     (4,4)     (4,5)     (4,6) 
(5,1)     (5,2)     (5,3)     (5,4)     (5,5)     (5,6) 

(6,1)     (6,2)     (6,3)     (6,4)     (6,5)      (6,6). 
   Теперь найдём число элементарных исходов )(Am  данного испытания, 
благоприятных событию A , выписав их непосредственно. Такими исходами, 
очевидно, являются: (2,6); (4,6); (6,2); (6,4); (6,6). Их число 5)( Am .   

   Тогда искомая вероятность 139.0
36
5)( AP . 

   Ответ: 139.0
36
5)( AP . 

б) В урне находятся 5 черных и 6 белых шаров. Случайным образом из урны 
вынимают 4 шара. Найти вероятности того, что среди вынутых шаров ока-
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жутся: «2 белых шара»; «не более одного белого шара»; «хотя бы один белый 
шар». 
 
Решение.  
   Рассмотрим события: A {среди четырёх вынутых шаров - 2 белых}, 

B {среди четырёх вынутых шаров – не более одного белого шара}, 
C {среди четырёх вынутых шаров - хотя бы один белый шар}.  

   Элементарными исходами данного испытания (случайное вынимание четы-
рех шаров) являются всевозможные комбинации по 4 шара из находящихся в 
урне 11 шаров.  
   Для подсчёта общего числа элементарных исходов n  данного испытания и 
чисел )(),(),( CmBmAm  элементарных исходов, благоприятных событиям 

CBA ,, , используем правила и формулы комбинаторики. 
 

   Пусть 1 , 2 – действия из некоторого конечного множества действий. 
Правило сложения. Если действие 1  можно выполнить 1n  способами, дей-
ствие 2  - другими 2n  способами, отличными от первых 1n , то выполнение 
одного из действий: или 1 , или 2  (но не двух одновременно) можно осу-
ществить 21 nnn   способами. 
 
Сочетаниями из n  элементов по m  называются всевозможные комбина-
ции элементов, отличающиеся друг от друга только составом элементов. Они 
рассматриваются как элементарные исходы эксперимента, состоящего в од-
новременном неупорядоченном выборе без возвращения m  элементов из n  
различных элементов, а их общее число m

nС  определяется формулой: 

!)(!
!

mnm
n

C m
n 
 ,    где nnn  )1(321!  ,     1!0  . 

 
   Общее число элементарных исходов n  данного испытания, очевидно, рав-
но числу всевозможных неупорядоченных комбинаций по 4 шара из находя-
щихся в урне 11 шаров, т.е. числу сочетаний 4

11С . Тогда:  

330
!74321

111098!7
!7!4

!11
!)411(!4

!114
11 










 Cn . 

     Подсчитаем теперь число элементарных исходов )(),(),( CmBmAm  благо-
приятных событиям CBA ,, , соответственно.  



70 

   Событие A {среди четырёх вынутых шаров - 2 белых} означает, что 
среди вынутых шаров – «2 белых и 2 черных шара». Следовательно, благо-
приятными событию A  являются всевозможные комбинации по 4 шара (два 
белых и два черных шара) из находящихся в урне 11 шаров. Их число )(Am  
найдём, используя правило умножения комбинаторики. Представим для это-
го выбор четырёх шаров в виде двух последовательно выполняемых дейст-
вий: сначала выбор двух белых шаров из имеющихся в урне 6 белых шаров и 
затем выбор двух чёрных шаров из  имеющихся в урне 5 чёрных шаров. По-

лучим: 1501015
!3!2

!5
!4!2

!6
)( 2

5
2
6 





 CCAm . Тогда: 455.0

330
150)( AP  

   Событие B {среди четырёх вынутых шаров – не более одного белого 
шара} означает, что среди вынутых шаров - или «один белый и три черных 
шара», или «четыре чёрных шара». Следовательно, благоприятствующими 
событию B  являются всевозможные комбинации по 4 шара (один белый и 
три черных или четыре черных шара) из находящихся в урне 11 шаров. Их 
число )(Bm  найдём, используя правила сложения и умножения комбинато-
рики. Сначала, используя правило умножения комбинаторики, найдём число 
способов выбрать один белый и три черных шара. Получим 

60106
!2!3

!5
!5!1

!63
5

1
6 





СС . Затем, используя правило умножения ком-

бинаторики, найдём число способов выбрать 4 чёрных шара. Получим 

5
!1!4

!54
5 


С . Теперь, используя правило сложения комбинаторики, найдём 

число )(Bm  способов выбрать или один белый и три чёрных шара, или четы-

ре чёрных шара. Получим 65560)( 4
5

3
5

1
6  CCCAm .  Тогда  

197.0
330
65)( BP . 

   Событие C {среди четырёх вынутых шаров-хотя бы один белый шар} 
определяется словами «хотя бы один…». Прямое решение задачи, учитывая, 
что событие С означает, среди вынутых шаров: или «один белый и три чер-
ных шара», или «два белых и два черных шара», или «три белых и один чер-
ный шар», или «четыре белых шара», приводит к громоздким вычислениям. 
Поэтому сначала найдём вероятность противоположного события С ={среди 
вынутых четырёх шаров нет ни одного белого шара, т.е. все шары – чер-

ные}. Получим 5)( 4
5  CCm , тогда 

330
5)()( 

n
CmCP . Затем по форму-
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ле )(1)( CPCP   найдём вероятность искомого события: 

985.0
330
325

330
51)( CP . 

    Ответ:  455.0
330
150)( AP ; 197.0

330
65)( BP ; 985.0

330
325)( CP . 

 
151-160. Требуется: 
а) найти вероятности указанных событий, используя: формулы сложения и 
умножения вероятностей; 
б) найти вероятность указанного события, используя формулу Бернулли.      
 
а) Экзаменационная сессия состоит из трёх экзаменов. Студент оценивает 
свои шансы успешно сдать экзамены следующим образом: вероятность сдать 
первый экзамен - 0.8, второй – 0.9, третий – 0.7. Найти вероятности того, что 
студентом будут успешно сданы: «все три экзамена», «по крайней мере два 
экзамена», «хотя бы один экзамен». Предполагается, что сдача экзаменов – 
независимые события. 
 
Сложным называют событие, наблюдаемое в эксперименте и выражаемое 
через другие наблюдаемые в том же эксперименте события с помощью до-
пустимых алгебраических операций над событиями. 
   Вероятность осуществления того или иного сложного события вычисляется 
с помощью формул умножения вероятностей:  
1) )|()()( ABPAPBAP  , 0)( AP ; 
2) )()()( BPAPBAP   (для независимых событий) 
и формул сложения вероятностей:   
3) )()()()( BAPBPAPBAP  ; 
4) )()()( BPAPBAP   (для несовместных событий). 
События A и B  называют несовместными, если BA . Несовместными 
событиями являются, например, элементарные исходы эксперимента. 
События A  и B , называются независимыми, если выполняется равенство 

)()|( APBAP  , в противном случае они называются зависимыми. Часто, 
независимость событий определяется условиями проведения эксперимента. 
 
Для решения задач с использованием формул сложения и умножения вероят-
ностей следует: 
1) рассмотреть «сложное» событие, вероятность которого нужно вычислить; 
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2) выразить «сложное» событие, посредством допустимых алгебраических 
операций, через наблюдаемые в том же эксперименте «простые» события, 
вероятности которых известны или легко определяются из условий задачи, 
например, по формуле классического определения вероятности; 
3) вычислить вероятность «сложного» события с помощью формул сложения 
и умножения вероятностей, учитывая зависимость или независимость, совме-
стность или несовместность составляющих его событий. 
 
Решение.  
   Рассмотрим «сложные» события: A {студент успешно сдаст все три эк-
замена}, B {студент успешно сдаст по крайней мере два экзамена из 
трёх}, C {студент успешно сдаст хотя бы один экзамен из трех}. 
   Выразим сначала «сложные» события CBA ,,  через «простые» события: 

1D {студент успешно сдаст первый экзамен}, 2D {студент успешно 
сдаст второй экзамен}, 3D {студент успешно сдаст третий экзамен}, веро-
ятности которых известны и равны: 8.0)( 1 DP , 9.0)( 2 DP , 7.0)( 3 DP . 
Затем вычислим вероятности )(),(),( CPBPAP , используя формулы сложе-
ния и умножения вероятностей, учитывая при этом зависимость и независи-
мость, совместность и несовместность составляющих событий. 
   Событие A  представим в виде 321 DDDA  . Тогда, учитывая независи-
мость событий 321 ,, DDD , по формуле умножения вероятностей для незави-
симых событий получим: 504.07.09.08.0)()()()( 321  DPDPDPAP . 
   Событие B  означает, очевидно, что студент сдаст или все три экзамена, 
или только любые два экзамена из трёх. Следовательно:  

 321 DDDB 321 DDD  + 321 DDD  + 321 DDD  , 
где 321 ,, DDD  - события, противоположные к событиям 321 ,, DDD : 

1D {студент не сдаст первый экзамен}, 2D {студент не сдаст второй эк-
замен}, 3D {студент не сдаст третий экзамен}, вероятности которых:  

2.0)(1)( 11  DPDP , 1.0)(1)( 22  DPDP , 3.0)(1)( 33  DPDP . 
Тогда, учитывая несовместность событий 321 DDD  , 321 DDD  , 

321 DDD  , являющихся элементарными исходами эксперимента (экзамена-
ционной сессии), а также независимость событий 321 ,, DDD , 321 ,, DDD , 
используя формулы сложения (для несовместных событий) и умножения ве-
роятностей (для независимых событий), получим:     
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)(BP  )()()( 321 DPDPDP  )()()( 321 DPDPDP  )()()( 321 DPDPDP  
)()()( 321 DPDPDP   7.09.02.0504.0 902.03.09.08.07.01.08.0   

   Событие C , определяемое словами «хотя бы один», означает, что студент 
сдаст или все три экзамена, или только любые два экзамена из трёх, или 
только любой один экзамен из трёх. Прямое вычисление вероятности данно-
го события приводит к громоздким вычислениям. Поэтому, сначала найдём 
вероятность противоположного события С ={студент не сдаст ни одного 
экзамена}, представляемого в виде 321 DDDС  . Учитывая независи-
мость событий 321 ,, DDD , по формуле умножения вероятностей для незави-

симых событий получим: 006.03.01.02.0)()()()( 321  DPDPDPСP . 

Тогда 994.0006.01)(1)(  CPCP . 
   Ответ: 504.0)( AP , )(BP 902.0 , 994.0)( CP . 
б) В урне 15 белых и 10 черных шаров. Из урны вынимают подряд 5 шаров, 
причем каждый вынутый шар возвращают в урну перед извлечением сле-
дующего и шары в урне перемешивают. Найти вероятность того, что из пяти 
вынутых шаров окажется не более двух белых. 
 
Схемой Бернулли называют последовательность испытаний, удовлетворяю-
щую условиям: 1) результатом каждого испытания является один из двух 
возможных исходов: «успех» (появление некоторого события A ) и «неуда-
ча»; 2) испытания являются независимыми, т.е. вероятность «успеха» в каж-
дом следующем испытании не зависит от результатов предыдущих испыта-
ний; 3) вероятность «успеха» во всех испытаниях одинакова и равна 

pAP )( . 
Вероятность )(kPn  того, что в n  испытаниях по схеме Бернулли произойдёт 
ровно k  «успехов», определяется формулой Бернулли:  

knkk
nn ppCkP  )1()( , nk ,,2,1,0  . 

Следствием формулы Бернулли является формула: n
n pkP )1(1)1(   - 

вероятность того, что в n  испытаниях по схеме Бернулли «успех» наступит 
хотя бы один раз. 
 
Для решения задач с использованием формулы Бернулли следует: 
1) установить, что эксперимент представляет собой схему Бернулли (вероят-
ности событий, связанных с таким экспериментом, всегда можно выразить 
через вероятности )(kPn , вычисляемые по формуле Бернулли);  
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2) рассмотреть событие A , которое может наступить или не наступить в ка-
ждом испытании и вычислить его вероятность )(APp  ;  
3) рассмотреть событие B , вероятность которого нужно найти и которое со-
стоит в том, что событие A  в данном эксперименте появляется определённое 
число раз; 
4) найти )(BP , выразив её предварительно, через вероятности )(kPn , вычис-
ляемые по формуле Бернулли. 
 
Решение.  
   Эксперимент (последовательный выбор пяти шаров из урны с неизменным 
составом шаров) представляет собой, очевидно, схему Бернулли.  
   Рассмотрим событие A {вынутый из урны шар – белый}. Это событие 
происходит или не происходит при каждом выборе шара из урны с одной и 

той же вероятностью 6.0
5
3

25
15)()( 

n
AmAPp . 

   Рассмотрим событие B {из пяти вынутых из урны шаров, белых - не бо-
лее двух}. Таким образом, событие B  состоит в том, что в данном экспери-
менте событие A  произойдёт 1,0  или 2  раза.  
   Выразим )(BP  через )(kPn -вероятности того, что событие А  в n  испыта-
ниях по схеме Бернулли произойдёт ровно k  раз: )2()1()0()( 555 PPPBP  . 
   Вычислим вероятности )(kPn  по формуле Бернулли: 

01024.0
3125
3211

5
2

5
3)0(

50
0
55 













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0768.0
625
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

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
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



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   Тогда 32.031744.02304.00768.001024.0)( BP . 
   Ответ: 32.0)( BP  - вероятность того, что среди пяти вынутых шаров 
окажутся не более двух белых шаров. 
 
161-170. Требуется найти вероятность указанного события, используя фор-
мулы полной вероятности и Байеса.      
В группе из 20 студентов, пришедших сдавать экзамен по «Теории вероятно-
стей», 3 студента подготовлены на «5», 5 –на «4», 8 – на «3» и 4 – на «2». В 
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экзаменационных билетах имеется 60 вопросов. Отлично подготовленный 
студент может ответить на все 60 вопросов, хорошо – на 45, удовлетвори-
тельно – на 30 и неудовлетворительно – на 20. Наудачу вызванный студент 
ответил на произвольно заданный преподавателем вопрос. Найти вероятность 
того, что студент был подготовлен неудовлетворительно. 
 
Для любого наблюдаемого в эксперименте события A  имеет место формула полной 

вероятности: 



n

i
ii HAPHPAP

1
)|()()( , где 0)( iHP , 1)(

1




n

i
iHP . Здесь 

nHHH ,,, 21  - наблюдаемые для данного эксперимента события, попарно несо-
вместные и образующие полную группу, только с одним из которых событие A  про-
исходит. Такие события называют гипотезами по отношению к событию A .  
Если стало известно, что в результате эксперимента событие A  произошло, то можно 
переоценить априорные (доопытные) вероятности )( iHP гипотез по формуле Байеса: 

)(
)|()(

)|(
AP

HAPHP
AHP ii

i


 , где 



n

i
ii HAPHPAP

1
)|()()( . )|( AHP i  назы-

вают тогда апостериорными (послеопытными) вероятностями гипотез iH .  
 
Для решения задач с использованием формул полной вероятности и Байеса 
следует: 
1) рассмотреть событие A , вероятность которого нужно найти и набор гипо-
тез nHHH ,,, 21   - наблюдаемых в том же эксперименте событий, с одним 
из которых событие A  происходит; 
2) вычислить вероятности гипотез )( iHP  и условные вероятности )|( iHAP  
события A , в предположении, что имела место гипотеза iH  
3) по формуле полной вероятности найти )(AP  и, если это требуется по ус-
ловиям задачи, найти по формуле Байеса апостериорные вероятности 

)|( AHP i , в предположении, что событие A  в эксперименте произошло. 
 
Решение.  
   Рассмотрим событие A {наудачу вызванный студент ответил на про-
извольно заданный вопрос}. Данное событие, очевидно, может произойти 
только с одним из следующих несовместных событий (гипотез): 1Н {нау-
дачу вызванный студент подготовлен на «5»}, 2Н {наудачу вызванный 
студент подготовлен на «4»}, 3Н {наудачу вызванный студент подготов-
лен на «3»}, 4Н {наудачу вызванный студент подготовлен на «2»}. Из ус-



76 

ловия задачи следует, что в эксперименте (сдача экзамена) событие А  про-
изошло и необходимо переоценить вероятность гипотезы 4Н , с учётом до-
полнительной информации относительно осуществления события A . Реше-
ние такой задачи, сводится к нахождению вероятности )|( 4 AHP  по формуле 

Байеса: 
)(

)|()(
)|( 44

4 AP
HAPHP

AHP


 , где 



4

1
)|()()(

i
ii HAPHPAP .  

   Вычислим, сначала, используя формулу классического определения веро-
ятности, вероятности )( iHP  гипотез iH  и условные вероятности 

)|( iHAP события A , в предположении, что имела место каждая из гипотез: 
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   Затем, по формуле полной вероятности, вычислим )(AP :  
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   После чего, по формуле Байеса, найдём )|( 4 AHP :  
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   Ответ: 11.0)|( 4 AHP - вероятность, того на заданный преподавателем 
вопрос ответил студент подготовленный неудовлетворительно.  
 
171-180. Производятся последовательные независимые испытания пяти при-
боров на надежность. Каждый следующий прибор испытывается только в том 
случае, если предыдущий оказался надежным. Вероятность выдержать испы-
тания для каждого из приборов равна 0.9. Требуется: составить закон распре-
деления дискретной случайной величины X  – числа испытанных приборов; 
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построить многоугольник полученного распределения; вычислить её матема-
тическое ожидание MX  и дисперсию DX . 
 
Закон распределения ДСВ удобно задавать рядом распределения. Рядом рас-
пределения ДСВ называют таблицу, в которой перечислены все возможные 
значения ,, 21 xx  этой случайной величины и соответствующие им вероят-
ности ,, 21 pp .  
 
Решение.  
   Случайная величина X  – число испытанных приборов, может, очевидно, 
принимать значения: 5,4,3,2,1 . Вычислим вероятности этих значений 

)( ixXPpi  , используя формулы сложения и умножения вероятностей. 
Для вычисления вероятностей ip  могут, в зависимости от условий задачи, 
использоваться также формулы классического определения вероятности и 
Бернулли.  
   Рассмотрим события iA { i -ый испытанный прибор – надёжный} 
( 5,4,3,2,1i ), вероятность которых одинакова и равна 9.0)( iAP . Противо-

положными к событиям iА  являются события iA { i -ый испытанный 
прибор–ненадёжный}, вероятность их одинакова и равна 

1.0)(1)(  ii APAP .  

   Выразим события ixX  , где }5,4,3,2,1{ix , через события iА  и iA : 

 1}1{ AX {испытывался один прибор}, 

 21}2{ AAX {испытывались два прибора}, 

 321}3{ AAAX {испытывались три прибора}, 

 4321}4{ AAAAX {испытывались четыре прибора}, 

 )(}5{ 554321 AAAAAAX {испытывались все пять приборов}. 
Очевидно, все пять приборов будут испытаны только при условии, что пер-
вые четыре оказались надежными, причем они будут испытаны при любом 
исходе пятого испытания: 5A  или 5A . 
   Вычислим вероятности )( ii xXPp  , используя формулы умножения 

вероятностей для независимых, по условиям задачи, событий iА  и iA : 

1.0)(1)()1( 111  APAPXPp , 
09.01.09.0))2(1()1()21()2(2  APAPAAPXPp , 
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3p  ))3(1()2()1()321()3( AРAPAPAAAPXP 081.01.09.09.0   

4p  )4321()4( AAAAPXP  

0729.01.039.0))4(1()3()2()1(  APAPAPAP . 

5p  ))55(4321()5( AAAAAAPXP  

                         6561.0149.0)55()4()3()2()1(  AAPAPAPAPAP . 

Если при вычислении вероятностей ip  производится округление их значе-

ний, то округление выполняется таким образом, чтобы  
i

ip 1 .  

   Тогда ряд распределения дискретной случайной величины X  имеет вид: 

6561.00729.0081.009.01.0
54321

i

i
p
x

. 

Для наглядности закон распределения ДСВ изображают графически, для чего 
в прямоугольной системе координат строят точки ),( iii pxM  и соединяют их 
отрезками прямых. Полученную фигуру и называют многоугольником рас-
пределения.  
 
   Построим в прямоугольной системе координат, многоугольник полученно-
го распределения: 

 
Математическим ожиданием (средним значением) дискретной случайной 

величины X  называется число nni

n

i
i pxpxpxpxMX 


2211

1
. 

   Вычислим математическое ожидание MX :  
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


 081.0309.021.01
5

1i
ii pxMX 10.40951.46561.050729.04  . 

   Дисперсией случайной величины X  называется неотрицательное число 
2)( MXXMDX  .Дисперсию дискретной случайной величины X  вычис-

ляют по формулам:  
i

ii pMXxDX 2)(  или 22 )(MXpxDX i
i

i  . 

   Дисперсию DX  вычислим по формуле 22 )()( MXXMDX  , где 




 09.0221.021
5

1

22 )(
i

ii pxXM  

               76.187579.186561.0250729.024081.023  . 

Тогда 95.12)10.4(76.18 DX . 

Ответ: 
6561.00729.0081.009.01.0
54321

i

i
p
x

, 10.4МX , 95.1DX . 

 
181-190. Найти функцию плотности вероятностей )(xf  непрерывной слу-
чайной величины X , заданной функцией распределе-

ния



















21

21
2

)(
10

)(
2

x

xxx
x

xF ; вычислить её математическое ожидание 

MX , дисперсию DX  и вероятность ))23,45(( XP . 
Закон распределения непрерывной случайной величины удобно задавать 
функцией плотности вероятностей )(xf  - неотрицательной и интегрируемой 
в бесконечных пределах функцией. 
Функция плотности вероятностей )(xf  в точках, где )(xF  дифференцируе-
ма, определяется равенством: )()( xFxf  . В точках, где )(xF  не диффе-
ренцируема, )(xf  определяется произвольным образом, чаще всего по не-
прерывности слева или справа.  
Непрерывная функция, задаваемая в области своего определения нескольки-
ми аналитическими выражениями, может оказаться не дифференцируемой в 
точках, в окрестности которых она задаётся разными аналитическими выра-
жениями.   
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Решение.  
   Найдём функцию плотности вероятностей )(xf , как производную от функ-

ции распределения 



















21

21
2

)(
10

)(
2

x

xxx
x

xF .  Учитывая, что: 0)0(  , 

2
12

2

2 













  xxx ,    0)1(  ,   получим               

















20

21
2

12
10

)(

x

xx
x

xf .  

В точках 1x  и 2x , являющихся концами промежутка, где 0)( xf , и в 
которых функция )(xF  недифференцируема, функцию плотности вероятно-
стей )(xf , определили таким образом, чтобы на концах промежутка она бы-
ла непрерывной справа (в точке 1x ) и слева (в точке 2x ).  
 
Математическим ожиданием непрерывной случайной величины X  называ-

ется число 




 dxxxfMX )( . 

   Вычислим математическое ожидание MX :  







 


 









0
2

00
2

)12(0)(
2

1

2

2

2

1

1
dxxxdxxdxxxdxxdxxfxMX  

58.1
12
19

4
1

3
11

3
8

43

2

1

23







 






 












xx . 

Дисперсию непрерывной случайной величины X  вычисляют по формулам: 






 dxxfMXxDX )()( 2  или 22 )()( MXdxxfxDX  




. 

   Дисперсию DX  вычислим по формуле 22 )()( MXXMDX  , где 

 




dxxfxXM )()( 22 


 


 2

2
2

1

2
1

2 0
2

)12(0 dxxdxxxdxx  
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









  0

2
0

2

1

2
3 dxxx 58.2

12
31

6
1

4
1

6
8

4
16

64

2

1

34







 






 












xx . 

Тогда 08.02)58.1(58.2 DX . 
 
Для непрерывной случайной величины X  справедлива формула: 

 )()()()( bXaPbXaPbXaPbXaP  


b

a

dxxfaFbF )()()( . 

   Вероятность ))23,45(( XP вычислим по формуле:  

 ))23,45((XP 














2
3

4
5 FF 









 










 

 45

2

23

2

22
xx

xxxx  





2

)23()23( 2



2

)45()45( 2
22.0

32
7
 . 

   Ответ: 

















20

21
2

12
10

)(

x

xx
x

xf , 58.1MX , 08.0DX , 

22.0))23,45(( XP . 
 
191-200. а) Дана выборка объема 15n : 
23     23     21     20     20     23     23     25     23     20     20     24     21     25     21 
Требуется: построить вариационный и дискретный статистический ряды; 
вычислить числовые характеристики выборки: minx , maxx , R


 (размах), 

х (среднее арифметическое), 2  (дисперсию); построить полигон частот.  
 
Вариационным рядом выборки nxxx ,,, 21   называется такой способ её за-
писи, при котором элементы выборки упорядочиваются по величине, т.е. за-
писываются в виде последовательности )()2()1( ,,, nxxx  , где 

)()2()1( nxxx   . Разность ( ) (1)nx x R 


 называется размахом выборки. 
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Различные значения ix , ki ,1  ( nk  ),  называются вариантами. Число in  
повторений варианты ix  в выборке называется её частотой. 
 Дискретным статистическим рядом называется упорядоченная в порядке 
возрастания значений вариант ix  последовательность пар ),( ii nx , ki ,1 . 
Обычно его записывают в виде таблицы, первая стока которой содержит ва-
рианты ix , а вторая их частоты.  
 
Полигоном частот называется фигура, расположенная под ломаной линией с 
вершинами в точках ),( iii nxM . 
Решение. 
   Построим вариационный ряд выборки, расположив элементы выборки в 
порядке возрастания их значений. Получим: 
20     20     20     20     21     21     21     23     23     23     23     23     24     25     25 
   Построим дискретный статистический ряд и запишем его в виде таблицы, в 
первой строке которой расположим различные значения элементов выборки в 
порядке их возрастания, а во второй соответствующие им частоты. Получим:  

21534
2524232120

i

i
n
x

. 

Если выборка записана в виде дискретного статистического ряда 

ki

ki
nnnn
xxxx




21

21 , где 



k

i
i nn

1
, то среднее арифметическое выборки 

x  вычисляют по формуле 



k

i
ii nx

n
x

1

1 , а дисперсию выборки 2  - по фор-

мулам: 2 2

1

1 ( )
k

i i
i

x x n
n




   или 2 2 2( )x x   , где 



k

i
ii nx

n
x

1

22 1 . 

   Вычислим числовые характеристики выборки: minx , maxx , R


, х , 2 . 

Получим: 20min x , 25max x , max min 25 20 5R x x    


, 

  13.22
15
332225124523321420

15
11

1
 



k

i
ii nx

n
x , 
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  93.492
15

7394225124523321420
15
11 22222

1

22  


k

i
ii nx

n
x , 

2 2 2( )x x   2492.93 (22.13) 492.93 489.74 3.19     . 
   Построим полигон частот. Для его построения в прямоугольной системе 
координат, в которой по оси абсцисс откладываются варианты ix , по оси 
ординат – частоты in , начало системы координат совмещено с точкой 

)0,( minx , изобразим точки ),( inixM i  и соединим их отрезками.  

 
Ответ: Вариационный ряд: 
20     20     20     20     21     21     21     23     23     23     23     23     24     25     25 

Дискретный статистический ряд: 
21534
2524232120

i

i
n
x

. 

20min x , 25max x , 5R 


, 13.22x , 2 3.19  . 
 
б) Получены данные о содержании меди (в %) в 60 образцах сплава: 

Содержание меди 52-56 56-60 60-64 64-68 68-72 
Число образцов сплава 3 9 18 14 16 

Требуется: вычислить числовые характеристики группированной выборки: 

minx , maxx , R


 (размах), x  (среднее арифметическое), 2  (дисперсию); 
построить гистограмму частот. 
Если выборка записана в виде интервального статистического ряда 

ki

ki
nnnn
JJJJ




21

21 , где 



k

i
i nn

1
, то среднее арифметическое выборки 

x  вычисляют по формуле 



k

i
ii nx

n
x

1

~1 , а дисперсию выборки 2  - по фор-
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мулам: 2 2

1

1 ( )
k

i i
i

x x n
n




    или 2 2 2( )x x   , где 



k

i
ii nx

n
x

1

22 ~1 , ix~ -

середина интервала iJ . 
Решение. 
   Вычислим числовые характеристики выборки: minx , maxx , R


, х , 2 . 

Получим: 52min x , 72max x , max min 72 52 20R x x    


, 

  07.64
60

3844167014661862958354
60
1~1

1
 



k

i
ii nx

n
x , 

  


k

i
ii nx

n
x

1

2222222 167014661862958354
60
1~1  

67.4126
60

247600
 , 

2 2 2( )x x   24126.67 (64.07) 4126.67 4104.96 21.71     . 
Гистограммой частот называется ступенчатая фигура, составленная из пря-
моугольников, построенных на интервалах группировки так, что площадь 
каждого прямоугольника равна частоте in , ki ,1 . Если длины всех интерва-

лов одинаковы и равны h , то высоты прямоугольников равны 
h
ni .  

 
Часто, при построении гистограмм частот по интервалам равной длины, вы-
соту прямоугольников выбирают равной частоте.  
   Построим гистограмму частот. Для этого в прямоугольной системе коорди-
нат, в которой по оси абсцисс откладываются интервалы iJ , по оси ординат 
– частоты in , начало системы координат совмещено с точкой )0,( minx , на 
интервалах iJ , как на основаниях, построим прямоугольники высоты in .  
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Ответ: 52min x , 72max x , 20R 


, 07.64x , 2 21.71  . 
 
6.2. Краткие теоретические сведения. 
 
Тема. Неопределённый интеграл.  
   Функция )(xF  называется первообразной для функции )(xf  на промежут-
ке X , если )()( xfxF   для всех Xx . Функция )(xf  может иметь раз-
личные первообразные, но все они отличаются друг от друга только постоян-
ными слагаемыми. Поэтому все первообразные для )(xf  содержатся в выра-
жении CxF )( , где RC - произвольная постоянная, которое и называется 

неопределённым интегралом от функции )(xf  и обозначается  dxxf )( . 

Таким образом, по определению CxFdxxf  )()( . 

   Операция нахождения первообразной или неопределённого интеграла от 
функции )(xf  называется интегрированием этой функции. Функция )(xf  
для которой на промежутке X  существует первообразная или неопределён-
ный интеграл называется интегрируемой на этом промежутке. Первообраз-
ная и неопределённый интеграл на промежутке X  существуют у любой не-
прерывной на этом промежутке функции. Нахождение неопределённого ин-
теграла состоит в таком преобразовании подынтегрального выражения, что-
бы получить интегралы из таблицы основных интегралов (приложение 6.3). 
   Основные свойства неопределённого интеграла: 

1.   )()( xfdxxf 


 .                                          2.   Cxfdxxf )()( . 
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3.   dxxfkdxxkf )()(  ( 0,  kconstk ). 

4.    dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( . 

5. Если CxFdxxf  )()( , то CbaxF
a

dxbaxf  )(1)( , 0a .    

   Основными методами интегрирования являются: непосредственное интег-
рирование, интегрирование заменой переменной и по частям. 
   Непосредственным интегрированием (интегрированием методом раз-
ложения) функции )(xf  называют отыскание неопределённого интеграла 

 dxxf )(  с помощью тождественных преобразований подынтегральной 

функции )(xf , свойств 3-4 неопределённого интеграла и таблицы основных 
интегралов. 
   Часто, заменой переменной интегрирования tx  , удаётся свести нахож-
дение интеграла  dxxf )(  к нахождению более простого интеграла  dttg )(  с 

последующей заменой xt  .  
   Существуют два варианта замены переменной интегрирования: 
1) Метод подведения функции под знак дифференциала. 
Если подынтегральное выражение dxxf )(  может быть записано в виде  

)())(()())(()( xdxgdxxxgdxxf   , где )(x - дифференцируемая функ-
ция, то осуществляется замена tx )( .    Тогда  

   


)(
)()()())(()(

xt
dttgtxxdxgdxxf


 . 

При подведении функций под знак дифференциала широко используются 
свойства дифференциалов и таблица дифференциалов основных элементар-
ных функций (приложение 6.3), в частности, преобразования: 

                 )(1)( baxd
a

bxddx  ;            xddx
x

21
 ;  

)(
2
1)(

2
1)(

2
1 222 baxd

a
bxdxdxdx  , 0a . 

2) Метод подстановки. 
Если функция )(tx   дифференцируема и имеет обратную )(1 xt   на 
соответствующем промежутке, то справедливо равенство 

















)(1
)()())((

)(
)(

)(
xt

dttgdtttf
dttdx

tx
dxxf







. 
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Функция )(tx   подбирается таким образом, чтобы подынтегральное вы-
ражение приняло более удобный для интегрирования вид. Выбор её опреде-
ляется конкретным видом подынтегрального выражения. 
   Если )(xu  и )(xv  - дифференцируемые функции, то справедлива формула 
интегрирования по частям: 

   dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(    или кратко     vduuvudv . 

Эта формула используется в тех случаях для вычисления  dxxf )( , когда 

подынтегральное выражение dxxf )(  можно так представить в виде udv , что 

интеграл  vdu  может оказаться проще интеграла  udv . 

   Этим методом вычисляются: 1) интегралы вида   dxxxn )cos(  ,  

  dxxxn )sin(  , dxex xn   , dxax xn   , причём в качестве )(xu  вы-

бирается nx ; 2) интегралы, подынтегральная функция которых содержит в 
качестве множителя одну из следующих функций: xln , xalog , xarcsin , 

xarccos , arctgx , arcctgx , причём в качестве )(xu  выбирается одна из ука-
занных выше функций. Указанные группы интегралов не исчерпывают всех 
без исключения интегралов, берущихся методом интегрирования по частям. 

Интегрирование основных классов элементарных функций. 

   Вычисление интегралов вида  



 xx
dxBAx

2
)(

 и 




 xx

dxBAx
2

)( , выделяя в 

квадратном трёхчлене   xx 2  полный квадрат 









42

22
2 






  xxx  и делая замену переменной интегрирова-

ния tx 



2
, сводят к вычислению табличных интегралов (см. приложение 

6.3) и интегралов вида   22 at
tdt  и 

 22 at

tdt , которые сводят к табличным 

заменой переменной zat  22  .  
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   Вычисление интегралов вида 
  xxqpx

dx
2)(

, делая замену пере-

менной интегрирования t
qpx



1 , сводят к вычислению интегралов, рас-

смотренных выше.  
   Рациональной дробью называется рациональная функция )(xR вида 

nn
n

mm
m

n

m

axaxa
bxbxb

xQ
xP

xR









10

10

)(
)(

)(



. Если nm  , то дробь неправильная, 

в противном случае – правильная. Всякую неправильную дробь всегда мож-

но представить в виде 
)(
)(

)(
)(
)(

xQ
xS

xT
xQ
xP

n

l
nm

n

m   , где )(xT nm , )(xS l  -

многочлены от x , причём nl  . Выделение целой части (многочлена 
)(xT nm ) в неправильной дроби производят делением числителя на знамена-

тель, выполняемое «уголком». Таким образом, интегрирование неправильной 
рациональной дроби сводится к интегрированию многочлена и правильной 
рациональной дроби.  
   Интегрирование правильной рациональной дроби основано на её представ-

лении в виде конечной суммы простейших дробей вида 
 x

A1 , k
k

x
A

)(  
 

)2( k , 
 



xx
CxB

2
11 , k

kk

xx
CxB

)( 2  


)2( k , причём трёхчлен   xx 2  

не имеет действительных корней. Вид этого разложения определяется разло-
жением знаменателя )(xQn  дроби на линейные и квадратичные множители 
(не имеющие действительных корней).  
   Каждому линейному множителю вида kx )(   , где 1k , в разложении 
соответствует сумма из k  простейших дробей вида 

k
k

x
A

x
A

x
A

)()( 2
21

 






 . Каждому квадратичному множителю 

вида kxx )( 2   , где 1k , в разложении соответствует сумма из k  про-

стейших дробей вида k
kk

xx
CxB

xx
CxB

xx
CxB

)()( 222
22

2
11

 












 .  



89 

   Неизвестные постоянные iA , iB , iC  в разложении правильной рациональ-

ной дроби 
)(
)(

xQ
xS

n

l в сумму простейших дробей определяют методом неопре-

делённых коэффициентов. Для этого правую часть искомого разложения 
приводят к общему знаменателю (им будет многочлен )(xQn ), после чего у 
получившегося в числителе многочлена с неизвестными постоянными и у 
многочлена )(xS l   приравнивают коэффициенты при одинаковых степенях 
x . В результате получают систему линейных уравнений, решая которую на-
ходят неизвестные постоянные. Можно также определять iA , iB , iC , под-
ставляя в равенство, полученное приравниванием числителя )(xS l  к числи-
телю дроби с неизвестными постоянными, полученной после приведения 
простейших дробей к общему знаменателю )(xQn , вместо x  некоторые спе-
циально подобранные числа (обычно действительные корни знаменателя 

)(xQn ) (метод частных значений). Часто, при нахождении неизвестных 
постоянных, комбинируют оба способа. 
   Интегралы вида  dxxxR )cos,(sin , где R -рациональная функция относи-

тельно аргументов xsin  и xcos , приводятся к интегралам вида  dttR )(1 , 

где )(1 tR -рациональная функция относительно аргумента t , с помощью 
универсальной тригонометрической подстановки txtg )2( . При этом 
используются формулы  

21
2sin

t
tx


 ,     

2

2

1
1cos

t
tx




 ,      

21
2

t
dtdx


 . 

   Применение универсальной подстановки, иногда приводит к громоздким 
вычислениям. В частных случаях используют подстановки: 

1) tx cos , если )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR  , при этом: 21sin tx  , 
21 tdtdx  ; 

2) tx sin , если )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR  , при этом: 21cos tx  , 
21 tdtdx  ; 

3) ttgx  , если )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR  или )()cos,(sin 1 tgxRxxR  , при 

этом: 21sin ttx  , 211cos tx  , )1( 2tdtdx  ; 
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4) tсtgx  , если )()cos,(sin 1 сtgxRxxR  , при этом )1( 2tdtdx  . Здесь 1R - 
рациональная функция относительно аргументов tgx , ctgx . 

   Интегралы вида  xdxx nm  22 cossin , где m , n  - целые неотрицательные 

числа, вычисляют, преобразуя подынтегральную функцию с помощью фор-
мул: 2)2cos1(sin 2 xx   , 2)2cos1(cos 2 xx   . 

Интегралы вида  xdxx  cossin ,  xdxx  sinsin  xdxx  coscos , вычисля-

ют, преобразуя подынтегральную функцию по формулам:  
2)]sin()[sin(cossin bababa  ; 
2)]cos()[cos(sinsin bababa  ; 
2)]cos()cos([coscos bababa  . 

   Интегрирование гиперболических функций аналогично интегрированию 
тригонометрических функций. При этом используются формулы: 

122  xshxch ;   
2

122 


xchxsh ;   
2

122 


xchxch ;   shxchxxsh 22  .    

   Интегралы вида dx
x
x

x
xxR

n
m

n
m








































,2
2

1
1

,,




 , где R  -

рациональная функция своих аргументов, ,,,, 2211 nmnm  -целые числа, 

вычисляются с помощью подстановки kt
x
x





 , где k  - наименьший об-

щий знаменатель дробей ,,
2

2

1

1

n
m

n
m

.  

   Вычисление интегралов вида   dxxxxR ),( 2  , где R  -

рациональная функция своих аргументов, выделением полного квадрата в 
квадратном трёхчлене   )4()2( 222   xxx  и заменой 

tx  )2(  , сводится к вычислению интегралов вида: 

1)   dttatR ),( 22
1 ;  2)   dttatR ),( 22

1 ;  3)   dtattR ),( 22
1 , где 

1R - рациональная функция своих аргументов.  
   Последние интегралы, соответственно, с помощью тригонометрических 
или гиперболических подстановок:  

1) zat sin  или thzat  ; 
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2) tgzat   или shzat  ; 

3) 
z

at
cos

  или chzat   

приводятся к интегралам вида  dzzzR )cos,(sin2  или  dzchzshzR ),(2 , где 

2R - рациональная функция своих аргументов 
 
Тема. Определённый интеграл.  
   К понятию определённого интеграла можно прийти, решая задачу о вычис-
лении площади криволинейной трапеции, т.е. фигуры, заключённой между 
прямыми ax  , bx  , 0у  и кривой )(xfy  . Число, равное площади 
криволинейной трапеции, причём площадь той части, которая лежит выше 
оси Ox  берётся со знаком «+», и ниже её – со знаком «  » и называется оп-
ределённым интегралом от функции )(xf  на отрезке ],[ ba . Определённый 

интеграл обозначается 
b

a

dxxf )( , где числа a , b  называются нижним и 

верхним пределами интегрирования.  
Функция )(xfу  , для которой на отрезке ],[ ba  существует определённый 
интеграл, называется интегрируемой на этом отрезке. Достаточным усло-
вием интегрируемости функции )(xfу   на отрезке ],[ ba  является её не-
прерывность на данном отрезке. 
   Если функция )(xf  интегрируема на ],[ ba , то, по определению, полагают 

 
a

a

dxxf 0)( ,  
b

a

a

b

dxxfdxxf )()( . 

Основные свойства определённого интеграла: 

1.  
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()(  )( constk  .   

2.  
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( . 

3.  
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 
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4. Если )()( xgxf   на ],[ ba , то  
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( . 

5. Если )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , m  - наименьшее, M  - наиболь-

шее значения )(xf  на ],[ ba , то  )()()( abMdxxfabm
b

a

   (теорема об 

оценке определённого интеграла) .  
6. Если )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , то существует точка ],[ baс  

такая, что справедливо равенство )()()( abcfdxxf
b

a

  (теорема о среднем 

значении). Число 


b

a

dxxf
ab

cf )(1)(  называется при этом средним значе-

нием функции )(xf  непрерывной на отрезке ],[ ba . 
   Понятие определённого интеграла тесно связано с понятием неопределён-
ного интеграла (первообразной).  
   Если функция )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba  и )(xF - одна из её пер-
вообразных, то справедливо равенство:  

)()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

  (формула Ньютона-Лейбница). 

Следствиями формулы Ньютона-Лейбница являются формулы замены пере-
менной и интегрирования по частям в определённом интеграле.  
   Если функции )(xu  и )(xv  непрерывно дифференцируемы на ],[ ba , то  

 
b

a

b

a

b
a vduxvxuudv )()(  (формула интегрирования по частям). 

   Если функция )(tx  - непрерывно дифференцируема на отрезке ],[   и 
функция )(xf  непрерывна на отрезке ],[],[ badc  , где )(a , )(b  
( ],[ dc  -образ отрезка ],[  , т.е. отрезок для которого dtс  )(  при всех 

  t ), то  

  
b

a

dtttfdxxf




 )())(()(  (формула замены переменной). 
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При замене переменной в определённом интеграле в отличие от вычисления 
неопределённого не нужно возвращаться к исходному аргументу, так как 
преобразованный определённый интеграл берётся по тому отрезку, по кото-
рому изменяется новый аргумент.  
   При вычислении неопределённого интеграла по умолчанию предполага-
лось, что первообразная находится на тех промежутках, на которых выпол-
няемые преобразования подынтегральной функции являются тождественны-
ми. При вычислении же определённого интеграла первообразная находится 
на заданном отрезке, поэтому здесь уже необходимо следить за тождествен-
ностью выполняемых преобразований.  

Геометрические приложения определённого интеграла. 
   Площадь фигуры (рис.1) bxa  , )()( 21 xfyxf   равна  

 
b

a

dxxfxfS ))()(( 12 . 

   Площадь фигуры (рис.2) )()( 21 ygxyg  , dyc   равна  

 
d

c

dyygygS ))()(( 12 . 

         
                                  Рис.1                                                  Рис.2 
   Если фигура (рис.3) ограничена кривой, заданной параметрическими урав-
нениями )(txx  , )(tyy  , прямыми ax  , bx   и осью Ox , то её площадь 

равна dttxtyS
t

t
 
2

1

)()( , где 1t  и 2t  определяются из уравнений atx )( 1 , 

btx )( 2  ( 0)( ty  на отрезке ],[ 21 tt  ). 
   Площадь криволинейного сектора (рис.4)   , )()( 21  rrr  , где 

,r  - полярные координаты, равна  




 drrS ))()((
2
1 2

1
2

2 . 
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                              Рис.3                                                      Рис.4 
   Длина дуги плоской кривой )(xfy  , bxa   равна          

dxyL
b

a
x  2)(1 . 

   Длина дуги плоской кривой, заданной параметрическими уравнениями  

)(txx  , )(tyy  , 21 ttt  ,  равна dtyxL
t

t
tt 

2

1

22 )()( . 

   Длина дуги пространственной кривой, заданной параметрическими уравне-
ниями )(txx  , )(tyy  , )(tzz  , 21 ttt  , равна:  

dtzyxL
t

t
ttt 

2

1

222 )()()( . 

   Длина дуги плоской кривой, заданной в полярных координатах уравнением 

)(rr  ,   ,  равна   



 drrL   22 )( . 

   Если )(zSS   - площадь сечения тела плоскостью, перпендикулярной к оси 

Oz , в точке с аппликатой z , то объём этого тела равен 
b

a

dzzSV )( , где a  и 

b  - аппликаты крайних сечений тела. 
   Объём тела, образованного вращением вокруг оси Ox  плоской фигуры  

(рис.5) bxa  , )()(0 21 xfyxf   равен    dxxfxfV
b

a
x )]()([ 2

1
2

2   . 
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   Объём тела, образованного вращением вокруг оси Oy  плоской фигуры 

(рис.6) )()(0 21 ygxyg  , dyc  , равен  dyygygV
d

c
y )]()([ 2

1
2
2   . 

   Объём тела, образованного вращением вокруг оси Oy  фигуры (рис.7) 

bxa 0 , )()(0 21 xfyxf  ,  равен dxxfxfxV
b

a
y )]()([2 12   . 

      
         Рис.5                                          Рис.6                                          Рис.7 
Тема. Несобственные интегралы. 
1. Интегралы с бесконечными пределами. 
   Если функция )(xfy   интегрируема на отрезке ],[ ba , то несобственным 
интегралом первого рода от функции )(xf  на промежутке ),[ a  называ-

ется 

b

a
b

dxxf )(lim  и обозначается 


a

dxxf )( , т.е. 


a

dxxf )( 

b

a
b

dxxf )(lim .  

Аналогично: 


b

dxxf )( 

b

a
a

dxxf )(lim . 

   Если предел существует и конечен, то несобственный интеграл называется 
сходящимся, в противном случае – расходящимся. 

   Несобственный интеграл 




dxxf )( определяется равенством:  

 







с

c

dxxfdxxfdxxf )()()( , где Rс - произвольное число, причём ин-

теграл в левой части равенства сходится, если сходятся оба интеграла в пра-
вой части. 
 
2. Интегралы от неограниченных функций. 
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   Если функция )(xfy   интегрируема при bxa   и 


)(lim
0

xf
bx

, то 

несобственным интегралом второго рода от функции )(xf  на отрезке 

],[ ba  называется 








b

a
dxxf )(lim

0
 и обозначается 

b

a

dxxf )( , 

т.е. 
b

a

dxxf )( 








b

a
dxxf )(lim

0
. Аналогично, в случае bxa   и 




)(lim xf
cx

: 
b

a

dxxf )( 




b

a
dxxf




)(lim
0

. 

   Если предел существует и конечен, то несобственный интеграл называется 
сходящимся, в противном случае – расходящимся. 
 
Тема. Кратные интегралы. 
   Замкнутую область  )()(,:),( 21 xyxbxayxD   , где функции 

)(1 x , )(2 x  - непрерывны и заданы одним аналитическим выражением на 
отрезке ],[ ba , будем называть элементарной в направлении оси Оy  и обо-
значать yD  (рис.8).  

   Замкнутую область  dycyxyyxD  ),()(:),( 21  , где функции 
)(1 y , )(2 y  - непрерывны и заданы одним аналитическим выражением на 

отрезке ],[ dc , будем называть элементарной в направлении оси Оx  и обо-
значать xD  (рис.9).  

                 
                       Рис.8                                                                Рис.9 
   Область, элементарная в направлении одной из осей, не обязана быть эле-
ментарной  в направлении другой. 
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   Выражение  
b

a

x

x

dyyxfdx
)(2

)(1

),(




  называется  повторным  интегралом  от  

функции ),( yxf  по области yD , а выражение  
d

c

y

y

dxyxfdy
)(2

)(1

),(




 называется 

повторным интегралом от функции ),( yxf  по области xD .  
   В повторных интегралах сначала вычисляются внутренние интегралы, при-
чём интегрирование производится по внутренней переменной, а внешняя 
переменная считается постоянной. В результате получится подынтегральная 
функция для внешнего интеграла, интегрируя которую получим число. 

   Имеет место равенство  
b

a

x

x

dyyxfdx
)(2

)(1

),(




=  
d

c

y

y

dxyxfdy
)(2

)(1

),(




, если 

yx DDD  . Если D  не является множеством такого вида, то при измене-
нии порядка интегрирования, её представляют в виде конечного объединения 

непересекающихся (без общих внутренних точек) областей i

k

i
DD

1
 , каж-

дая из которых является элементарной в направлении той или другой коор-
динатной оси. Тогда в силу аддитивности повторный интеграл по области D  
будет равен сумме повторных интегралов по областям kDDD ,,, 21  . 

   Представление области D  в виде i

k

i
DD

1
 , часто существенно упрощает-

ся при изображении области D  на чертеже. 
   Двойным интегралом от непрерывной функции ),( yxf  по ограниченной 
замкнутой области D  называется число 

ji
i j

ji
D y

x
yxyxfdxdyyxf

j

i
 




),(l),(

0max
0max

im , где iii xxx  1 , 

jjj yyy  1  и суммирование ведётся по тем значениям i  и j , для кото-

рых Dyx ji ),( . 

   Двойной интеграл по области yDD   вычисляется по формуле  

 
D

dxdyyxf ),(  
b

a

x

x

dyyxfdx
)(2

)(1

),(




. 

   Двойной интеграл по области xDD   вычисляется по формуле 
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 
D

dxdyyxf ),(  
d

c

y

y

dxyxfdy
)(2

)(1

),(




. 

   Если D  не является множеством такого вида, то её представляют в виде 
объединения непересекающихся (без общих внутренних точек) областей 

i

k

i
DD

1
 , каждая из которых является элементарной в направлении той или 

другой оси. Разбиение зависит от желаемого порядка расстановки пределов 
интегрирования. Тогда в силу аддитивности двойного интеграла  

 
D

dxdyyxf ),( 


k

i Di

dxdyyxf
1

),( . 

   При переходе в двойном интеграле от прямоугольных координат ),( yx к 
полярным координатам ),( r , связанным с прямоугольными координатами 
соотношениями cosrx  , sinry  , имеет  место формула 


D

dxdyyxf ),( 
D

rdrdrrf  )sin,cos( , где D  - область интегрирования 

в плоскости переменных   и r .  

   Если область D  имеет вид  )()(,:),( 21  rrrrD  , где 
функции )(1 r , )(2 r  - непрерывны и заданы одним аналитическим выраже-

нием на отрезке ],[  , то двойной интеграл 
D

rdrdrf  ),(1 , где 

)sin,cos(),(1  rrfrf  , вычисляется по формуле 


D

rdrdrf  ),(1  









)(2

)(1

1 ),(
r

r

rdrrfd . Если область интегрирования D  не 

принадлежит к рассмотренному виду, то её разбивают на части, каждая из 
которых является областью данного вида.  
   Площадь области D  вычисляется по формуле 

D
D dxdyS . При перехо-

де в двойном интеграле от прямоугольных координат ),( yx  к полярным ко-

ординатам ),( r , имеет  место формула DS 
D

rdrd , где D  - область 

интегрирования в плоскости переменных   и r .  
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   Среднее значение непрерывной функции ),( yxf  в области D  вычисляет-

ся по формуле 
DD

ср dxdyyxf
S

f ),(1 . 

   Объём υ цилиндроида, ограниченного сверху непрерывной поверхностью 
),( yxfz  , снизу плоскостью 0z  и с боков прямой цилиндрической по-

верхностью, вырезающей на плоскости Oxy  область D , вычисляется по 

формуле  υ 
D

dxdyyxf ),( . При переходе в двойном интеграле от прямо-

угольных координат ),( yx  к полярным координатам ),( r , имеет  место 

формула υ 



D

rdrdrrf  )sin,cos( , где D  - область интегрирования в 

плоскости переменных   и r .  
 
Тема. Дифференциальные уравнения первого порядка. 

   Уравнение вида 0),,( yyxF , где )(xyy  - искомая функция, называется 
обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка. Функция 

)(xy  , обращающая уравнение в тождество, называется решением урав-
нения, а график этой функции – интегральной кривой. Если решение урав-
нения задано в неявном виде 0),(  yx , то оно обычно называется инте-
гралом уравнения. Процесс нахождения решений называется интегрирова-
нием дифференциального уравнения. 
   Уравнение вида ),( yxfy  , где ),( yxf - заданная функция переменных x  
и y , называется ДУ первого порядка, разрешённым относительно произ-
водной. Эту форму записи ДУ называют нормальной. Учитывая, что 

dxdyy  , ДУ первого порядка, разрешённое относительно производной, 
можно всегда записать в дифференциальной форме: 

0),(),(  dyyxQdxyxP , где ),( yxP  и ),( yxQ  - заданные функции пере-
менных x  и y .  
   Условие 00 )( yxy  , где 0x , 0y -заданные числа, называется начальным 
условием. Задача нахождения решения уравнения ),( yxfy  , удовлетво-
ряющего заданному начальному условию 00 )( yxy  , называется задачей 
Коши. 
   Общим решением ДУ первого порядка называется решение ),( Сxy  , 
зависящее от одной произвольной постоянной С , такое, из которого при 
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надлежащем выборе значения постоянной 0СС   можно получить решение 
),( 0Сxy  , удовлетворяющее заданному начальному условию 00 )( yxy  . 

Общее решение, заданное в неявном виде 0),,(  Cyx , называется общим 
интегралом уравнения.  
   Частным решением ДУ первого порядка называется решение 

),( 0Сxy  , получаемое из общего при конкретном значении постоянной 

0СС   (при этом не исключаются и значения С ). Частное решение, 
заданное в неявном виде 0),,( 0  Cyx , называется частным интегралом 
уравнения. 
   Решение ДУ первого порядка, в каждой точке которого нарушается единст-
венность решения задачи Коши, называется особым. Особое решение не со-
держится в формуле общего решения ни при каком числовом значении про-
извольной постоянной, включая С . Особое решение всегда можно об-
наружить в процессе построения общего решения (общего интеграла) данно-
го ДУ. Это те решения, которые могут быть утеряны при преобразованиях 
данного уравнения, переводящих это уравнение в его общее решение (общий 
интеграл).   
   ДУ вида 0)()(  dyyQdxxP  называется уравнением с разделёнными пе-

ременными. Его общий интеграл имеет вид    CdyyQdxxP )()( .  

   ДУ вида )()( ygxfy   или 0)()()()( 2211  dyyQxPdxyQxP  называется 
уравнением с разделяющимися  переменными. Его интегрирование, путём 
деления обеих частей уравнения на )(yg  или )()( 21 xPyQ  , сводится (с учё-
том dxdyy  ) к интегрированию уравнения с разделёнными переменными.  
   При выполнении деления возможна потеря решений, для которых 0)( yg  
или 0)()( 21  xPyQ . Потерянные решения или содержатся в формуле обще-
го решения при каком-то конкретном значении произвольной постоянной 
(при этом не исключаются и значения С ) или  являются особыми ре-
шениями.  
   Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка – 
значит: 1) найти его общее решение ),( Cxy   или общий интеграл 

0),,(  Cyx ; 2) найти то частное решение ),( 0Cxy   (частный интеграл 
0),,( 0  Cyx ) которое удовлетворяет заданному начальному условию 

00 )( yxy   . 



101 

   Дифференциальное уравнение вида  xyfy   или 
0),(),(  dyyxQdxyxP , где ),( yxP  и ),( yxQ  - однородные функции оди-

наковой степени, называется однородным.  
   Функция ),( yxf , обладающая свойством ),(),( yxfyxf    при всех 

0 , называется однородной функцией степени  .  
   Однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися пере-
менными подстановкой xuy  , uxuy   или xduudxdy  , где 

)(xuu  - новая неизвестная функция. Интегрируя ДУ с разделяющимися 
переменными относительно функции )(xu  и возвращаясь к искомой функции 

)(xy , находим общее решение исходного уравнения. Иногда целесообразно 
вместо подстановки xuy  , использовать подстановку yux  , где )(yuu  - 
новая неизвестная функция. 
   Уравнение вида )()( xqyxpy   называется линейным. Уравнение 

0)(  yxpy , в котором правая часть тождественно равна нулю, называется 
однородным линейным уравнением. 
   Общее решение неоднородного линейного уравнения находится подстанов-
кой vuу  , vuvuy  , где )(xuu   и )(xvv   - неизвестные функции 
от x . Уравнение тогда примет вид )(])([ xqvuvuxpu  . Приравняв 
нулю выражение в скобках, получим уравнение с разделяющимися перемен-
ными 0)(  uxpu , из которого найдём )(xu  в виде его частного решения 

 dxxpu e )( , где  dxxp )( - какая-нибудь первообразная для )(xp . Под-

ставив затем найденное выражение )(xu  в уравнение 
)(])([ xqvuvuxpu  , получим уравнение с разделяющимися перемен-

ными )(xqvu  , из которого найдём )(xv  в виде его общего решения. В ре-
зультате найдём и общее решение исходного уравнения в виде vuy  .  

   Уравнение вида yxqyxpy )()(  , где 0  и 1 , называется урав-
нением Бернулли. Решение уравнения Бернулли, также как и линейного,  
находится подстановкой vuу  .  
 
Тема. Дифференциальные уравнения высших порядков. Системы 
дифференциальных уравнений. 
   Уравнение вида 0),,,,( )(  nyyyxF  , где )(xyy  - искомая функция, 
называется дифференциальным уравнением n -го порядка. Функция 
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)(xy  , обращающая уравнение в тождество, называется решением урав-
нения, а график этой функции – интегральной кривой. Если решение урав-
нения задано в неявном виде 0),(  yx , то оно называется интегралом 
уравнения. 
   Уравнение вида ),,,,( )1()(  nn yyyxfy  , называется уравнением, раз-
решённым относительно старшей производной. Эту форму записи ДУ n -
го порядка называют нормальной. 
   Условия 00 )( yxy  , 00 )( yxy  ,…, )1(

00
)1( )(   nn yxy , где 

0x , 0y , 0y ,…, )1(
0
ny  - заданные числа, называются начальными условиями. 

Задача нахождения решения уравнения ),,,,( )1()(  nn yyyxfy  , удовле-
творяющего заданным начальным условиям, называется задачей Коши. 
   Общим решением ДУ n -го порядка называется решение 

),,,,( 21 nCCСxy  , зависящее от n  произвольных постоянных 

nCCС ,,, 21  , такое, из которого при надлежащем выборе значений посто-
янных 0202101 ,,, nn CCСССС    можно получить решение 

),,,,( 02010 nCCСxy  , удовлетворяющее заданным начальным условиям 

00 )( yxy  , 00 )( yxy  ,…, )1(
00

)1( )(   nn yxy . Общее решение, заданное в 
неявном виде 0),,,,,( 21  nCCCyx  , называется общим интегралом 
уравнения.  
   Частным решением ДУ n -го порядка называется решение 

),,,( 010 nCСxy  , получаемое из общего при конкретных значениях по-
стоянных 0101 ,, nn CCСС   . Частное решение, заданное в неявном виде 

0),,,,( 010  nCCyx  , называется частным интегралом. 
   Если для искомого частного решения ),,,( 010 nCСxy   уравнения 

),,,,( )1()(  nn yyyxfy   заданы начальные условия 

00 )( yxy  , 00 )( yxy  ,…, )1(
00

)1( )(   nn yxy  и известно общее решение 
),,,,( 21 nCCСxy   уравнения, то значения 02010 ,,, nCCС   произволь-

ных  постоянных  определяются,  если  это   возможно, из системы уравнений  
















 )1(
0210

)1(

0210

0210

),,,,(

),,,,(
),,,,(

n
n

n

n

n

yCCCx

yCCCx
yCCCx











. 
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   Уравнение вида )()( xfy n   называется простейшим дифференциальным 
уравнением n -го порядка. Его общее решение находят, выполняя последо-
вательно n  интегрирований, и записывают в виде  

n
nn

n

CxCxCdxxfdxy     
  

 2
2

1
1

раз

)( . 

   Уравнение вида 0),,,,( )()1()(  nkk yyyxF  , nk 1 , не содержащее яв-

но искомой функции )(xy , с помощью подстановки zy k )( , где )(xzz  - 
новая неизвестная функция, приводится к уравнению )( kn   порядка 

0),,,,( )(  knzzzxF  . 
   Функции )(11 xyy  , )(22 xyy  ,…, )(xyy mm   называются линейно за-
висимыми на ),( ba , если существуют постоянные 1 , 2 ,…, m , не все 
равные нулю, такие, что 02211  mm yyy    для всех ),( bax . Ес-
ли равенство выполняется для всех ),( bax  только при условии 

m  21 , то данные функции называются линейно независимыми 
на ),( ba .  

   Определитель 

)1()1(
2

)1(
1

21

21

21 ],,,[)(






m
m

mm

m

m

m

yyy

yyy
yyy

yyyWxW










  назы-

вается определителем Вронского (вронскианом). 
   Если функции )(1 xy , )(2 xy ,…, )(xym  линейно зависимы на ),( ba , то оп-
ределитель Вронского 0],,,[)( 21  myyyWxW   для всех ),( bax  (необ-
ходимое условие линейной зависимости).   
   Если 0],,,[)( 21  myyyWxW   хотя бы в одной точке ),( bax , то 
функции )(1 xy , )(2 xy ,…, )(xym  линейно независимы на ),( ba  (достаточ-
ное условие линейной независимости). 
   Уравнение вида )()1(

1
)( xfyayay n

nn     называется линейным 
дифференциальным уравнением (ЛДУ) n -го порядка , где коэффициенты 

naaa ,,, 21  - непрерывные функции или постоянные. Если 0)( xf , то 
уравнение называется однородным. Однородное линейным уравнение n -го 
порядка имеет вид 0)1(

1
)(   yayay n

nn  . 
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   Любая система из n  линейно независимых частных решений 
)(1 xy , )(2 xy ,…, )(xyn  однородного линейного уравнения называется фун-

даментальной системой его решений.  
   Общее решение однородного линейного уравнения 

0)1(
1

)(   yayay n
nn   имеет вид nn yCyCyCy  2211 , где 

nyyy ,,, 21   - фундаментальная система его решений; nCCC ,,, 21   - про-
извольные постоянные . 
   Фундаментальная система решений nyyy ,,, 21   однородного ЛДУ с по-

стоянными коэффициентами 0)1(
1

)(   yayay n
nn   строится на основе 

характера корней характеристического уравнения 
01

1
1  


nn

nn aaa   .  
А именно: 1) если   - действительный простой корень характеристического 
уравнения, то ему в ФСР соответствует частное решение xe  дифференци-
ального уравнения; 2) если   - действительный корень кратности k , то ему 
в ФСР соответствует  k  линейно независимых частных решений: 

xe , xxe , xex 2 ,…, xex k 1 ; 3) если  i2,1  - пара простых ком-
плексно-сопряжённых корней характеристического уравнения, то ей в ФСР 
соответствует два линейно независимых частных решения: xсose x  , 

xe x  sin ; 4) если  i2,1  - пара комплексно-сопряжённых корней 
кратности k , то ей в ФСР соответствует k2  линейно независимых частных 
решений: xсose x  , xe x  sin , xсosxe x  , xxe x  sin ,   

, xсosex xk 1 , xex xk  sin1 .  

   Общее решение неоднородного ЛДУ )()1(
1

)( xfyayay n
nn     имеет 

вид yyy ~
0  , где nn yCyCyCy  22110  - общее решение соответ-

ствующего однородного уравнения, y~  - какое-нибудь частное решение дан-
ного неоднородного уравнения.  
   Частное решение y~  уравнения с правой частью специального вида 

]sin)(cos)([)( xxQxxPexf lm
x    ищется методом неопределённых 

коэффициентов в виде ]sin)(cos)([~ xxTxxSexy NN
xk   , где 0k , 

если число  i  не является корнем характеристического уравнения, и 
k  равно кратности корня  i  в противном случае; )(xS N  и )(xTN - 
полные многочлены степени },max{ lmN  с неопределёнными коэффици-
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ентами. Примерами полных многочленов с неопределёнными коэффициен-
тами степени ,3,2,1,0  соответственно являются: A , BAx  , 

CBxAx 2 , DCxBxAx  23 ,…. Для нахождения коэффициентов мно-
гочленов )(xS N  и )(xTN , надо подставить решение y~  в неоднородное 
дифференциальное уравнение и приравнять коэффициенты при подобных 
членах в левой и правой частях полученного равенства. В результате полу-
чим систему уравнений, решив которую, найдём значения коэффициентов.   
   Частное решение y~  неоднородного ЛДУ с правой частью 

)()()( 21 xfxfxf   равно сумме частных решений 21
~~~ yyy   неоднород-

ных уравнений с той же левой частью и правыми частями  21 , ff  (принцип 
наложения решений).  

   Частное решение y~  уравнения с любой правой частью )(xf  может быть 
найдено методом вариации произвольных постоянных. Для дифференци-
ального уравнения второго порядка )(21 xfyayay   метод состоит в 
следующем. Если известна фундаментальная система решений 21 , yy  одно-
родного уравнения 021  yayay , то частное решение соответствующе-
го неоднородного уравнения ищется в виде 2211 )()(~ yxCyxCy  , где неиз-
вестные функции )(1 xС , )(2 xС  определяются из системы уравнений:  

)(
0

)()(
)()(

2211

2211

xfyxCyxС
yxCyxС








. 

   Система дифференциальных уравнений вида ),,,,( 21 ni
i yyyxf

dx
dy

  

),,2,1( ni  , где )(xyy ii  - искомые функции, называется нормальной 
системой дифференциальных уравнений. Число n  называется  порядком 
системы. Совокупность n  функций )(11 xy  , )(22 xy  ,…, )(xy nn   
обращающих каждое уравнение системы в тождество, называется решением 
этой системы. 
   Условия 1001 )( yxy  , 2002 )( yxy  ,…, 00 )( nn yxy  , где 0x , 10y , 

20y ,…, 0ny  - заданные числа, называются начальными условиями. Задача 
нахождения решения нормальной системы уравнений, удовлетворяющего 
заданным начальным условиям, называется задачей Коши. 
   Общим решением нормальной системы ДУ называется решение:  

),,,( 111 nCСxy  , ),,,( 122 nCСxy  ,…, ),,,( 1 nnn CСxy  , 
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зависящее от n  произвольных постоянных nCCС ,,, 21  , такое, из которого 
при надлежащем выборе значений постоянных 0101 ,, nn CCСС    можно 
получить решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям 

1001 )( yxy  ,…, 00 )( nn yxy  . Общее решение, заданное в неявном виде 

ini Cyyyx  ),,,,( 21  , ),,2,1( ni   называется общим интегралом сис-
темы. 
   Частным решением системы называется решение 

),( 0,,1011 nCСxy  , ),( 0,,1022 nCСxy  ,…, ),( 0,,10 nnn CСxy  ,  полу-
чаемое из общего при конкретных значениях постоянных 

0101 ,, nn CCСС   . Если для искомого частного решения системы заданы 
начальные условия 1001 )( yxy  ,…, 00 )( nn yxy   и известно общее решение 

),,,( 111 nCСxy  ,,…, ),,,( 1 nnn CСxy  системы, то значения 

010 ,, nCС   произвольных постоянных определяются, если это возможно, из 

системы уравнений 












0210

102101

),,,,(

),,,,(

nnn

n

yCCCx

yCCCx








. 

   Нормальные системы ДУ с небольшим числом уравнений решают мето-
дом исключения неизвестных функций приводя их к одному дифференци-
альному уравнению n -го порядка или к нескольким уравнениям порядка, 
меньшего чем n .  
   Для нахождения решения, например, нормальной системы двух уравнений 

),,( yxtf
dt
dx

 , ),,( yxtg
dt
dy

 , где )(txx  , )(tyy  - неизвестные функции 

независимой переменной t  поступают следующим образом. Сначала диф-
ференцируют по t  первое из уравнений системы и получают уравнение 

),,(),,(
2

2
yxtg

y
fyxtf

x
f

t
f

dt
xd












 . Затем определяют y  из первого урав-

нения системы и подставляют найденное выражение  txxtyy  ,,  в уравне-

ние g
y
ff

x
f

t
f

dt
xd













2

2
. В результате получают ДУ второго порядка от-

носительно неизвестной функции )(tx , решая которое находят 
),,( 21 CCxx  , где 1C  и 2C  -произвольные постоянные. Подставляя 
),,( 21 CCtx   в формулу  txxtyy  ,, , определяют функцию 
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),,( 21 CCty  . Совокупность функций ),,( 21 CCtx  , ),,( 21 CCty   даёт 
общее решение системы. 

 
Тема. Числовые ряды.  
   Выражение вида   nuuu 21 , где ,, 21 uu - последовательность 

чисел, называется числовым рядом и обозначатся 


1n
nu . Ряд 





 

1
21

kn
nnn uuu   называется остатком n -ого порядка исходного 

ряда и обозначается nr . Сумма nn uuuS  21  n  первых членов ряда 
называется n -ой частичной суммой ряда. 

   Ряд 


1n
nu  называется сходящимся, если существует конечный предел 

SSnn



lim  и расходящимся, если предел не существует. Число S  называ-

ется суммой сходящегося ряда, при этом пишут 





1n
nuS . Одновременно с 

рядом 


1n
nu  сходится и расходится его остаток nr . В случае сходящегося 

ряда его остаток записывают в виде nn SSr  . 
   Сходимость или расходимость ряда не нарушится, если прибавить или от-
бросить конечное число его членов. 

   Если ряд 


1n
nu  сходится, то 0lim 

 nu
n

 (необходимый признак сходимо-

сти ряда). Обратное утверждение неверно. 

   Если 0lim 
 nu

n
, то ряд 



1n
nu  расходится (достаточный признак расхо-

димости ряда). 

   Признак сравнения. Если для рядов 


1
:

n
nuU  и 



1
:

n
nvV , начиная с неко-

торого 0n , для всех 0nn   выполняется условие nn vu 0 , то из сходимо-
сти ряда V  следует сходимость ряда U , из расходимости ряда U  следует 
расходимость ряда V .  
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   Предельный признак сравнения. Если существует конечный и отличный от 

нуля предел 
n

n
n v

u


lim  (в частности, если nu ~ nv  при n ), то ряды 


1n
nu  

и 


1n
nv  ( 0nu , 0nv  начиная с некоторого 0n ) сходятся или расходятся 

одновременно.  
   Для применения признаков сравнения необходимо наличие «эталонных» 
рядов, сходимость или расходимость которых известна. В качестве «эталон-
ных» рядов широко используются: 1) обобщённый гармонический ряд 




1

1

n
pn

, который сходится при 1p  и расходится при 1p ; 2) геометриче-

ский ряд 






1

1

n

nq , который сходится при 10  q , при этом его сумма равна 

q
S




1
1  и расходится при 1q . Таким образом, для применения признаков 

сравнения нужно найти последовательность 
pn

A  или nBq , где BA,  - неко-

торые числа, такую, что nu ~
pn

A  или nu ~ nBq  при n .  

   Полезно иметь в виду эквивалентности (при n , 0p ): 









pn

1sin ~ 







pn

tg 1 ~ 







pn

1arcsin ~ 







pn

arctg 1 ~ 









pn
11ln ~

pn
1 , 

!n ~ nn enn 2 , 

а также оценки nn nnann  !)(ln   ( 1,0,0  a ), имеющие ме-
сто, начиная с некоторого 0n , для всех 0nn  .  

   Признак Даламбера. Если для ряда


1n
nu  ( 0nu начиная с некоторого 

0n ) L
u

u

n

n
n





1lim , то ряд сходится при 1L  и расходится при 1L . Если 

1L , то ряд может сходится или расходится; в этом случае его сходимость 
исследуется с помощью других признаков. 
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   Признак Коши (радикальный). Если для ряда


1n
nu  ( 0nu начиная с не-

которого 0n ) Lun
nn



lim , то ряд сходится при 1L  и расходится при 

1L . Если 1L , то ряд может сходится или расходится; в этом случае его 
сходимость исследуется с помощью других признаков. 
   При применении признака Коши полезно иметь в виду, что: 1lim 



n
n

n , 

1lnlim 


n
n

n , 1)(lim 


n
mn

nP , где )(nPm - многочлен порядка m  относи-

тельно n . 
   Интегральный признак Коши. Если )(nfun  , где функция )(xf  поло-

жительна, монотонно убывает и непрерывна при 10  nx , то ряд 


1n
nu  и 

интеграл 


0

)(
n

dxxf  сходятся или расходятся одновременно. 

   Ряд 


1n
nu  называется абсолютно сходящимся, если ряд 



1
||

n
nu  сходит-

ся. Сходящийся ряд 


1n
nu  называется условно сходящимся, если ряд 




1
||

n
nu  расходится. 

   Сумма абсолютно сходящегося ряда не изменяется при перестановке чле-
нов ряда. Сумму условно сходящегося ряда путём перестановки его членов 
можно сделать равной любому числу.  

   Если ряд 


1n
nu  абсолютно сходится, то он является сходящимся (доста-

точный признак сходимости знакопеременного ряда). 
   Для исследования ряда на абсолютную сходимость используют известные 

признаки сходимости знакоположительных рядов. В частности, ряд 


1n
nu  

сходится абсолютно, если 11lim 

 n

n
n u

u
 или 1||lim 


n

nn
u . В общем случае 
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из расходимости ряда 


1
||

n
nu  не следует расходимость ряда 



1n
nu . Но если 

11lim 

 n

n
n u

u
 или 1||lim 


n

nn
u , то расходится не только ряд 



1
||

n
nu , но и 

ряд 


1n
nu . 

   Ряд называется знакочередующимся, если все его соседние члены имеют 
разные знаки. 
   Признак Лейбница. Если для знакочередующегося ряда 

   n
n uuuuu 1

4321 )1( 





1

1)1(
n

n
n u  ( 0nu ) модуль его об-

щего члена || nu  монотонно стремится к нулю, т.е. выполнены условия: 1) 
 321 uuu  (может начать выполняться начиная с некоторого 0n ); 2) 

0lim 


nn
u , то знакочередующийся ряд сходится (по крайней мере условно). 

Для остатка ряда nr  в этом случае справедлива оценка 1||  nn ur .  
   Сумму знакочередующегося ряда с заданной степенью точности   вычис-

ляют по приближённой формуле 
0nSS 

0
10

4321 )1( n
n uuuuu   , 

где 0n - минимальный из номеров, дл которых 1nu .  
 
Тема. Функциональные ряды. 
   Выражение вида   )()()( 21 xuxuxu n , где )(,),( 21 xuxu - после-
довательность функций, определённых на одном и том же множестве RD  , 
называется функциональным рядом, определённым на D  и обозначается 




1
)(

n
xun . Функция )()()( 1 xuxuxS nn    называется n -ой частичной 

суммой функционального ряда. 

   Точка Dx 0 , в которой сходится числовой ряд 


1
)( 0

n
xun , называется 

точкой сходимости функционального ряда. Множество DD 0 , состоящее 
из всех точек сходимости функционального ряда, называется его областью 
сходимости. Область 0D сходимости функционального ряда обычно уже, 
чем область его определения D .  
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      Ряд 


1
)(

n
n xu  называется абсолютно сходящимся на множестве D , 

если при всех Dx  сходится ряд 


1
|)(|

n
n xu . Всякий ряд, абсолютно схо-

дящийся на множестве D , сходится на этом множестве. Область D  абсо-
лютной сходимости ряда обычно уже его области сходимости 0D .  
   Функцию )(xS , определённую в области сходимости 0D  функционального 
ряда такую, что при любом фиксированном 0Dx  )()(lim xSxSnn




, назы-

вают суммой ряда и пишут 





1
)()(

n
xuxS n . При 0Dx  остаток ряда пред-

ставляет собой также функцию )()()( xSxSxr nn  , где 0)( xrn  при 
n  и при любом 0Dx  .  

Для нахождения области сходимости ряда 


1
)(

n
xun  применяют известные 

признаки сходимости числовых рядов, считая Dx  фиксированным.  
   В частности, на основании признаков Даламбера и Коши (радикального) 
можно утверждать, что ряд сходится (и притом абсолютно), если 

1)(
)(
)(1lim 


xL

xu
xu

n

n
n

 и 1)(|)(|lim 


xLxun
nn

, соответственно, и расхо-

дится, если 1)( xL . В точках x , в которых 1)( xL , сходимость ряда ис-
следуют с помощью других признаков (например, признаков сравнения, ин-
тегрального признака Коши, признака Лейбница) .  
 
Тема. Степенные ряды. Ряды Тейлора и Маклорена. 
   Степенным рядом называется функциональный ряд вида 






2
020100 )()()(

0
xxaxxaaxxa

n

n
n , где 0, xai - действитель-

ные числа. Числа ia  называются коэффициентами ряда. 
   Всякий степенной ряд сходится в точке 0xx  . 

   Радиусом сходимости степенного ряда 





0
)( 0

n

n
n xxa  называется число 

R  такое, что при Rxx  || 0  ряд сходится (и притом абсолютно), а при 
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Rxx  || 0  расходится. Интервал ),( 00 RxRx   при этом называется ин-
тервалом сходимости ряда. На концах интервала сходимости, т.е. в точках 

Rxx  0 , ряд может как сходится, так и расходится. 
   Областью сходимости степенного ряда является интервал сходимости 

),( 00 RxRx  , к которому присоединяются точки Rx 0 , если в них ряд 
сходится. В частности, радиус сходимости R  может быть равен 0 , тогда 
область сходимости ряда состоит из одной точки 0x , и  , тогда областью 
сходимости ряда является вся числовая прямая) .  
   Интервал сходимости ),( 00 RxRx  определяют обычно с помощью при-
знаков Даламбера или Коши (радикального), вычисляя пределы 

)(
)(
)(1lim xL

xu
xu

n

n
n




 или )(|)(|lim xLxun

nn



 и решая неравенство 1)( xL . 

   Внутри общего интервала сходимости ),( 00 RxRx   степенные ряды 
можно почленно складывать и вычитать, полученные при этом ряды имеют 
тот же интервал сходимости: 















000
))(()()( 000

nnn

n
nn

n
n

n
n xxbaxxbxxa . 

   Внутри интервала сходимости ),( 00 RxRx   степенной ряд можно по-
членно дифференцировать и интегрировать, полученные при этом ряды име-
ют тот же интервал сходимости: 

1) 




















10

1
00 )()(

nn

n
n

n
n xxnaxxa

dx
d ; 

2) С
n

xxa
dxxxa

nn

n
nn

n 













  











00 )1(
)(

)(
1

0
0 . 

   Степенной ряд n
n

xx
n

xf

n
)(

!
)(

0
0

)(

0





называется рядом Тейлора функции 

)(xf  в точке 0xx  . При 00 x  ряд Тейлора называется рядом Маклорена: 












2
)(

!2
)0(

!1
)0()0(

!
)0(

0
xfxffx

n
f n

n

n
.  

   Представление функции )(xf  в виде n
n

xx
n

xf
xf

n
)(

!
)(

)( 0
0

)(

0





, называ-

ется разложением )(xf  в ряд Тейлора. Равенство имеет место тогда и только 
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тогда, когда остаток ряда k
n

k

k

n xx
k

xf
xfxr )(

!
)(

)()( 0
1

0
)(

 


0  при 

n  для всех x  из некоторой окрестности точки 0x , входящей в интервал 
сходимости ряда. Для оценки остатка ряда Тейлора часто пользуются форму-

лой ))((
!)1(

)(
)( 00

)1(
1

0 xxxf
n

xx
xr n

n

n 



 



 , где 10  .  

 
Тема. Тригонометричекий ряд. Ряд Фурье.  
   Тригонометрическим рядом Фурье функции )(xf  на отрезке ],[   назы-

вается функциональный ряд вида 











 
1

0 sincos
2 n

nn
xnbxna

а



, где чис-

ла na  и nb , называемые коэффициентами Фурье функции )(xf , вычисля-
ются по формулам: 










dxxnxfan
cos)(1  , 









dxxnxfbn
sin)(1 , ,2,1,0n . 

   Функция )(xf  называется кусочно-монотонной на отрезке ],[  , если 
этот отрезок можно разбить конечным числом точек 121 ,...,, kxxx  на интер-
валы ),(),...,,(),,( 1211  kxxxx  так, что на каждом из интервалов функция 
либо только возрастает, либо только убывает, либо постоянна.  
   Если функция )(xf  на отрезке ],[   кусочно-монотонна и непрерывна, за 
исключением, быть может, конечного числа точек разрыва первого рода, то 
во всякой точке ),( x , в которой )(xf  непрерывна, функцию можно 
разложить в тригонометрический ряд Фурье 













 
1

0 sincos
2

)(
n

nn
xn

b
xn

a
а

xf



. В точках разрыва ),( x  функ-

ции )(xf  и точках x  сумма ряда Фурье определяется формулами 

2
)0()0()( 


xfxfxS  и 

2
)0()0()()( 


 ffSS .  

   В частности, если: 1) функция )(xf  - чётная, то в точках ),( x  не-
прерывности функции имеет место разложение 














1

0 cos
2

)(
n

n
xn

a
а

xf



,где 



0

cos)(2 dx
xn

xfan


, ,2,1,0n ; 
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2) функция )(xf  - нечётная, то в точках ),( x  непрерывности функции 

имеет место разложение 












1

sin)(
n

n
xn

bxf



, где 



0

sin)(2 dx
xn

xfbn


, 

,2,1n .  Если функция )(xf  задана только в интервале ),0(  , то её можно 
продолжить в интервал )0,(   либо как чётную, либо как нечётную, а затем 
разложить её в интервале ),0(   в неполный ряд Фурье по синусам или по 
косинусам. 
 

Тема. Случайные события и их вероятности. 
1. Классическое и геометрическое определения вероятности.  
   При классическом определении вероятность )(AP  случайного события 

A  определяется равенством 
n
AmAP )()(  , где )(Am  - число элементарных 

исходов эксперимента (опыта, испытания), благоприятствующих появлению 
события A ; n - общее число равновозможных элементарных исходов экспе-
римента. Каждый из исходов (далее неделимых и взаимно исключающих 
друг друга) эксперимента называется его элементарным исходом (элемен-
тарным событием) и обозначается  . Элементарные исходы называются 
равновозможными, если в силу условий проведения эксперимента можно 
считать, что ни один из них не является объективно более возможным, чем 
другие. Множество всех элементарных исходов эксперимента называется 
пространством элементарных исходов и обозначается  . Исход   назы-
вается благоприятствующим данному событию, если его появление влечёт 
за собой наступление такого события.  
   Противоположным событию A  называется событие A , состоящее в том, 
что событие A  не происходит. Например, противоположным событию, оп-
ределяемому словами «хотя бы один…» является событие, определяемое 
словами «ни один…». Если вероятность )(AP  известна или легко может 

быть найдена, то вероятность )(AP  вычисляют по формуле: )(1)( APAP  .  
   Для вычисления общего числа n  элементарных исходов и числа )(Am  эле-
ментарных исходов, благоприятствующих рассматриваемому событию, ши-
роко используются правила и формулы комбинаторики. Одной из основных 
задач комбинаторики является подсчёт числа комбинаторных конфигураций 
(комбинаций элементов), образованных из элементов некоторых конечных 
множеств в соответствии с заданными правилами. Примерами таких комби-
наций являются перестановки, размещения и сочетания.  
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   Сочетаниями из n  элементов по m  называются комбинации элементов, 
отличающиеся друг от друга только составом элементов. Они рассматрива-
ются как элементарные исходы эксперимента, состоящего в одновременном 
выборе без возвращения любых m  элементов из n  различных элементов, а 
их общее число m

nС  определяется формулой: 

!)(!
!

mnm
n

C m
n 
 , где nnn  )1(321!  , 1!0  . 

   Размещениями из n  элементов по m  называются комбинации элементов, 
отличающиеся друг от друга как составом элементов, так и порядком их сле-
дования. Они рассматриваются как элементарные исходы эксперимента, со-
стоящего сначала в одновременном выборе без возвращения любых m  эле-
ментов из n  различных элементов, а затем в произвольном их упорядочива-

нии. Общее число m
nA размещений определяется формулой: 

!)(
!
mn

n
Am

n 
 . 

   Перестановками из n  элементов называются комбинации элементов, 
отличающиеся друг от друга только порядком их следования. Они рассмат-
риваются как элементарные исходы эксперимента, состоящего в произволь-
ном упорядочивании множества, состоящего из n  различных элементов, а их 
общее число nP  определяется формулой !nPn  . 
   Для подсчёта числа всевозможных комбинаторных конфигураций широко 
используются правила комбинаторики.  
   Пусть k ,,, 21   - элементы (действия) из некоторого конечного мно-
жества элементов (действий), которые можно выбрать (выполнить), соответ-
ственно, knnn ,,, 21   способами. Тогда справедливы следующие правила. 
Правило сложения. Осуществить выбор (выполнение) только одного из эле-
ментов (действий) можно knnnN  21  способами.  
Правило умножения. Осуществить последовательный выбор (выполнение) 
всех элементов (действий) можно knnnN  21  способами.  
   Пусть эксперимент состоит в том, что наудачу бросается точка в некоторую 
область  . Слово «наудачу» означает,  что в таком эксперименте все точки 
области   «равновозможны». В этом случае вероятность попадания точки в 
некоторую часть A  области   равна отношению меры (длины, площади, 

объёма) этой части к мере всей области  : 
)(
)()(




 AAP , в предположении, 

что указанные меры определены, причём 0)(  . Данное определение ве-
роятности события называют геометрическим определением вероятности. 
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2. Условная вероятность. Формулы  сложения и умножения вероятно-
стей. Формула полной вероятности. Формула Байеса. 
   Всякое случайное событие A  можно рассматривать как подмножество   
(обратное утверждение, вообще говоря, места не имеет), состоящее из всех 
тех  , которые благоприятствуют событию A  ( A ). Множество   
называют достоверным событием, а пустое множество  , являющееся по 
определению подмножеством  , называют невозможным событием.  
   Если BA  , то говорят, что событие A  влечёт событие B .  
   Произведением событий A  и B  называют событие BA  , происходящее 
тогда и только тогда, когда происходят одновременно оба события A и B . 
События A и B  называют несовместными, если BA .  
   Суммой событий A  и B  называют событие BA , происходящее тогда и 
только тогда, когда происходит хотя бы одно из событий A  или B .  
   Разностью событий A  и B  называют событие BA \ , происходящее то-
гда и только тогда, когда происходит событие A , но не происходит событие 
B . Событие AA \ , происходящее тогда и только тогда, когда событие 
A  не происходит, называют противоположным событию A . Разность со-

бытий BA \  всегда можно представить в виде BA \ BA  .  
   Из определений вероятности следуют следующие её свойства:  
1) 0)( P ; 2) 1)( P ;   3) 1)(0  AР ;   4) Если BA  , то )()( BPAP  ;  

5) )(1)( APAP  ;            6)











BA
BA

если
если

BAPBPAP
BPAP

BAP
),()()(

),()(
)( . 

   Пусть A  и B  - наблюдаемые события в эксперименте, причём 0)( AP . 
Условной вероятностью )|( ABP  осуществления события B   при условии, 
что событие A  произошло в результате данного эксперимента, называется 

величина, определяемая равенством: )|( ABP
)(

)(
AP

BAP 
 . 

   События A  и B , имеющие ненулевую вероятность, называются независи-
мыми, если выполняется равенство )()|( BPABP   или )()|( APBAP  , в 
противном случае события  A  и B  называются зависимыми.  
   Сложным называют событие, наблюдаемое в эксперименте и выраженное 
через другие наблюдаемые в том же эксперименте события с помощью до-
пустимых алгебраических операций над событиями. 
   Вероятность осуществления того или иного сложного события вычисляется 
с помощью формул умножения вероятностей:  
1) )|()()( ABPAPBAP  , 0)( AP ; 
2) )()()( BPAPBAP   (для независимых событий) 



117 

и формул сложения вероятностей:   
3) )()()()( BAPBPAPBAP  ; 
4) )()()( BPAPBAP   (для несовместных событий). 
   Пусть nHHH ,,, 21  - наблюдаемые события для данного эксперимента, 
попарно несовместные (  ji HH  при ji  ) и образующие полную груп-

пу событий (  nHHH 21 ). Такие события iH  принято называть 
гипотезами по отношению к событию A . Тогда для любого наблюдаемого в 
эксперименте события A  имеет место формула полной вероятности:  





n

i
ii HAPHPAP

1
)|()()( , где 0)( iHP . 

    Пусть nHHH ,,, 21   - совокупность гипотез по отношению к событию A , 
безусловные вероятности которых 0)( iHP , называемые априорными (до-
опытными), известны и пусть стало известно, что в результате эксперимента 
событие A  произошло. Тогда апостериорные (послеопытные) вероятности 

)|( AHP i  гипотез iH  при условии, что событие A  имело место, вычисля-
ются по формуле Байеса:  

)(
)|()(

)|(
AP

HAPHP
AHP ii

i


 , где 



n

i
ii HAPHPAP

1
)|()()( . 

   Формула Байеса позволяет переоценить вероятность каждой из гипотез по-
сле поступления дополнительной информации относительно осуществления 
тех или иных наблюдаемых событий.  
3. Схема Бернулли. Формула Бернулли. 
   Схемой Бернулли называют последовательность испытаний, удовлетво-
ряющую условиям: 1) результатом каждого испытания является один из двух 
возможных исходов: «успех» (появление некоторого события A ) и «неуда-
ча»; 2) испытания являются независимыми, т.е. вероятность «успеха» в каж-
дом следующем испытании не зависит от результатов предыдущих испыта-
ний; 3) вероятность «успеха» во всех испытаниях одинакова и равна 

pAP )( . 
   Вероятность )(kPn  того, что в n  испытаниях по схеме Бернулли произой-
дёт ровно k  «успехов», определяется формулой Бернулли:  

knkk
nn ppCkP  )1()( , nk ,,2,1,0  . 

   Следствиями формулы Бернулли являются формулы: 
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1) 



2

1

)()( 21

k

kk
nn kPkkkP  - вероятность того, что в n  испытаниях по схе-

ме Бернулли «успех» наступит не более 1k  раз и не менее 2k  раз;  

2) n
n pkP )1(1)1(   - вероятность того, что в n  испытаниях по схеме 

Бернулли «успех» наступит хотя бы один раз. 
Тема. Случайные величины. Системы случайных величин. 
1. Одномерные случайные величины. 
   Под случайной величиной X  понимают величину, принимающую свои 
возможные значения x  в зависимости от исхода   эксперимента, с которым 
она связана.  
   Законом распределения (вероятностей) случайной величины называют 
любое правило, позволяющее найти вероятность того, что случайная величи-
на примет значение из некоторого подмножества своих возможных значений. 
Общим законом распределения, присущим всем случайным величинам, явля-
ется функция распределения.  
   Функцией распределения (вероятностей) случайной величины X   назы-
вается функция )(xF  действительной переменной x ,  x , опреде-
ляемая формулой )()( xXPxF  .  
   Каждая функция распределения )(xF  обладает следующими свойствами:  
1) 1)(0  xF ,  x ;                                   2) )(xF  не убывает;   
3) 0)()( lim 


xFF

x
, 1)()( lim 


xFF

x
;   4) )(xF непрерывна слева.  

   Любая неубывающая непрерывная слева действительная функция )(xF , 
удовлетворяющая условиям 0)( F  и 1)( F , является функцией рас-
пределения некоторой случайной величины. 
   Вероятность события bXa   определяется формулой:  

)()()( aFbFbXaP  . 
   Случайная величина X  называется дискретной случайной величиной 
(ДСВ), если множество её возможных значений },,{ 21 xx  конечно или 

счётно, причём 0)(  ii pxXP , 1
i

ip , где суммирование распростра-

няется на все возможные значения i .  Функция распределения в этом случае 
имеет ступенчатый вид и задаётся формулой 




xix

ixXPxF )()( , где сум-

мирование распространяется на все значения индекса i , для которых xxi  .  
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   Закон распределения ДСВ удобно задавать рядом распределения. Рядом 
распределения ДСВ называют таблицу, в которой перечислены все возмож-
ные значения ,, 21 xx  этой случайной величины и соответствующие им ве-
роятности ,, 21 pp . Для наглядности закон распределения ДСВ изобража-
ют графически, для чего в прямоугольной системе координат строят точки 

),( iii pxM  и соединяют их отрезками прямых. Полученную фигуру называ-
ют многоугольником распределения.  
   Математическим ожиданием дискретной случайной величины X  назы-
вается число  2211 pxpxpxMX i

i
i , если ряд сходится абсолютно. 

   Дисперсией случайной величины X  называется неотрицательное число 
2)( MXXMDX  . Число DXX )(  называется средним квадратич-

ным отклонением.  
   Дисперсию дискретной случайной величины X  вычисляют по формулам:  

 
i

ii pMXxDX 2)(  или 22 )(MXpxDX i
i

i  . 

   Пусть С -постоянная величина. Математическое ожидание и дисперсия 
случайной величины обладают следующими свойствами: 
   Свойства математического ожидания: 1) CMC  ;    2) CMXCXM )( ; 
3) MYMXYXM  )( ; 4) MYMXYXM )( , если X  и Y  независимы. 

   Свойства дисперсии: 1) 0DC ; 2) DXCCXD 2)(  ; 3) DXCXD  )( ; 

4) 22 )()( MXXMDX  ; 5) DYDXYXD  )( , если X  и Y  независимы. 
   Случайная величина X  называется (абсолютно) непрерывной случайной 
величиной (НСВ), если её функция распределения представляется в виде 





x

dttfxF )()( ,  x , где )(xf -неотрицательная и интегрируемая в 

бесконечных пределах функция, называемая функцией плотности (распре-
деления) вероятностей. Множество возможных значений непрерывной слу-
чайной величины несчётно и обычно представляет собой некоторый конеч-
ный или бесконечный промежуток числовой прямой. 
   Функция распределения )(xF  непрерывной случайной величины X  явля-
ется непрерывной неубывающей функцией на всей числовой прямой, причём 
вероятность попадания в любую фиксированную точку равна нулю: 

0)(  xXP ,  x .  
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   Функция )(xf  является плотностью вероятностей некоторой НСВ X , то-

гда и только тогда, когда:    1) 0)( xf ;     2) 




1)( dxxf . 

   Плотность вероятностей )(xf  в точках, где )(xF  дифференцируема, опре-
деляется равенством: )()( xFxf  . В точках, где )(xF  не дифференцируема, 
плотность вероятностей )(xf , определяется произвольным образом, чаще 
всего по непрерывности слева или справа.  
   Для непрерывной случайной величины X  с плотностью вероятностей 

)(xf :  )()()()( bXaPbXaPbXaPbXaP  


b

a

dxxfaFbF )()()( . 

   Математическим ожиданием непрерывной случайной величины X  на-

зывается число 




 dxxxfMX )( , если интеграл сходится абсолютно. 

   Дисперсию непрерывной случайной величины X  вычисляют по формулам: 






 dxxfMXxDX )()( 2  или 22 )()( MXdxxfxDX  




. 

   Медианой непрерывной случайной величины X  называется число )(XMe , 
удовлетворяющее условию )()( MeXPMeXP   или 5.0)( MeF .  
   Начальным моментом k -го порядка ( ,2,1,0k ) распределения случай-
ной величины X  (если он существует) называется число )( k

k XM .  
   Центральным моментом k -го порядка ( ,2,1,0k ) распределения слу-
чайной величины X  (если он существует) называется число 

k
k MXXM )(  .  

   Для непрерывной случайной величины X  начальные и центральные мо-

менты вычисляют по формулам: 




 dxxfx k
k )( , 





 dxxfMXx k
k )()( . 

2. Основные законы распределения одномерных случайных величин. 
   Дискретная случайная величина X  имеет биномиальное распределение 

),( pnB , если: knkk
n qpCkXP  )( ,   nk ,0 .     Если X ~ ),( pnB , то: 

npMX  , npqDX  . 



121 

   Дискретная случайная величина X  имеет распределение Пуассона )(P  

если:     
!

)(
k
ekXP

k  
        )0(  ,        ,0k .    Если X ~ )(P ,  то: 

MX , DX . 
   Непрерывная случайная величина X  имеет равномерное распределение 

),( baR , если: 








),(0
),()(1

)(
bax
baxab

xf .  Если X ~ ),( baR , то: 

2
baMX 

 , 
12

)( 2abDX 
 , 

ab
XP







 )( . 

   Непрерывная случайная величина X имеет показательное распределение 

)(E , если: 








0

00
)(

xxe
x

xf 
 )0(  .       Если X ~ )(E , то:  

1MX , 21 DX ,    eeXP )( . 
   Непрерывная случайная величина имеет нормальное распределение 

),( aN , если: 
22 2)(

2

1)( 


axexf  ,   x .  Если 

X ~ ),( aN , то: aМX  , 2DX , 









 2)||( aXP , 







 







 










aaXP )( , где dtex
x

t 
0

22

2
1)(


- функция 

Лапласа, значения которой находят с помощью специальных таблиц.  
 
Тема. Предельные теоремы теории вероятностей.  
   Если для неотрицательной случайной величины 0X  существует матема-
тическое ожидание MX , то для всех 0  выполняется неравенство:  




MXXP  )(  (первое неравенство Чебышева). 

   Если для случайной величины X  существует дисперсия DX , то для всех 
0  выполняется второе неравенство Чебышева:  

2
)|(|




DXMXXP        или       
2

2 )()|(|



XMXP    

Второе неравенство Чебышева часто используют в виде: 



122 

2
1)|(|




DXMXXP  ,                 
2

2 )(1)|(|



XMXP  . 

   Последовательность случайных величин  ,,,, 21 nXXX  называют схо-
дящейся по вероятности к случайной величине X  (кратко записывается 

XX
P

nn


 ), если для всех 0 : 0)||(lim 


XXP nn
.  

   Говорят, что для последовательности случайных величин 
 ,,,, 21 nXXX , имеющих математические ожидания iMX , ,2,1i , вы-

полняется закон больших чисел, если 


n

i
iX

n 1

1 P

n 
 



n

i
iMX

n 1

1
, т.е. для всех 

0  011lim
11












 




n

i
i

n

i
in

MX
n

X
n

P . 

   Закон больших чисел в форме Чебышева. Если последовательность неза-
висимых случайных величин  ,,,, 21 nXXX такова, что существуют iMX  
и iDX , причём дисперсии этих величин равномерно ограничены (не превы-
шают постоянного числа С ), то для неё выполняется закон больших чисел, 

т.е. 


n

i
iX

n 1

1 P

n 
 



n

i
iMX

n 1

1 . В частности, если случайные величины iX , 

,2,1i  являются также одинаково распределёнными (в этом случае 

aMX i  , 2iDX ), то 


n

i
iX

n 1

1 P

n 
 a .  

   Закон больших чисел в форме Бернулли. Если nm  - число успехов в n  
испытаниях по схеме Бернулли с вероятностью успеха p  в отдельном испы-

тании, то 
n

mn
P

n 
 p , т.е. для всех 0 0lim 











p

n
m

P n
n

.  

   Закон больших чисел в форме Бернулли является частным случаем закона 
больших чисел в форме Чебышева.  
   Центральная предельная теорема. Пусть  ,,,, 21 nXXX  - последова-
тельность независимых одинаково распределённых случайных величин 
( aMX i  , 2iDX , ,2,1i ), тогда последовательность нормированных 

случайных величин 
)( n

aX
Z n

n



 , где 




n

i
in X

n
X

1

1 , сходится по распреде-
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лению при n  к стандартной нормальной величине Z ~ )1,0(N , т.е. для 

всех Rx : 



nnnZ xZPxF )()( dtexF

x

Z
t



 22

2
1)(


. 

Тема. Основные понятия и задачи математической статистики. 
Предварительная обработка экспериментальных данных.  
   Выборкой объёма n  из генеральной совокупности X  называется совокуп-
ность nxxx ,,, 21   наблюдаемых значений случайной величины X , соответ-
ствующих n независимым повторениям случайного эксперимента с которым 
связана величина X . В математической статистике генеральную совокуп-
ность отождествляют со случайной величиной, совокупность всех возмож-
ных значений которой и называют генеральной совокупностью.  
   Выборка может быть записана в виде вариационного и статистического 
(дискретного или интервального) рядов. Выборку, записанную в виде стати-
стического ряда, называют группированной. 
   Вариационным рядом выборки nxxx ,,, 21   называется такой способ её 
записи, при котором элементы выборки упорядочиваются по величине, т.е. 
записываются в виде последовательности )()2()1( ,,, nxxx  , где 

)()2()1( nxxx   . Разность ( ) (1)nx x R 


 называется размахом выборки. 
Всюду в дальнейшем выборочные характеристики будем, как правило, обо-
значать символом с « » наверху.  
   Различные значения ix , ki ,1  ( nk  ),  называются вариантами. Число 

in  повторений варианты ix  в выборке называется её частотой, а отношение 
nnw ii   называется её относительной частотой. 

   Дискретным статистическим рядом называется упорядоченная в поряд-
ке возрастания значений вариант ix  последовательность пар ),( ii nx , ki ,1 . 
Обычно его записывают в виде таблицы, первая стока которой содержит ва-
рианты ix , а вторая их частоты.  
   Полигоном частот называется фигура, расположенная под ломаной лини-
ей с вершинами в точках ),( iii nxM , построенных в прямоугольной системе 
координат.  
   Интервальным статистическим рядом называется последовательность 
пар ),( ii nJ , ki ,1 , где kJJJ ,,, 21   - непересекающиеся интервалы, как 
правило, равной длины, объединением которых является отрезок J , содер-
жащий все выборочные значения; in  - частота интервала iJ , равная числу 
элементов выборки, значения которых попали в данный интервал. Обычно 
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его записывают в виде таблицы, первая строка которой содержит границы 
интервалов или их середины ix~ , а вторая – частоты интервалов.  
   Гистограммой частот называется ступенчатая фигура, составленная из 
прямоугольников, построенных на интервалах группировки так, что площадь 
каждого прямоугольника равна частоте in , ki ,1 . Если длины всех интерва-

лов одинаковы и равны h , то высоты прямоугольников равны 
h
ni .  

Основные числовые характеристики выборки. 
Негруппированная выборка Группированная выборка 

1.Среднее арифметическое выборки  





n

i ix
n

x
1

1
 in

k

i ix
n

x 



1
~1  

2.Дисперсия выборки  

2 2

1

1 ( )
n

i
i

x x
n




   2 2

1

1 ( )
k

i i
i

x x n
n




    

3.Исправленная дисперсия выборки:  2 2 ( 1)s n n   

4. Размах выборки:    max minR x x 

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6.3 Основные математические формулы. 
Формулы сокращённого умножения: 

1. 222 2)( bababa              2. 22))(( bababa   
3. acbcabcbacba 222)( 2222   
4. 32233 33)( babbaaba  5. 3322 ))(( babababa    

Формулы тригонометрии: 
1. ,1cossin 22                  2.     ,1  ctgtg                            
3. ,cos11 22   tg               4.      22 sin11  ctg . 
5.    sincoscossin)sin(   
6.    sinsincoscos)cos(    
7.    cossin22sin            8.    22 sincos2cos   
9.      2)(cos2)(cos2coscos    
10.    2)(sin2)(sin2coscos    
11.    2)(cos2)(sin2sinsin    
12.    2)(cos2)(sin2sinsin    

13.   )2cos1(
2
1cos 2          14.   )2cos1(

2
1sin 2    

Формулы приведения. 
 

Функция  
2

 
 

   


 
2

3  
 

  2  

sin  cos  sin  cos  sin  
cos   cos  sin  cos  
tg  ctg  tg  ctg  tg  
–tg  tg  ctg  tg  ctg  

Значения тригонометрических функций некоторых углов. 
  0 6  4  3  2  32    23  2  

sin  0 21  22  23  1 23  0 1  0 

cos  1 23  22  21  0 21  1  0 1 
tg  0 31  1 3    3  0   0 
ctg    3  1 31  0 31    0   
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Таблица производных и дифференциалов основных  
элементарных функций. 

№ п/п )(xf  )(xf   )(xdf  
1 x  )0(   1 x  dxx 1  
2 xa  )1,0( a  axa ln  adxxa ln  
3 xe  xe  dxxe  
4 )1,0(log axa  

ax ln
1  

ax
dx
ln

 

5 xln  
x
1  

x
dx  

6 xsin  xcos  xdxcos  
7 xcos  xsin  xdxsin  
8 tgx  

x2cos

1  
x

dx
2cos

 

9 ctgx  

x2sin

1
  

x

dx
2sin

  

10 xarcsin  
21

1

x
 

21 x

dx


 

11 xarccos  

21

1

x
  

21 x

dx


  

12 arctgx  
21

1

x
 

21 x

dx


 

13 arcctgx  
21

1

x
  

21 x

dx


  

14 chx  shx  shxdx  
15 shx  chx  chxdx  
16 thx  

xch2
1  

xch

dx
2

 

17 cthx  

xsh 2
1

  
xsh

dx
2

  
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Таблица основных неопределенных интегралов. 
№ 
п/п  dxxf )(  № 

п/п  dxxf )(  

1 
 





C

k
xdxx

k
k

1

1
 

        )1,(  kRk  

2 
C

k

kaxdxkax  




1

1)()(           

)1,(  kRk  
3 

  Cx
x

dx ln  
4 

 


Cax
ax

dx ||ln  

5 
  C

a
adxa

x
x

ln
 

       )1,0(  aa  

6   Cxedxxe  

7   Cxxdx cossin  8   Cxxdx sincos  

9 
  Ctgx

x
dx

2cos
 

10 
  Cctgx

x
dx

2sin
 

11 
  Cxtg

x
dx

2
ln

sin
 

12 
  






 Cxtg

x
dx

42
ln

cos
  

13 
 


C

a
x

arctg
aax

dx 1
22

 
14 

 






C

ax
ax

aax

dx
ln

2
1

22
 

15 
 


C

xa

dx
a
xarcsin

22
 

16 
 


Caxx

ax

dx 22
22

ln  

17   Cchxshxdx  18   Cshxchxdx  

19 
  Cthx

xch
dx

2
 

20 
  Ccthx

xsh
dx

2
 

21 
  Cxa xax

a
xadx 22

2
22

2
arcsin

2
 

22 
  Caxxaxxadxax 2222

2
22

2
||ln

2
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6.4 Образец оформления обложки с контрольной работой. 
 
Федеральное государственное автономное образовательное 

учреждение высшего образования 
 

«Набережночелнинский институт  
Казанского (Приволжского) федерального университета» 

 
 

кафедра математики 
 
 

Контрольная работа  
по дисциплине «___________________» 

 
Вариант № ____ 

(номера выполняемых заданий: _________________________) 
 
 
 
 
 
                       Выполнил: студент группы  №_______  
                                                      Ф.И.О. студента_________ 
                                                       зач. книжка - № _________ 
                           Проверил:  преподаватель кафедры математики 
                                                      Ф.И.О. преподавателя_____ 

 
 
 
 
 

Набережные Челны 
201… 
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6.5. Таблица номеров выполняемых заданий. 
Номера выполняемых заданий Номер  

варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 
2 2 12 22 32 42 52 62 72 82 92 
3 3 13 23 33 43 53 63 73 83 93 
4 4 14 24 34 44 54 64 74 84 94 
5 5 15 25 35 45 55 65 75 85 95 
6 6 16 26 36 46 56 66 76 86 96 
7 7 17 27 37 47 57 67 77 87 97 
8 8 18 28 38 48 58 68 78 88 98 
9 9 19 29 39 49 59 69 79 89 99 
10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
11 3 12 21 32 43 52 61 72 83 92 
12 4 13 22 33 44 53 62 73 84 93 
13 5 16 27 38 49 60 69 78 87 96 
14 6 17 28 39 50 59 68 77 86 95 
15 7 18 29 40 49 58 67 76 85 94 
16 8 19 30 39 48 57 66 75 84 93 
17 9 20 29 38 47 56 65 74 83 92 
18 1 12 23 34 45 56 67 78 89 100 
19 2 13 24 35 46 57 68 79 90 99 
20 3 14 25 36 47 58 69 80 89 98 
21 4 15 26 37 48 59 70 79 88 97 
22 5 14 23 32 41 52 63 74 85 96 
23 6 15 24 33 42 51 62 73 84 95 
24 7 16 25 34 43 52 61 72 83 94 
25 8 17 26 35 44 53 62 71 82 93 
26 9 18 27 36 45 54 63 72 81 92 
27 10 19 28 37 46 55 64 73 82 91 
28 2 11 22 33 44 55 66 77 88 99 
29 3 12 21 32 43 54 65 76 87 98 
30 4 13 22 31 42 53 64 75 86 97 

 
Номер варианта соответствует номеру студента в списке группы. 
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Номера выполняемых заданий Номер  
варианта 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 107 118 129 140 149 158 167 176 185 194 
2 106 117 128 139 150 159 168 177 186 195 
3 105 116 127 138 149 160 169 178 187 196 
4 104 113 122 133 144 153 162 173 184 193 
5 103 112 121 132 143 152 161 172 183 192 
6 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 
7 109 119 129 139 149 159 169 179 189 199 
8 106 115 124 133 142 151 162 173 184 195 
9 107 117 127 137 147 157 167 177 187 197 

10 106 116 126 136 146 156 166 176 186 196 
11 105 115 125 135 145 155 165 175 185 195 
12 104 114 124 134 144 154 164 174 184 194 
13 103 113 123 133 143 153 163 173 183 193 
14 102 112 122 132 142 152 162 172 182 192 
15 101 111 121 131 141 151 161 171 181 191 
16 104 113 122 131 142 153 164 175 186 197 
17 103 112 121 132 143 154 165 176 187 198 
18 102 111 122 133 144 155 166 177 188 199 
19 110 119 128 137 146 155 164 173 182 191 
20 109 118 127 136 145 154 163 172 181 192 
21 108 117 126 135 144 153 162 171 182 193 
22 107 116 125 134 143 152 161 172 183 194 
23 108 118 128 138 148 158 168 178 188 198 
24 105 114 123 132 141 152 163 174 185 196 
25 104 115 126 137 148 159 170 179 188 197 
26 103 114 125 136 147 158 169 180 189 198 
27 102 113 124 135 146 157 168 179 190 199 
28 101 112 123 134 145 156 167 178 189 200 
29 109 120 129 138 147 156 165 174 183 192 
30 108 119 130 139 148 157 166 175 184 193 

 
Номер варианта соответствует номеру студента в списке группы. 
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