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Ââåäåíèå

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, åñëè å¼ ýëåìåíòû - âåùåñòâåííûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Åñëè âñå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû, òî ìàòðèöà íàçûâà-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëî-
æåíèÿ â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. Î íèõ íàïèñàíî
çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî êíèã ([3], [4], [5]). Íà ðóññêîì ÿçûêå c òåîðèåé íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî êíèãàì Ãàíòìàõåðà [2], Õîðíà
è Äæîíñîíà [1], Ñà÷êîâà è Òàðàêàíîâà [5]. Âàæíûì êëàññîì íåîòðèöàòåëüíûõ
ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûå ìàòðèöû. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A íàçû-
âàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè íåêîòîðàÿ å¼ ñòåïåíü Ak ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöåé. Íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü k, äëÿ êîòîðîãî ýòî ñëó÷èòñÿ, íàçûâàåòñÿ
ýêñïîíåíòîì ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû. Ñóùåñòâåííàÿ ðîëü ïðèìèòèâíûõ ìàòðèö
â òåîðèè è ïðèëîæåíèÿõ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, áóäó÷è íàìíîãî áîëåå øèðî-
êèì êëàññîì, ÷åì êëàññ ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö, îíè ñîõðàíÿþò ñïåêòðàëüíûå
ñâîéñòâà ïîñëåäíèõ. À èìåííî, êàê äîêàçàíî Ã.Ôðîáåíèóñîì â 1912 ã., âñÿêàÿ
ïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà A èìååò ïðîñòîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ρ, êîòîðîå ñòðîãî
áîëüøå, ÷åì ìîäóëü ëþáîãî äðóãîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ A. Îòñþäà ñëåäóåò
âàæíàÿ äëÿ ïðèëîæåíèé õàðàêòåðèñòèêà ïðèìèòèâíûõ ìàòðèö ([1], .607− 608):
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé (ρ−1A)k ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞ ê ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöå ðàíãà 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ïðèìèòèâíà.

Ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö è, â ÷àñòíîñòè,
ïðèìèòèâíûõ ìàòðèö, ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Îáùàÿ èäåÿ ïðèìå-
íåíèÿ ãðàôîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñÿêîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöå ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ îðãðàô. Ìàòðèöà ïðèìèòèâíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ëþ-
áàÿ âåðøèíà å¼ ãðàôà äîñòèæèìà èç ëþáîé äðóãîé âåðøèíû ïóò¼ì íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé äëèíû k. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàô íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, ïðè-
÷¼ì íàèìåíüøàÿ äëèíà k, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî óêàçàííàÿ äîñòèæèìîñòü,
íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîì ìàòðèöû. Ýòà âåëè÷èíà â òî÷íîñòè ðàâíà ýêñïîíåíòó
ìàòðèöû. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðèìèòèâíûå ìàòðèöû è ãðàôû
ñ ìàêñèìàëüíî áîëüøèìè ýêñïîíåíòàìè.

Ñîâìåñòíîìó èçó÷åíèþ ïðèìèòèâíûõ ãðàôîâ è ïðèìèòèâíûõ ìàòðèö è ïî-
ñâÿùåíà âûïóñêíàÿ ðàáîòà. Â íåé äîêàçûâàþòñÿ òî÷íàÿ îöåíêà äëÿ ýêñïîíåíòà
ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû, ïðèíàäëåæàùàÿ Ã.Âèëàíäòó è ðàâíàÿ n2 − 2n + 2. Â
îòëè÷èå îò äîêàçàòåëüñòâ ýòîãî ðåçóëüòàòà, èìåþùèõñÿ â êíèãàõ [2], [1] è ñòà-
òüå [7], â äàííîé ðàáîòå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ íàãëÿäíûé è âûðàçèòåëüíûé
ÿçûê ãðàôîâ. Êàê è â [7], ðåçóëüòàò Âèëàíäòà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû
î ñêîðîñòè ïîÿâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ñòîëáöà. Îäíàêî ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â
íàøåé ðàáîòå â áîëåå îáùåé ôîðìå, èñïîëüçóþùåé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äëèíó
êðàò÷àéøåãî êîíòóðà â ïðèìèòèâíîé ïîäãðàôå ðåãóëÿðíîãî ãðàôà.
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�1. Ãðàôû è ïîðòðåòû ìàòðèö

Îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì â äàííîé ðàáîòå íàçûâàåòñÿ ïàðà (V, N ), ãäåN =
{1, ..., n} ìíîæåñòâî âåðøèí, E ⊆ V × V ìíîæåñòâî äóã. Òàêèì îáðàçîì, äóãà
� ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåðøèí. Âåðøèíà i íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì, à âåðøèíà j
� êîíöîì äóãè ij. Ãîâîðÿò, ÷òî äóãà ij âûõîäèò èç i è âõîäèò â j (èëè � âåäåò
èç âåðøèíû i â âåðøèíó j). Äóãà ii íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é. Çàïèñü i → j èíîãäà
çàìåíÿåò âûðàæåíèå "ñóùåñòâóåò äóãà, âåäóùàÿ èç i â j".

Ïóò¼ì äëèíû k â îðãðàôå íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí

i1i2...ik+1 (1)

òàêàÿ, ÷òî imim+1 � äóãà, m = 1, ..., k. Çäåñü i1 � íà÷àëî, ik+1 � êîíåö ïóòè.
Ïóòü, ó êîòîðîãî êîíåö ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì ïóò¼ì
èëè êîíòóðîì. Äëèíà ïóòè ðàâíà êîëè÷åñòâó åãî äóã. Äëèíà íåçàìêíóòîãî ïóòè
ðàâíà ÷èñëó âåðøèí ìèíóñ åäèíèöà, äëèíà êîíòóðà ðàâíà ÷èñëó âåðøèí.

Ââåä¼ì îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ïóòåé. Ïðîèçâåäåíèå ïóòåé p = i1...ik è p =
j1...jk îïðåäåëåíî, åñëè ïîñëåäíÿÿ áóêâà p ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé áóêâîé q. Â ýòîì
ñëó÷àå

pq = x1...xky2...ym = x1...xk−1y1...ym

Ïðîèçâåäåíèå ïóòåé àññîöèàòèâíî â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå (pq)r
îïðåäåëåíî, òî ïðîèçâåäåíèå p(qr) òîæå îïðåäåëåíî è (pq)r = p(qr). Èç àññîöè-
àòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè ëþáîãî ÷èñëà ïóòåé ìîæíî îïó-
ñòèòü. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïóòè pqr ïóòü pr ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà q � êîíòóð.

Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû ðàçëè÷íû, êðîìå, ìîæåò
áûòü, ïåðâîé è ïîñëåäíåé.

Ëåììà 1. Â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè
1) äëèíà ïðîñòîãî (i, j)-ïóòè ïðè i 6= j íå áîëüøå, ÷åì n � 1;
2) äëèíà ïðîñòîãî êîíòóðà íå áîëüøå, ÷åì n;
3) åñëè ñóùåñòâóåò (i, j)-ïóòü, òî ñóùåñòâóåò è ïðîñòîé (i, j)- ïóòü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëèíà (i, j)-ïóòè ïðè i 6= j ðàâíà ÷èñëó âåðøèí

ïóòè ìèíóñ åäèíèöà, à äëèíà êîíòóðà ðàâíà ÷èñëó âåðøèí â êîíòóðå. Îòñþäà
è èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî ïóòè ñëåäóþò ïóíêòû 1) è 2). ×òîáû äîêàçàòü 3),
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíî âçÿòûé (i, j)-ïóòü. Åñëè îí íå ïðîñòîé, òî åãî ìîæíî
ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå âèäà r1qr2, ãäå q êîíòóð (ìíîæèòåëü r1 èëè r2 ìîãóò è
îòñóòñòâîâàòü). Óäàëèâ êîíòóð q, ïîëó÷èì áîëåå êîðîòêèé (i, j)-ïóòü r1r2. Åñëè
è îí íå ïðîñòîé, òî ïðîäîëæèì óäàëåíèå êîíòóðîâ. ßñíî, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå
ïîëó÷èòñÿ ïðîñòîé (i, j)-ïóòü. �
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Ãîâîðÿò, ÷òî èç âåðøèíû i äîñòèæèìà âåðøèíà j, åñëè ñóùåñòâóåò (i, j)-ïóòü.
Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì èëè íåðàçëîæèìûì, åñëè èç ëþáîé âåðøèíû
äîñòèæèìû âñå âåðøèíû, òî åñòü ëþáûå äâå âåðøèíû âçàèìîäîñòèæèìû.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé (ïèøåòñÿ A ≥ 0), åñëè å¼ ýëåìåí-
òû - âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé (ïèøåòñÿ A > 0). Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå
íåîòðèöàòåëüíûõ (ïîëîæèòåëüíûõ) ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, íåîòðèöàòåëü-
íûìè (ïîëîæèòåëüíûìè) ìàòðèöàìè.

Ïóñòü äàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n. Ãðà-
ôîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí N =
{1, ..., n}, â êîòîðîì

i→ j ⇔ aij 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô îòîáðàæàåò êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû, òî
åñòü ðàñïîëîæåíèå â íåé ïîëîæèòåëüíûõ è íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè å¼ ãðàô íåðàçëîæèì (ñèëüíî
ñâÿçåí).

Ìíîæåñòâî S âåðøèí íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò äóã, âåäó-
ùèõ èç âåðøèí ìíîæåñòâà S â âåðøèíû, íå ëåæàùèå â S. Ëþáîå ìíîæåñòâî S
âåðøèí ãðàôà ïîðîæäàåò ïîäãðàô, äóãàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå äóãè ãðàôà,
ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû èç S. Ïîäãðàô, ïîðîæäàåìûé çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì
âåðøèí, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.

Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà ìàòðèöû ñëåäóåò, ÷òî

ail1al1l2...alk−1j > 0⇐⇒ â ãðàôå A åñòü ïóòü il1l2...lk−1j. (2)

Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö (i, j)-ýëåìåíò ìàòðèöû Ak îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé

a
(k)
ij =

∑
l1,...,lk−1

ail1al1l2...alk−1j, (3)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì èíäåêñîâ l1, ..., lk−1.
Ôîðìóëà (3) äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ïàðàìåòðó k.

Èç ôîðìóë (2) è (3) ñëåäóåò ëåììà
Ëåììà 2. Ïóñòü A = (aij) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

(aij)
k > 0⇐⇒ â ãðàôå A ñóùåñòâóåò (i, j)-ïóòü äëèíû k.

Èç ëåììû 2 ïðè i = j ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå:
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A = (aij) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Íåðàâåíñòâî

a
(k)
jj > 0
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èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå À åñòü êîíòóð äëèíû k,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó j.

Ïðîâåðèòü íåðàçëîæèìîñòü íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû ìîæíî ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 1. Ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A+ A2 + ...+ An > 0 (4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåìì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà j äîñòèæèìà èç
âåðøèíû i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a(k)ij > 0 ïðè íåêîòîðîì k, 1 ≤ k ≤ n. Òî
åñòü, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

aij + a2ij + ...+ anij > 0 (5)

Äëÿ íåðàçëîæèìîñòè A íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (5) âûïîë-
íÿëîñü äëÿ ëþáûõ i, j, ÷òî è âûðàæàåòñÿ óñëîâèåì (4). �

Ïîðòðåòîì íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû A = (aij) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà B =
(bij) ñ ýëåìåíòàìè

bij =

{
1, åñëè aij > 0,

0, åñëè aij = 0

Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ãðàôà ñ âåðøèíàìè 1, 2, ..., n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà B =
(bij) ïîðÿäêà n, â êîòîðîé

bij =

{
1, åñëè i→ j,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîìó ãðàôó ñîïîñòàâëåíà (0, 1)−ìàòðèöà. È íàîáîðîò, ëþáàÿ
êâàäðàòíàÿ (0, 1)−ìàòðèöà î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ãðàô.

ßñíî, ÷òî ïîðòðåò A åñòü ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà ìàòðèöû A. Ãðàô è
ïîðòðåò íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû, áóäó÷è áîëåå ïðîñòûìè îáúåêòàìè, îòðà-
æàþò å¼ âàæíûå ñâîéñòâà è äàþò óäîáíûé ÿçûê è âû÷èñëèòåëüíîå ñðåäñòâî
äëÿ òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

Ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðàôà è ïîðòðåò íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áóëåâû ìàòðèöû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî, ñèìâîëû 0 è 1
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äâóõýëåìåíòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû áóëåâîé àëãåá-
ðû, â êîòîðîé ñëîæåíèå è óìíîæåíèå çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè òàáëèöàìè:

⊕ 0 1
0 0 1
1 1 1

,
� 0 1
0 0 0
1 0 1

.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèè â ýòîé àëãåáðå îáëàäàþò ïðèâû÷íûìè
ñâîéñòâàìè àññîöèàòèâíîñòè, êîììóòàòèâíîñòè, à òàê æå äèñòðèáóòèâíîñòè óìíî-
æåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè âìåñòî a⊕ b è a� b áóäåì ïèñàòü a+ b è ab, òàê êàê
èç êîíòåêñòà áóäåò âèäíî, êîãäà äåéñòâèå ïðîèñõîäèò â áóëåâîé àëãåáðå.

Ìàòðèöû íàä áóëåâîé àëãåáðîé ñêëàäûâàþò è óìíîæàþò ïî îáû÷íûì ïðà-
âèëàì, ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè (ñ òåìè
æå äîêàçàòåëüñòâàìè).

Áóäåì íàçûâàòü (0, 1)−ìàòðèöó áóëåâîé, åñëè ñ å¼ ýëåìåíòàìè ìû íàìåðåíû
îáðàùàòüñÿ ïî ïðàâèëàì áóëåâîé àëãåáðû.

Îáîçíà÷èì ïîðòðåò ìàòðèöû A ñèìâîëîì Sg(A). Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåð-
æäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ïðèìåíåíèÿ áóëåâûõ ìàòðèö â òåîðèè íåîòðèöàòåëü-
íûõ ìàòðèö.

Ëåììà 3. Åñëè P,Q-íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, òî

Sg(P +Q) = Sg(P ) + Sg(Q),

Sg(PQ) = Sg(P )Sg(Q)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû æåëàåì çíàòü, êàê ðàñïîëîæåíû íåíóëåâûå ýëåìåí-
òû â ñóììå (ïðîèçâåäåíèè) íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü ñóììó (ïðîèçâåäåíèå) èõ ïîðòðåòîâ.

Ïóñòü A = aij � êâàäðàòíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà è áóëåâà ìàòðèöà
B = bij � å¼ ïîðòðåò. Èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî

Sg(Ak) = Bk, k = 1, 2, ...

Èëè, íà ÿçûêå ýëåìåíòîâ,

a
(k)
ij > 0⇐⇒ b

(k)
ij = 1. (6)

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü ãðàôû ñ ïîìîùüþ èõ áóëåâûõ ìàòðèö ñìåæ-
íîñòè. Íà ýëåìåíòàõ áóëåâîé àëãåáðû ââåä¼ì îòíîøåíèå ïîðÿäêà: áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî a ≤ b âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå îäíîãî: êîãäà a = 1, b = 0. Áóäåì ïèñàòü a < b,
åñëè a = 0, b = 1. Òî åñòü îòíîøåíèå ïîðÿäêà òàêîå æå, êàê åñëè áû 0 è 1 áû-
ëè îáû÷íûìè ÷èñëàìè. Äëÿ áóëåâûõ ìàòðèö A, B îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ çàïèñü
A ≤ B íóæíî ïîíèìàòü ïîýëåìåíòàðíî.

Ïðè ýòîì äëÿ óäîáñòâà ðå÷è áóëåâó ìàòðèöó A, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàâ-
íû 1, áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíîé è çàïèñûâàòü ýòîò ôàêò êàê A > 0. Íà
áóëåâû ìàòðèöû àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿò ïîíÿòèÿ íåðàçëîæèìîñòè è ïðèìè-
òèâíîñòè.
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�2. Ïðèìèòèâíûå è ðåãóëÿðíûå ìàòðèöû

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè Ak > 0 ïðè
íåêîòîðîì ïîêàçàòåëå k. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êîå ÷èñëî k, ÷òî èç ëþáîé âåðøèíû â ëþáóþ äðóãóþ ìîæíî ïåðåéòè ïóò¼ì
äëèíû k. ßñíî, ÷òî ìàòðèöà ïðèìèòèâíà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ïðèìèòèâåí
å¼ ãðàô.

Íàçîâ¼ì ìàòðèöó A ≥ 0 ðåãóëÿðíîé, åñëè ïðè íåêîòîðîì ïîêàçàòåëå k ìàò-
ðèöà Ak ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ãðàôå A åñòü
âåðøèíà, äîñòèæèìàÿ èç ëþáîé âåðøèíû çà îäíî è òî æå ÷èñëî øàãîâ. Íà-
çîâ¼ì òàêóþ âåðøèíó ôîêóñîì , à ãðàô, ñîäåðæàùèé ôîêóñû � ðåãóëÿðíûì.
Â ðåãóëÿðíîì ãðàôå íåò âèñÿ÷èõ âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, èç êàæäîé âåðøèíû
âûõîäèò ïóòü êàêîé óãîäíî äëèíû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ñòåïåíü ðåãóëÿðíîé
ìàòðèöû íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê.

Ëåììà 4. Åñëè j-é ñòîëáåö ïîëîæèòåëåí â ìàòðèöå Ak , òî îí ïîëî-
æèòåëåí â Al ïðè âñåõ l > k. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ôîêóñ j äîñòèæèì èç
âñåõ âåðøèí ïóòÿìè äëèíû k, òî îí äîñòèæèì è ïóòÿìè äëèíû l > k.

Äåéñòâèòåëüíî, j-é ñòîëáåö ìàòðèöû Al ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîëîæèòåëü-
íîãî j-îãî ñòîëáöà Ak íà ìàòðèöó Al−k áåç íóëåâûõ ñòðîê. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî
ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ñòîëáöîì. �

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè Ak > 0, òî Al > 0 ïðè âñåõ l > k.
Ëåììà 5. Èç ôîêóñà äîñòèæèìû ëèøü ôîêóñû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ôîêóñ i äîñòèæèì èç âñåõ âåðøèí çà k

øàãîâ. Åñëè i → j, òî âåðøèíà j äîñòèæèìà èç âñåõ âåðøèí çà k + 1 øàãîâ è
òîæå ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì. �

Èç ëåììå 4 âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïîêàçàòåëå k ñòîëá-
öû ìàòðèöû Ak, îòâå÷àþùèå ôîêóñàì, ïîëîæèòåëüíû. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà
A ïðèìèòèâíà, åñëè âñå âåðøèíû å¼ ãðàôà � ôîêóñû. Â îáùåì ñëó÷àå ñîãëàñíî
ëåììå 5 èìååò ìåñòî:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ôîêóñû ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ïîðîæäàþò çàìêíóòûé ïðè-
ìèòèâíûé ïîäãðàô

Òåîðåìà 2. Åñëè ìàòðèöà A ðåãóëÿðíà è íåðàçëîæèìà, òî îíà ïðèìèòèâ-
íà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè A â ãðàôå A åñòü ôîêóñ.
Ïîñêîëüêó ãðàô íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû ñèëüíî ñâÿçåí, òî èç ýòîãî ôîêóñà äî-
ñòèæèìû âñå âåðøèíû ãðàôà. Çíà÷èò, ïî Ëåììå 5, âñå âåðøèíû � ôîêóñû, òî
åñòü ìàòðèöà A ïðèìèòèâíà. �
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�3. Ýêñïîíåíò ðåãóëÿðíîñòè è ïðèìèòèâíîñòè

Åñëè ìàòðèöà A ≥ 0 ïðèìèòèâíà, òî íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü k, ïðè êî-
òîðîì ìàòðèöà Ak > 0, íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîì ïðèìèòèâíîñòè ìàòðèöû
A (ñì.[3],ñòð. 225). Ðàñøèðèì ïðèìåíåíèå òåðìèíà "ýêñïîíåíò"íà ðåãóëÿðíûå
ìàòðèöû. ïóñòü âåðøèíà j ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì ãðàôà ðåãóëÿðíîé ìàòðèöû A.
ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåêîòîðîì ïîêàçàòåëå t j-é ñòîëáåö ìàòðèöå At ñòàíîâèò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Íàèìåíüøèé èç òàêèõ ïîêàçàòåëåé íàçîâ¼ì ýêñïîíåíòîì
ôîêóñà j. Íàèìåíüøèé èç ýêñïîíåíòîâ ôîêóñîâ áóäåò íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîì
ðåãóëÿðíîñòè ìàòðèöû À.

Âíà÷àëå âûâåäåì îöåíêó äëÿ ýêñïîíåíòà ðåãóëÿðíîñòè. Îáîçíà÷èì j-é ñòîë-
áåö ìàòðèöû M ñèìâîëîì Mj.

Ëåììà 6.Ïóñòü B = (bij)-áóëåâà ìàòðèöà, òàêàÿ, ÷òî bjj = 1. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî k=0,1,2,... èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Bk
j ≤ Bk+1

j . (7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ej�ñòîëáåö, ó êîòîðîãî j−é ýëåìåíò ðàâåí 1, à
îñòàëüíûå ðàâíû 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Bk+1
j = BkBj = Bk(ej +Bj) = Bk

j +BkBj = Bk
j +Bk+1

j .

Ñðàâíèâàÿ ïåðâûé è ïîñëåäíèé ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåíñòâ, ìîæ-
íî âèäåòü íåðàâåíñòâî (1). �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò î òîì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñòîëáöîâ ìîæíî óìíî-
æèòü íà ìàòðèöó.

Ëåììà 7. Ïóñòü x è y � áóëåâû ñòîëáöû âûñîòû n, A-áóëåâà ìàòðèöà
ïîðÿäêà n. Òîãäà

x ≤ y ⇒ Ax ≤ Ay. (8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåðàâåíñòâî x ≤ y îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð y ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ áóëåâûõ âåêòîðîâ: y = x + z. Òîãäà Ay =
A(x+ z) = Ax+ Az. �

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1. Ïóñòü âåðøèíà j ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì ãðàôà ðåãóëÿðíîé ìàò-
ðèöû A. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 âåðøèíà j ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó ïðèìè-
òèâíîìó ïîäãðàôó, ñîñòîÿùåìó èç ôîêóñîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1)÷åðåç ôîêóñ j ïðîõîäÿò êîíòóðû (â òîì ÷èñëå ïðîñòûå êîíòóðû),
2)ëþáîé êîíòóð, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç j, ñîñòîèò èç ôîêóñîâ.
Ëåììà 8. Ïóñòü âåðøèíà j ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì ãðàôà ðåãóëÿðíîé áóëåâîé

ìàòðèöû À è ïðèíàäëåæèò êîíòóðó äëèíû s. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k=0,1,2,...
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

AskAj ≤ As(k+1). (9)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òîãî, ÷òî âåðøèíà j â ãðàôå ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò
êîíòóðó äëèíû s âûòåêàåò, ÷òî (j, j)-ýëåìåíò ìàòðèöû As ðàâåí 1, ò.å. a(s)jj = 1.
Ïðèìåíÿÿ ê ìàòðèöå As ëåììó 7 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

Ask
j ≤ A

s(k+1)
j (10)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7, óìíîæèì ýòî íåðàâåíñòâî íà ìàòðèöó A. Ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

A · Ask
j ≤ A · As(k+1)

j .

Ïðîèçâîäÿ î÷åâèäíûå óïðîùåíèÿ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (9). �
Â ñèëó (9) èìååò ìåñòî öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

Aj ≤ AsAj ≤ A2sAj ≤ A3sAj... (11)

Â ýòîé öåïî÷êå íåðàâåíñòâ êàæäûé ñòîëáåö ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî óìíî-
æåíèåì íà ìàòðèöó As. Åñëè äâà ñîñåäíèõ ñòîëáöà íå ðàâíû, òî â îäíîì èç íèõ
áîëüøå åäèíèö (õîòÿ áû íà îäíó åäèíèöó áîëüøå). Åñëè îäíàæäû, ïðè íåêî-
òîðîì k, ñëó÷èëîñü ðàâåíñòâî, òî è äàëüøå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (11) áóäóò
òîëüêî ðàâåíñòâà. Ñïðàøèâàåòñÿ, ñêîëüêî ìîæåò áûòü â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ? Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî èõ íå ìîæåò áûòü áîëüøå,
÷åì n-m, ãäå m-÷èñëî åäèíèö â ñòîëáöå Aj. Ñëåäîâàòåëüíî, j-é ñòîëáåö ìàòðèöû
A(n−m)s+1 ïîëîæèòåëåí.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ýêñïîíåíò ôîêóñà j íå áîëüøå, ÷åì (n−m)s+1. Ýòà îöåíêà
çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: m è s. Íà ÿçûêå ãðàôîâ ÷èñëî m ðàâíî êîëè÷åñòâó
äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó j. Îöåíêà áóäåò òî÷íåå, åñëè â êà÷åñòâå s âûáðàòü
äëèíó ñàìîãî êîðîòêîãî êîíòóðà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âåðøèíó j. Ñôîðìóëèðóåì
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.Ïóñòü âåðøèíà j ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ñ n âåð-
øèíàìè. Ýêñïîíåíò âåðøèíû j íå ïðåâûøàåò ÷èñëà

(n−m)s+ 1,

ãäå m ðàâíî êîëè÷åñòâó äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó j, s- äëèíà êðàò÷àéøåãî êîí-
òóðà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âåðøèíó j.

Ïðèâåä¼ì ìàòðè÷íóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 3.
Òåîðåìà 4.Ïóñòü A � ðåãóëÿðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, s � äëèíà ñàìîãî

êîðîòêîãî êîíòóðà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ôîêóñ j, m � ÷èñëî äóã, âõîäÿùèõ â j.
Òîãäà j-é ñòîëáåö ìàòðèöû A(n−m)s+1 ïîëîæèòåëåí.

Òåïåðü ìû ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ïîÿâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ñòîëáöà, íå
ñâÿçàííóþ ñ âûáîðîì ôîêóñà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü À � ðåãóëÿðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, s-äëèíà ñàìîãî
êîðîòêîãî êîíòóðà, ñîäåðæàùåãî ôîêóñû. Òîãäà ìàòðèöà
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As(n−2)+1

ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ðåãóëÿðíîì ãðàôå
íåêîòîðûé ôîêóñ äîñòèæèì èç ëþáîé âåðøèíû çà s(n-2)+1 øàãîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé êîíòóð ôîêóñîâ θ è
äîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû j ýòîãî êîíòóðà m ≥ 2. Äåéñòâèòåëüíî,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè m = 1, îêàçàëîñü áû, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó êîíòóðà
θ ìîæíî âîéòè ëèøü èç ïðåäûäóùåé âåðøèíû θ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ôîêóñû
ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ëåæàò íà ïðîñòîì êîíòóðå θ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèìèòèâíî-
ñòè ïîäãðàôà ôîêóñîâ (ñì. ïðåäëîæåíèå 1). Òåïåðü ìû ìîæåì â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû 4 çàìåíèòü ïàðàìåòð m íà äâîéêó. �

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n âûðàæåíèå (n−2)s+1 ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíê-
öèåé îò s. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s äëÿ ðåãóëÿðíîé ìàòðèöû íå áîëüøå n − 1.
Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â (n− 2)s+ 1, ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ ýêñïîíåíòà
ðåãóëÿðíîñòè, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ïîðÿäêà ìàòðèöû:

Òåîðåìà 6.Åñëè ìàòðèöà A ïîðÿäêà n ðåãóëÿðíà, òî ìàòðèöà

An2−3n+3

ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö.
Òåïåðü ïóñòü ìàòðèöà A ≥ 0 ïðèìèòèâíà. Èç òåîðåìû 5 âûâîäèòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ îöåíêà äëÿ ýêñïîíåíòà:
Òåîðåìà 7.Åñëè ìàòðèöà A ≥ 0 ïîðÿäêà n ïðèìèòèâíà, òî

As(n−2)+n > 0, (12)

ãäå s� äëèíà ñàìîãî êîðîòêîãî êîíòóðà â ãðàôå ìàòðèöû À.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìà 4 â ãðàôå A èç ëþáîé âåðøèíû i

åñòü ïóòü äëèíû (n− 2)s+1 â íåêîòîðóþ âåðøèíó j. À ïîñêîëüêó ãðàô ñèëüíî
ñâÿçåí, òî èç j â ëþáóþ âåðøèíó l ìîæíî ïåðåéòè ïóò¼ì äëèíû íå áîëüøå n−1.
Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èç ëþáîé âåðøèíû i â ëþáóþ âåðøèíó l ìîæíî ïåðåéòè
ïóò¼ì äëèíû íå áîëüøå, ÷åì

(n− 2)s+ 1 + n− 1 = (n− 2)s+ n.

Òî åñòü, äëÿ êàæäîãî íîìåðà l íàéäåòñÿ ïîêàçàòåëü k ≤ (n − 2)s + n, òàêîé,
÷òî â ìàòðèöå Ak ñòîëáåö ñ íîìåðîì m ïîëîæèòåëåí. Â ñèëó ëåììû 1 òîãäà
As(n−2)+n > 0.�

Çàìåíèâ ïàðàìåòð s åãî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì s = n − 1, ïî-
ëó÷èì îöåíêó ñâåðõó äëÿ ýêñïîíåíòà èìïðèìèòèâíîñòè, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò
ïîðÿäêà ìàòðèöû:

Ñëåäñòâèå 3.Äëÿ ëþáîé ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû À ïîðÿäêà n

An2−2n+2 > 0

11



�4. Òî÷íîñòü îöåíîê ýêñïîíåíòà. Ãðàô Âèëàíäòà

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî îöåíêè òåîðåìû 6 è ñëåäñòâèÿ 3-
òî÷íûå. Äëÿ ñëåäñòâèÿ 3 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ
ìàòðèöà A, òàêàÿ, ÷òî

k = n2 − 3n+ 3

åñòü íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà Ak ñîäåðæèò ïîëîæèòåëü-
íûé ñòîëáåö. Äëÿ ñëåäñòâèÿ 3 òî÷íîñòü îöåíêè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n
ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà A, òàêàÿ, ÷òî k = n2 − 2n + 2 åñòü íàèìåíü-
øèé ïîêàçàòåëü, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà Ak ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ òî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ìàòðèöû, ïðåäëîæåííîé
Âèëàíäòîì. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó W ïîðÿäêà n:

W =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 1
1 1 0 · · · 0


ÌàòðèöóW áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé Âèëàíäòà, à å¼ ãðàô � ãðàôîì Âèëàíäòà.

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Âèëàíäòà ìû äîêàæåì, ÷òî îöåíêè òåîðåìû 6 è ñëåä-
ñòâèÿ 3 �òî÷íûå. À èìåííî, ìû äîêàæåì, ÷òî k = n2 − 3n+ 3 åñòü íàèìåíüøèé
ïîêàçàòåëü, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà W k ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö. Ñî-
îòâåòñòâåííî, äîêàæåì, ÷òî k = n2 − 2n + 2 åñòü íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü, ïðè
êîòîðîì ìàòðèöà W k ïîëîæèòåëüíà. Ãðàô Âèëàíäòà èìååò âèä.

Ðèñ. 1: Ãðàô ìàòðèöû W ïîðÿäêà n

Ïðåäëîæåíèå 2. Ìàòðèöà W ïðèìèòèâíà. Ñîîòâåòñòâåííî, è ãðàô Âè-
ëàíäòà ïðèìèòèâåí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíî, ÷òî ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô ïðèìèòèâåí
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äëèí âñåõ ïðîñòûõ
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êîíòóðîâ ðàâåí åäèíèöå (ñì.[3], ñòð. 226). Â ãðàôå Âèëàíäòà âñåãî äâà ïðîñòûõ
êîíòóðà: äëèíû n è äëèíû n − 1. Ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàô Âèëàíäòà ïðèìèòèâåí.�

Ïðåäëîæåíèå 3.Ìàòðèöà W n2−3n+2 íå ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûõ ñòîëá-
öîâ, òî åñòü îíà ñîäåðæèò íóëü â êàæäîì ñòîëáöå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî â ãðàôå ìàòðèöû W íå ñóùåñòâóåò
ïóòü äëèíû n2 − 3n+ 2 = (n− 1)2 − (n− 1)

1) íå ñóùåñòâóåò (i, i+ 1)−ïóòè äëèíû n2 − 3n+ 2 ïðè i = 1, ..., n− 1,
2)íå ñóùåñòâóåò (n, 1)−ïóòè è (n, 2)−ïóòè äëèíû n2 − 3n+ 2.
Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêèé ïóòü èç i â ñëåäóþùóþ âåðøèíó ñîäåðæèò íåêîòîðîå

êîëè÷åñòâî x ≥ 0 îáõîäîâ áîëüøîãî êîíòóðà äëèíû n, íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
y ≥ 0 îáõîäîâ ìàëîãî êîíòóðà äëèíû n − 1 è åù¼ îäèí øàã. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëèíà òàêîãî ïóòè ðàâíà nx + (n − 1)y + 1, ãäå x, y-íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå
÷èñëà. Äîïóñòèì, ÷òî

nx+ (n− 1)y + 1 = n2 − 3n+ 2. (13)

Òàê êàê n2 − 3n+ 2 = (n− 1)2 − n+ 1, òî (14) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

nx+ (n− 1)y + 1 = n2 − n+ 1. (14)

à ïîñëåäíåå-ðàâåíñòâó

n(x+ 1 + (n− 1)y) = (n− 1)2. (15)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷èñëî n(x + 1) äîëæíî äåëèòüñÿ íà n − 1, à òàê êàê
n âçàèìíî ïðîñòî ñ n − 1, òî ÷èñëî x + 1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà n − 1, çíà÷èò,
îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå x + 1 = (n − 1)q, ãäå q-öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ x + 1 â ðàâåíñòâî (15) è ñîêðàùàÿ íà n − 1,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

nq + y = n− 1,

íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïðè ëþáûõ q ≥ 1 è y ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî nq + y > n− 1.

Íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå äîêàçàííûå ñâîéñòâà ãðàôà 1) è 2) îçíà÷àþò, ÷òî èç
âåðøèíû i â ñëåäóþùóþ çà íåé âåðøèíó. Òî÷íåå ãîâîðÿ

w
(n2−3n+2)
12 = w

(n2−3n+2)
23 = ... = w

(n2−3n+2)
n−1,n = w

(n2−3n+2)
n1 = 0. (16)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû W n2−3n+2 ñîäåðæèò íóëü.�
Ïðåäëîæåíèå 4. Ìàòðèöà W n2−2n+1 ñîäåðæèò íóëü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà W n2−2n+1 ñîäåðæèò íóëü

â ïîçèöèè (1, 1), òî åñòü â ãðàôå W íå ñóùåñòâóåò ïóòè äëèíû n2 − 2n + 1 èç
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1 â 1. Âñÿêèé (1, 1)-ïóòü ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà îáõîäîâ
áîëüøîãî êîíòóðà è íåêîòîðîãî ÷èñëà îáõîäîâ ìàëîãî êîíòóðà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáîé (1, 1)− ïóòü èìååò äëèíó nx+ (n− 1)y, ãäå x > 0, y ≥ 0 � öåëûå ÷èñëà.
Äîïóñòèì, ÷òî

nx+ (n− 1)y = n2 − 2n+ 1 (17)

Òîãäà ÷èñëî nx äîëæíî äåëèòüñÿ íà n − 1, à òàê êàê n âçàèìíî ïðîñòî
ñ n − 1, òî x äîëæíî äåëèòñÿ íà n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, x ïðåäñòàâèìî â âèäå
x+1 = (n−1)q, ãäå q-öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ
x â ðàâåíñòâî (7) è ñîêðàùàÿ íà n−1, ïîëó÷èì nq+y = n−1, íî ýòî íåâîçìîæíî,
ïîñêîëüêó ïðè ëþáûõ q ≥ 1, y ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî nq + y > n− 1. �

Ïðèâåä¼ì íîâûå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé 3 è 4, îñíîâàííûå íà äâóõ
ëåììàõ.

Ëåììà 9.
W n = E +W (18)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí âåùåñòâåííîé
ìàòðèöû W , ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

λE −W =


λ −1 0 · · · 0 0
0 λ −1 · · · 0 0
... ... . . . ...
0 0 0 · · · λ −1
−α α− 1 0 · · · 0 λ

 (19)

Ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå. Òîãäà ïîëó÷èì

|λE −W | = λn − λ− 1. (20)

Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà-Êýëè âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ñâîå-
ìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, W n −W − E = 0, òî åñòü
W n = E +W. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 6 ðàâåíñòâî (18) âåðíî è äëÿ
áóëåâîé ìàòðèöû W . �

Ëåììà 10. Äëÿ ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ k èìååò ìåñòî ôîðìóëà

(E +W )k = E + c1W + c2W
2 + ...+W k. (21)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ìàòðèöû E è W êîììóòèðóþò, òî ìîæíî ïðèìå-
íèòü ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, c0 = 1, c1, c2, ..., ck = 1�áèíîìèàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû. �
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Ìàòðè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3. Èñïîëüçóåì ôîðìóëû (18) è
(21) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû W n2−3n+2

W n2−3n+2 = W n(n−3)+2 = W n(n−3)W 2 =

= (E+W )(n−3)W 2 = (E+c1W+c2W
2+...+W n−3)W 2 = W 2+c1W

3+c2W
4+...+W n−1.

Ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî

W n2−3n+2 = W 2 + c1W
3 + c2W

4 + ...+W n−1. (22)

Ïðèìåíÿÿ ãðàôîâóþ èíòåðïðåòàöèþ ñòåïåíåé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû (ëåì-
ìà 5) çàêëþ÷àåì èç íåðàâåíñòâà (22), ÷òî ïóòü äëèíû n2 − 3n + 2 èç ëþáîé
âåðøèíû i â ñëåäóþùóþ çà íåé âåðøèíó ñóùåñòâóåò ðîâíî òîãäà, êîãäà åñòü
òàêîé ïóòü äëèíû íå ìåíüøå, ÷åì 2, è íå áîëüøå, ÷åì n − 1. Íî â ãðàôå W èç
âåðøèíû â ñëåäóþùóþ âåðøèíó ìîæíî, î÷åâèäíî, ïåðåéòè ëèáî çà îäèí øàã,
ëèáî íå ìåíüøå, ÷åì çà n øàãîâ.�

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Èç ìàòðè÷íîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3 ìîæíî ïî-
ëó÷èòü íîâûå ñâåäåíèÿ î ìàòðèöå W n2−3n+2. Äåéñòâèòåëüíî, â êàêèå âåðøèíû â
ãðàôå ìàòðèöû W ìîæíî ïåðåéòè èç âåðøèíû i çà l øàãîâ, åñëè 2 ≤ l ≤ n− 1.
Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïîïàñòü ìîæíî â ëþáóþ âåðøèíó j, j 6= i, êðîìå ñëåäó-
þùåé çà i âåðøèíû (òî åñòü êðîìå òåõ, â êîòîðûå ìîæíî ïîïàñòü çà îäèí øàã).
Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé âåðøèíû i, êðîìå ïåðâîé, ñóùåñòâóåò (i, i)-ïóòü äëèíû
n− 1, íî ñàìûé êîðîòêèé (1, 1)-ïóòü èìååò äëèíó n. Ñëåäîâàòåëüíî, â ìàòðèöå
W n2−3n+2 íóëè ñòîÿò â òî÷íîñòè íà òåõ ìåñòàõ, íà êîòîðûõ â ìàòðèöå W ñòîÿò
åäèíèöû.

Ìàòðè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4. Èñïîëüçóåì ôîðìóëû (18) è
(21) äëÿ âû÷èñëåíèÿ áóëåâîé ìàòðèöû W n2−2n+1.

W n2−2n+1 = W n(n−2)+1 = W n(n−2)W = (E +W )(n−2)W =

= (E + c1W + c2W
2 + ...+W n−2)W = W + c1W

2 + c2W
3 + ...+W n−1. (23)

Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ãðàôîâóþ èíòåðïðåòàöèþ ñòåïåíåé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðè-
öû (2 �1), çàêëþ÷àåì èç ðàâåíñòâà (11), (i, j)- ïóòü äëèíû n2−2n+1 ñóùåñòâóåò
ðîâíî òîãäà, êîãäà åñòü òàêîé ïóòü äëèíû íå áîëüøå, ÷åì n−1, Íî â ãðàôå ìàò-
ðèöû W ñàìûé êîðîòêèé (1, 1)- ïóòü èìååò äëèíó n. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà
W n2−2n+1 ñîäåðæèò íóëü â ïîçèöèè (1, 1). �

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3. Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèè 4 äà¼ò áîëüøå èíôîð-
ìàöèè î ìàòðèöå W n2−2n+1, ÷åì ïåðâîå. Â ãðàôå ìàòðèöû W äëÿ ëþáûõ i 6= j
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ñóùåñòâóåò (i, j)-ïóòü äëèíû íå áîëüøå, ÷åì n−1. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 1 �1, à
äëÿ íàøåãî ãðàôà ýòî î÷åâèäíî. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû, êðî-
ìå ïåðâîé, ñóùåñòâóåò (i, j)-ïóòü äëèíû n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, çà èñêëþ÷åíèåì
(1,1)-ýëåìåíòà âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû W n2−2n+1 ïîëîæèòåëüíû.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïðèâåäåì èëëþñòðàöèþ äîêàçàòåëüñòâ ïðåäëîæåíèé 3 è 4 äëÿ
ìàòðèöû Âèëàíäòà ïîðÿäêà 4. Ïî ôîðìóëàì ó íàñ äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ:

n2 − 3n+ 3 = 16− 12 + 3 = 7 � ýêñïîíåíò ðåãóëÿðíîñòè, (24)

n2 − 2n+ 2 = 16− 8 + 2 = 10 � ýêñïîíåíò ïðèìèòèâíîñòè. (25)

W =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 0 0



Ðèñ. 2: Ãðàô ìàòðèöû Âèëàíäòà ïîðÿäêà n=4

Íà÷íåì âîçâîäèòü ìàòðèöó â ñòåïåíü ïîëó÷åííóþ â (24), ïîêà íå ïîëó÷èì
ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö.

W 2 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0

 ,W 3 =


0 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 ,W 4 =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
1 1 0 1

 ,

W 5 =


0 1 1 0
0 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

 ,W 6 =


0 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0
0 1 1 1

 ,W 7 =


1 1 0 1
1 1 1 0
0 1 1 1
1 1 0 1

 .

Â ñòåïåíè 7 âòîðîé ñòîëáåö ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Íà ãðàôå âèäíî, ÷òî
âòîðàÿ âåðøèíà îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ îñòàëüíûõ òåì, ÷òî â íåå âõîäèò äâå äóãè.
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Äàííûé ôàêò èëëþñòðèðóåò òåîðåìó 4, äëÿ êîòîðîé â íàøåì ñëó÷àå ïàðàìåòð
m ðàâåí 2.

Ïðîäîëæèì âîçâîäèòü ìàòðèöó â ñòåïåíü 10, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýêñïîíåíò ïðè-
ìèòèâíîñòè.

W 8 =


1 1 1 0
0 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 ,W 9 =


0 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 ,W 10 =


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 .

Â äåñÿòîé ñòåïåíè â ìàòðèöå ïîëíîñòüþ èñ÷åçàþò íóëè, êàê è áûëî ïîëó÷åíî â
ôîðìóëå (25).

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äåëàåì âûâîä, ÷òî â ìàòðèöå Âèëàíäòà ïîëî-
æèòåëüíûé ñòîëáåö ïîÿâëÿåòñÿ íå ðàíüøå, ÷åì ïî äîñòèæåíèè å¼ ñòåïåíè ìàê-
ñèìàëüíîãî ýêñïîíåíòà ðåãóëÿðíîñòè. Ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíîé æå ìàòðèöà
ñòàíîâèòñÿ íå ðàíüøå, ÷åì ñòåïåíü ñòàíåò ðàâíîé ìàêñèìàëüíîìó ýêñïîíåíòó
ïðèìèòèâíîñòè.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ðåãóëÿðíûõ, íî íå ïðèìèòèâíûõ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ ïî-
ÿâëåíèå ïîëîæèòåëüíîãî ñòîëáöà ïðîèñõîäèò ðàíüøå, ÷åì ñòåïåíü ñòàíåò ðàâíà
ýêñïîíåíòó ðåãóëÿðíîñòè.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Äàí ãðàô âèäà:

Ðèñ. 3: Ðåãóëÿðíûé ãðàô

Äîêàæåì, ÷òî ýòîò ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì. Ïî òåîðåìå 2 ìû çíàåì,
÷òî ðåãóëÿðíàÿ ìàòðèöà ïðèìèòèâíà òîãäà, êîãäà îíà íåðàçëîæèìà. Çíà÷èò, ÷òî
ïðèìèòèâíûé ãðàô äîëæåí áûòü ñèëüíî ñâÿçíûì. Â íàøåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò
òàêàÿ âåðøèíà, èç êîòîðîé íå äîñòèæèìû íåêîòîðûå âåðøèíû. Íàïðèìåð, ýòî
âåðøèíà 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàêîé áû ïóòü èç 2 ìû íè âûáðàëè, íàì íå óäàñòñÿ
ïîïàñòü â âåðøèíû 3 è 4.

Òåïåðü çàïèøåì ìàòðèöó ñìåæíîñòè íàøåãî ãðàôà:

A =


0 1 0 0 0
1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 0 0 0


17



Áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöó áóëåâîé. Íà÷í¼ì âîçâîäèòü å¼ â ñòåïåíü, ïîêà íå
ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö.

A2 =


1 0 0 0 1
1 1 0 0 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0
0 1 0 0 0

 , A3 =


1 1 0 0 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 0 0 0 1


.

Ýêñïîíåíò ðåãóëÿðíîñòè ìàòðèöûA ðàâåí 3. Åñëè ìû ïîñ÷èòàåì ïî ôîðìóëå,
òî ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíûé ýêñïîíåíò ðåãóëÿðíîñòè ïðè n = 5:

n2 − 3n+ 3 = 52 − 3 · 5 + 3 = 13. (26)

Çíà÷èò, â äàííîé ìàòðèöå ýêñïîíåíò ðåãóëÿðíîñòè íå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.
ÏÐÈÌÅÐ 3. Ðàññìîòðèì ãðàô âèäà:

Ðèñ. 4: Ðåãóëÿðíûé ãðàô

Ïîêàæåì, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì. Ïî ãðàôó âèäèì, ÷òî îí íå
ñèëüíî ñâÿçåí, òàê êàê èç ìíîæåñòâà âåðøèí {1, 3, 5, 4} íå äîñòèæèìà íè îäíà
èç âåðøèí ìíîæåñòâà {2, 4, 6}, çíà÷èò, ãðàô íå ïðèìèòèâåí.

Ïîñòðîèì åãî ìàòðèöó ñìåæíîñòè

A =



0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0
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Íàéä¼ì ñòåïåíü, â êîòîðîé ìàòðèöà áóäåò èìåòü ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö.

A2 =



0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0


, A3 =



0 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 1


,

A4 =



1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1


Ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö ïîÿâëÿåòñÿ â ñòåïåíè 4. Åñëè ìû ïîñ÷èòàåì ïî ôîð-

ìóëå, òî ïîëó÷èì

n2 − 3n+ 3 = 72 − 3 · 7 + 3 = 31 � ýêñïîíåíò ðåãóëÿðíîñòè ïðè n=7. (27)

Çíà÷èò, â ýòîé ìàòðèöå ýêñïîíåíò ðåãóëÿðíîñòè íå äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîãî çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ãðàôà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì.
ÏÐÈÌÅÐ 4.

Ðèñ. 5: Ïðèìèòèâíûé ãðàô

Äîêàæåì, ÷òî ãðàô ïðèìèòèâåí. Ìû çíàåì, ÷òî ãðàô ïðèìèòèâåí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñèëüíî ñâÿçåí è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ åãî
êîíòóðîâ ðàâåí 1. Â íàøåì ãðàôå âèäíî, ÷òî èç ëþáîé âåðøèíû äîñòèæèìà
ëþáàÿ äðóãàÿ âåðøèíà. Ìû èìååì òîëüêî êîíòóðû äëèíû 2 è 5. Î÷åâèäíî, ÷òî
ÍÎÄ âñåõ êîíòóðîâ ðàâåí 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàô ïðèìèòèâåí.
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Ïîñòðîèì ìàòðèöó ñìåæíîñòè.

A =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 0 1 0


Íàéäåì ýêñïîíåíòû ðåãóëÿðíîñòè è ïðèìèòèâíîñòè.

A2 =


0 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 1 0 1 0
0 1 1 0 1

A3 =


0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 1 1 1 0

A4 =


0 0 1 0 1
1 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 1 1 1 0
0 1 1 1 1



A5 =


1 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 1 1 1 0
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1


Â ñòåïåíè 5 ïîÿâëÿåòñÿ ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö. Åñëè èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëó ìàêñèìàëüíîãî ýêñïîíåíòà ðåãóëÿðíîñòè, òî ïîëó÷èì n2 − 3n + 3 =
25 − 5 · 3 + 3 = 13. Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíûé ýêñïîíåíò ðåãóëÿðíîñòè íå äîñòèãà-
åòñÿ.

Ïðîäîëæèì âîçâîäèòü ìàòðèöó, ÷òîáû íàéòè ñòåïåíü, â êîòîðîé èñ÷åçíóò
âñå íóëè.

A6 =


0 1 1 0 1
1 1 1 1 0
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

A7 =


1 1 1 1 0
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1



A8 =


0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

A9 =


1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1


Â èòîãå, ïîëó÷èëè ñòåïåíü 9. Òîæå ïðîâåðèì, ìàêñèìàëüíûé ëè ýòî ýêñïîíåíò
ïðèìèòèâíîñòè, n2−2n+2 = 25−2 ·5+2 = 17. Çíà÷èò, â ýòîì ãðàôå íå äîñòèãà-
þòñÿ íè ìàêñèìàëüíûé ýêñïîíåíò ïðèìèòèâíîñòè, íè ìàêñèìàëüíûé ýêñïîíåíò
ðåãóëÿðíîñòè.
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