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ÓÄÊ 517.53:532.546ÇÀÄÀ×À R-ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÑÎÏ�ßÆÅÍÈßÄËß ÑÎÔÎÊÓÑÍÎ�Î ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÊÎËÜÖÀÞ.Â. Îáíîñîâ, Ì.À. ÅãîðîâàÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå äàåòñÿ çàìêíóòîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è R -ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿäëÿ ñî�îêóñíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî êîëüöà. Ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíû ñëó÷àè âåùåñòâåííûõè êîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ. �åøåíèå íàéäåíî â êëàññå êóñî÷íî-ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çàäàííîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå íà áåñêîíå÷íîñòèâ îäíîì èç êîìïîíåíòîâ ñðåäû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåòåðîãåííàÿ ñðåäà, çàäà÷à R -ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ, ãîëîìîð�-íûå �óíêöèè.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ñåðèè ðàáîò [1�6℄,ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ ìíîãî�àçíûõ ãåòåðîãåííûõ ñðåä, ðàçíîðîäíûå �àçû êîòî-ðûõ ñîïðÿãàþòñÿ âäîëü êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Íèæå áóäåò ïðèâåäåíî ðåøåíèå,ïîñòàâëåííîé â [7, ñ. 158℄, çàäà÷è 2 äëÿ òðåõ�àçíîé ñðåäû, ëèíèÿìè ñîïðÿæåíèÿðàçíîðîäíûõ êîìïîíåíòîâ êîòîðîé ñëóæàò äâå ñî�îêóñíûå ïàðàáîëû. Â äâóõ�àç-íîì ñëó÷àå çàäà÷à î ïàðàáîëè÷åñêîì âêëþ÷åíèè â äîâîëüíî îáùåé ñèòóàöèè ðàñ-ñìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [8℄. �åçóëüòàòû ïîñëåäíåé ðàáîòû áûëè óòî÷íåíû è îáîáùå-íû â ìîíîãðà�èè [7, ñ. 50℄.Èññëåäóåìàÿ íèæå ïðîáëåìà â òåðìèíàõ êóñî÷íî-ãîëîìîð�íîé �óíêöèè v(z) =
= vx(x, y) − i vy(x, y) , êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé ñ âåêòîð-�óíêöèåé êîìïëåêñíîéñêîðîñòè v(z) = vx(x, y) + i vy(x, y) , ïðèâîäèòñÿ [9, ñ. 53℄, ê ñëåäóþùåé êðàåâîéçàäà÷å R-ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ:

vp(t) = Apqvq(t) −Bpq[t
′(s)]−2vq(t), t ∈ Lpq, (1)ãäå vp(z) � ãîëîìîð�íûé â îäíîðîäíîé �àçå Sp êîìïîíåíò �óíêöèè v(z) , à Lpq �ëèíèÿ ñîïðÿæåíèÿ ðàçíîðîäíûõ �àç Sp è Sq . Êîý��èöèåíòû êðàåâîãî óñëîâèÿ(1) â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

Apq =
ρp + ρq

2ρp

− i
ρpβp − ρqβq

2ρp

, Bpq =
ρp − ρq

2ρp

− i
ρpβp − ρqβq

2ρp

, (2)â ÷àñòíîñòè
Apq =

ρp + ρq

2ρp

, Bpq =
ρp − ρq

2ρp

. (3)Çäåñü ïàðàìåòðû: ρp ≥ 0 (êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ) è βp ≷ 0 (ïàðàìåòð Õîë-ëà) � õàðàêòåðèçóþò �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû Sp . Îòìåòèì, ÷òî ê çàäà÷å (1)ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè (2) ñâîäèòñÿ, íàïðèìåð, ïðîáëåìà �îðìèðîâà-íèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïëîñêîé ýëåêòðîïðîâîäÿùåé ãåòåðîãåííîé ñðåäå ïîäâîçäåéñòâèåì ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê íåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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�èñ. 1. Äâóõ�àçíîå ïàðàáîëè÷åñêîå âêëþ÷åíèå1. Çàäà÷à (1) äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî êîëüöàâ ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ êîý��èöèåíòîâÓòî÷íÿÿ ïðèâåäåííóþ âûøå ïîñòàíîâêó, ðàññìîòðèì òðåõ�àçíóþ ñðåäó, ïðåä-ñòàâëÿþùóþ èç ñåáÿ áåñêîíå÷íóþ îáëàñòü S1 ñ èíîðîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè S2 è S3(ñì. ðèñ. 1), îãðàíè÷åííûìè äâóìÿ ñî�îêóñíûìè ïàðàáîëàìè L1 è L2 , îñè êîòîðûõñîâïàäàþò ñ âåùåñòâåííîé îñüþ ïëîñêîñòè z , �îêóñû ëåæàò â íà÷àëå êîîðäèíàò,à âåðøèíû � â òî÷êàõ −a2
1 è −a2

2 , òî åñòü óðàâíåíèÿ ïàðàáîë èìåþò âèä:
y2 = 4a2

k(x+ a2
k), k = 1, 2, (4)ãäå a1 > a2 > 0 .Êðàåâîå óñëîâèå (1) ïåðåïèøåì â âèäå:

vk(t) = Akvk+1(t) −Bk[t′(s)]−2vk+1(t), t ∈ Lk, k = 1, 2. (5)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè äëÿ êîý��èöèåíòîâ (3) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ Ak =
= Ak k+1 , Bk = Bk k+1 . Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ïîòðåáóåì, ÷òîáû�óíêöèÿ v3(z) ïðèíèìàëà çàäàííîå çíà÷åíèå íà áåñêîíå÷íîñòè:

v3(∞) = V0 = V0x − iV0y. (6)Â [7, ñ. 45℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå (6), íå ïðèâîäÿ ê ïðîòèâîðå÷èÿì, îáåñïå÷èâà-åò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) â ñëó÷àå îäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ.Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è â ðàññìàòðèâà-åìîé ñèòóàöèè.Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïàðàáîë L1 , L2 îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè ðåøå-íèåì çàäà÷è (5) ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè Ak , Bk âìåñòå ñ �óíêöèåé v(z)áóäåò è �óíêöèÿ v(z) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:
v(z) = V0xvR(z) − V0yvI(z), (7)ãäå

vR(z) = (v(z) + v(z))/2V0x, vI(z) = −(v(z) − v(z))/2V0y (8)ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (5), (6), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì
vR(z) ≡ vR(z), vR(∞) = 1;

vI(z) ≡ −vI(z), vI(∞) = i .
(9)
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�èñ. 2. Âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ïëîñêîñòè z è å¼ îáðàç íà ïëîñêîñòè ζ ïðè îòîáðàæåíèèñ ïîìîùüþ �óíêöèè (10)Èòàê, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ vR(z) è vI(z), ïðè÷åì ëèøü äëÿâåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C
+ = {z : Im z > 0} . ×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå

vR(z) çàäà÷è (5), óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì (9), ðàññìîòðèìêîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå C+ íà ïåðâûé êâàäðàíò ïëîñêîñòè ζ = ξ + i η ñ ïîìî-ùüþ �óíêöèè
ζ(z) =

√
z, (10)îáðàòíîé ê z(ζ) = ζ2 . Âåòâü ðàäèêàëà ζ =
√
z , �èêñèðîâàííàÿ â C+ óñëîâèåì

ζ > 0 ïðè z > 0 , îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà ïåðâûé êâàäðàíò C
+
+ =

= {z : Im z > 0, Re z > 0} ïëîñêîñòè ζ ñ ñîîòâåòñòâèåì îáëàñòåé S+
j → Ω+

j ,
j = 1, 2, 3 (ðèñ. 2). Ïîëóïàðàáîëû L+

k ïåðåõîäÿò â ëó÷è
ℓ+k = {ζ : Im ζ = ak, Re ζ > 0}. (11)×òîáû íàéòè âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ℓ+k , â êîòîðûå ïåðåéäóò óñëîâèÿ (5), èñ-ïîëüçóåì íàéäåííóþ â [7, ñ. 44℄ çàâèñèìîñòü îò t ïðîèçâîäíîé �óíêöèè òî÷êè

t(s) ∈ Lk ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó s :
(

dt

ds

)−2

=

√
t− 2iak√

t
=

√
t√
t

=
τ

τ
, t ∈ L+

k , τ ∈ ℓ+k . (12)Íà îñíîâàíèè (5), (9) è (12) îòíîñèòåëüíî êóñî÷íî-ãîëîìîð�íîé â ïåðâîì êâàä-ðàíòå C
+
+ �óíêöèè

V (ζ) = ζvR(ζ2) (13)ïðèäåì ê êðàåâîé çàäà÷å:
Vk(τ) = AkVk+1(τ) −BkVk+1(τ), τ ∈ ℓ+k , k = 1, 2, (14)

ImV3(ξ) = 0, ξ > 0,

ReV (i η) = 0, η > 0
(15)ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè:

lim
ζ→∞

[V3(ζ)/ζ] = 1, V3(0) = 0, (16)âûòåêàþùèìè èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé (9) è ïðåäñòàâëåíèÿ (13). Ôóíêöèÿ (13)â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ (15) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâ-íîñòè èç C
+
+ âî âòîðîé êâàäðàíò C

+
− .



ÇÀÄÀ×À R -ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÑÎÏ�ßÆÅÍÈß. . . 173Êîìïîíåíòû Vk(ζ) ïðîäîëæåííîé ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè �óíêöèè
V(ζ) =







V (ζ), ζ ∈ C
+
+,

−V (−ζ), ζ ∈ C
+
−,ãîëîìîð�íû â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Ωk = {ζ : ak−1 < Im ζ < ak} , k = 1, 2, 3(a0 = ∞ , a3 = 0), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (14) íà ïðÿìûõ ℓk = {ζ : Im ζ = ak} ,

k = 1, 2 , è â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ (15) �óíêöèÿ V3(ζ) âåùåñòâåííà íà âåùåñòâåí-íîé îñè. ßñíî òàêæå, ÷òî ïðîäîëæåííàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (16) èóñëîâèþ ñèììåòðèè: V(ζ) ≡ −V(−ζ) . Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê êðàåâîé çàäà÷å:
Vk(τ) = AkVk+1(τ) −BkVk+1(τ), τ ∈ ℓk, k = 1, 2; (17)

ImV3(ξ) = 0, ξ ∈ R; (18)ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè:
lim

ζ→∞
[V3(ζ)/ζ] = 1, V3(0) = 0, V(ζ) ≡ −V(−ζ). (19)Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ ïîñëåäíåé çàäà÷è, äîêàæåì ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Ëåììà 1. Ïóñòü S1 è Sn+1 � ïîëóïëîñêîñòè: S1 = {z : Im z > h1} ,

Sn+1 = {z : Im z < hn} ; Sk � ïîëîñû: Sk = {z : hk < Im z < hk−1} , k =
= 2, . . . , n . Êóñî÷íî�ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ v(z) = vk(z) ∈ H(Sk) ∩ C(Sk \ {∞}) ,
k = 1, 2, . . . , n+ 1, óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

vk+1(t) = A′
kvk(t) −B′

kvk(t), t ∈ ℓk = {z : Im z = hk} k = 1, 2, . . . , n, (20)ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè (2): A′
k = Ak+1 k , B′

k = Bk+1 k , à íà áåñêîíå÷-íîñòè ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|v(z)| = o(|z|m+1) äëÿ |z| ≫ 1, (21)ãäå m � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà êàæäûé èç êîìïîíåíòîâ vk(z) (k =

= 1, 2, . . . , n+ 1) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå m , ïðè÷åì ñòåïåíè âñåõïîëèíîìîâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì èíòåãðàë Êîøè ïî ãðàíèöå ïîëîñû Sk ñ ïëîò-íîñòüþ â âèäå èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè è ãîëîìîð�íîé â ýòîé ïîëîñå �óíêöèè
(z−z0)−m−1vk(z) , ãäå z0 � ëþáàÿ âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïîëîñå Sk òî÷êà. �àçáè-âàÿ ýòîò èíòåãðàë íà äâà ïî êîìïîíåíòàì ãðàíèöû ℓk−1 , ℓk , ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèåäëÿ vk(z) â âèäå ñóììû vk(z) = v+

k (z) + v−k (z) , ñëàãàåìûå êîòîðîé ãîëîìîð�íû âïîëóïëîñêîñòÿõ Im z > hk è Im z < hk−1 ñîîòâåòñòâåííî è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ(21). Ïåðåïèøåì êðàåâûå óñëîâèÿ (20) â âèäå
v+

k+1(t) + v−k+1(t) = A′
k(v+

k (t) + v−k (t)) −B′
k(v+

k (t+ 2ihk) + v−k (t+ 2ihk)),ãäå v−1 (z) ≡ 0 , v+
1 (z) = v1(z) , v+

n+1(z) ≡ 0 , v−n+1(z) = vn+1(z) . Ñëåäîâàòåëüíî,ãîëîìîð�íàÿ â ïîëóïëîñêîñòÿõ Im z > hk , Im z < hk �óíêöèÿ
Pk(z) =







v+
k+1(z) −A′

kv
+
k (z) +B′

kv
−
k (z + 2ihk), Im z > hk,

A′
kv

−
k (z) − v−k+1(z) −B′

kv
+
k (z + 2ihk), Im z < hk

(22)



174 Þ.Â. ÎÁÍÎÑÎÂ, Ì.À. Å�Î�ÎÂÀíåïðåðûâíà íà ïðÿìîé ℓk . Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîì àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè�óíêöèÿ Pk(z) ãîëîìîð�íà â ïëîñêîñòè C . Íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ íåå, î÷åâèäíî,ñïðàâåäëèâà îöåíêà (21). Â ñèëó îáîáùåííîé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ Pk(z) ÿâëÿåòñÿïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå m . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè v+
k (z)è v−k+1(z) äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñîîòâåòñòâåííî â ïîëóïëîñêîñòè

Im z > hk − d è Im z < hk + d , ãäå d = min16k6n−1 dk , à dk = hk − hk+1 � øèðèíàïîëîñû Sk+1 . Äè��åðåíöèðóÿ m+ 1 ðàç ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (22)ïîëó÷èì
f+

k+1(z) = A′
kf

+
k (z) −B′

kf
−
k (z + 2ihk), Im z > hk,

f−
k+1(z) = A′

kf
−
k (z) −B′

kf
+
k (z + 2ihk), Im z < hk,

k = 1, 2, . . . , n, (23)ãäå f±
k (z) = [v±k (z)](m+1) .Èç (23) ñ ó÷åòîì f−

1 (z) ≡ 0 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì:
f+
2 (z) = A′

1f
+
1 (z), f−

2 (z) = −B′
1f

+
1 (z + 2ih1) ïðè k = 1,

f+
3 (z) = A′

2A
′
1f

+
1 (z) +B′

2B
′
1f

+
1 (z + 2id1),

f−
3 (z) = −A′

2B
′
1f

+
1 (z + 2ih1) −B′

2A
′
1f

+
1 (z + 2ih2)

ïðè k = 2.Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ f±
k ÷åðåç f+

1 äëÿ k =
= 2, . . . , n . Òàê êàê f+

n+1(z) ≡ 0 , èç (23) ïðè k = n ñëåäóåò: A′
nf

+
n (z) −

−B′
nf

−
n (z + 2ihn) ≡ 0 . Îòñþäà ìåòîäîì ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåñëîæ-íî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî f+

1 (z) :
f+
1 (z) =

n−1
∑

|k|=1

δkf
+
1 (z + 2iDk), (24)ãäå k � óïîðÿäî÷åííûé ìóëüòèèíäåêñ, òî åñòü åñëè |k| = l , òî k = (j1, j2, . . . , jl) è

1 6 j1 < j2 < · · · < jl 6 n − 1 , Dk = dj1 + dj2 + · · · + djl
è |δk| < 1 . Èíòåãðèðóÿ

m+ 1 ðàç óðàâíåíèå (24), ïðèäåì îòíîñèòåëüíî v1(z) ê óðàâíåíèþ âèäà
v1(z) =

n−1
∑

|k|=1

δkv1(z + 2iDk) + P (z), (25)ãäå P (z) � ïîëèíîì ñòåïåíè m . Ôóíêöèÿ v1(z) ãîëîìîð�íà â ïîëóïëîñêîñòè Im z >
> h1 , çíà÷èò, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (25), à âìåñòå ñ íåé è �óíêöèÿ v1(z) ãîëî-ìîð�íû â ïîëóïëîñêîñòè Im z > h1 − d è óäîâëåòâîðÿþò òàì îöåíêå (21). Îòñþäàñëåäóåò ãîëîìîð�íîñòü îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (25) è ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (21)â ëþáîé èç ïîëóïëîñêîñòåé Im z > h1 − Nd äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî N .Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó d = min16k6n−1 dk > 0 , �óíêöèÿ v1(z) ãîëîìîð�íà âïëîñêîñòè C è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (21) â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Ïî îáîá-ùåííîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ v1(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå m . Ñëåäîâàòåëüíî,
f+
1 (z) ≡ 0 , à çíà÷èò, è âñå f±

k (z) ≡ 0 , k = 2, . . . , n+ 1 , òî åñòü vk(z) � ïîëèíî-ìû, ñòåïåíè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò m . Ñîâïàäåíèå ñòåïåíåé âñåõ ýòèõ ïîëèíîìîââûòåêàåò èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (20). Òåì ñàìûì ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Âîçâðàùàÿñü ê ðåøåíèþ çàäà÷è (14)�(16), ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (15) ïðîäîëæèì�óíêöèþ V3(ζ) ïî ñèììåòðèè äî �óíêöèè V∗
3 (ζ) , ãîëîìîð�íîé â ïîëîñå Ω∗

3 =

= {ζ : −a2 < Im ζ < a2} , è îïðåäåëèì �óíêöèè V∗
k (ζ) = Vk(ζ) , k = 1, 2 , ãîëîìîð�-íûå â ïîëóïëîñêîñòè Ω∗

1 = {ζ : Im ζ <−a1} è â ïîëîñå Ω∗
2 = {ζ :−a1 < Im ζ < −a2}



ÇÀÄÀ×À R -ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÑÎÏ�ßÆÅÍÈß. . . 175ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì �óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò êðà-åâûì óñëîâèÿì (17) íà ïðÿìûõ ℓ∗k , ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñèñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðÿìûìè ℓk . Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê çàäà÷å (20) ïðè n =
= 4 è m = 1 , êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ êîòîðîé, â ñèëó äîêàçàííîé ëåììû, ÿâëÿþòñÿïîëèíîìàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (18), (19), ðåøåíèå çàäà÷è (17)ñëåäóåò îòûñêèâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

V(ζ) =



















V1(ζ) = a11ζ + i a12, Im ζ > a1,

V2(ζ) = a22ζ + i a22, a2 < Im ζ < a1,

V3(ζ) = ζ, 0 < Im ζ < a2.

(26)Çäåñü akj � âåùåñòâåííûå êîý��èöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Òðåáóÿ, ÷òî-áû �óíêöèÿ (26) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì (17), ñ ó÷åòîì ñïðàâåäëèâûõ íà ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ïðÿìûõ η = ak ðàâåíñòâ: τ = τ − i 2ak , k = 1, 2 , ïîëó÷èì ñèñòåìó:
a11τ + i a12 = A1(a21τ + i a22) −B1(a21(τ − i 2a1) − i a22),

a21τ + i a22 = A2τ −B2(τ − i 2a2).Îòñþäà, ñðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè τ è ñâîáîäíûå ÷ëåíû, èñêîìûå êîý��èöè-åíòû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèì ïî �îðìóëàì:
a11 = θ1θ2, a12 = a2(1 + θ2) + a1θ2(1 − θ1), a21 = θ2, a22 = a2(1 − θ2),ãäå

θk = ρk+1/ρk, k = 1, 2. (27)Âîçâðàùàÿñü â ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z , ñ ó÷åòîì (10), (13) ïî-ëó÷èì:
vR1(z) = θ1θ2 + i [a2(1 − θ2) + a1θ2(1 − θ1)]/

√
z,

vR2(z) = θ2 + i a2(1 − θ2)/
√
z,

vR3(z) ≡ 1.

(28)Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå vI(z) çàäà÷è (5), óäîâëåòâîðÿþùåå ñî-îòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì (9). Îïóñêàÿ ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè, çàïèøåì îêîí÷à-òåëüíûé ðåçóëüòàò:
vI1(z) = i + [a2θ1(1 − θ2) + a1(1 − θ1)]/

√
z,

vI2(z) = i + a2(1 − θ2)/
√
z,

vI3(z) ≡ i .

(29)Íà îñíîâàíèè (7), (28), (29) èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6) ïîëó÷èì â âèäå:
v1(z)=θ1θ2V0x−iV0y+i [a2(1−θ2)(V0x+i θ1V0y)+a1(1−θ1)(θ2V0x+iV0y)]/

√
z,

v2(z) = θ2V0x − iV0y + ia2(1 − θ2)V0/
√
z,

v3(z) ≡ V0. (30)Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ ðàññìîòðåííîé òðåõ�àçíîé ñòðóêòóðû âäâóõ�àçíóþ, òî åñòü ïðè ρ1 = ρ2 , èëè ρ2 = ρ3 , �îðìóëû (30) ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþçàäà÷è î ïàðàáîëè÷åñêîì âêëþ÷åíèè [7, ñ. 45℄. Äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ïðè ρ1 =
= ρ2 = ρ3 ðåøåíèå (30) âûðîæäàåòñÿ â òîæäåñòâåííóþ êîíñòàíòó V0 , êàê ýòî èäîëæíî áûòü.
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�èñ. 3. Ñïëîøíûå ëèíèè � ëèíèè òîêà, ïóíêòèðíûå � ýêâèïîòåíöèàëèÍà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíèé òîêà è ýêâèïîòåíöèàëåé äëÿðàññìîòðåííîé ñòðóêòóðû. Âåðøèíû ïàðàáîë ëåæàò â òî÷êàõ: −1 è −4 . Ñëåâàêîý��èöèåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ: ρ1 = 1 , ρ2 = 10 , ρ3 = 20 ,
V0 = 1 + i , à ñïðàâà � ρ1 = 1 , ρ2 = 0.5 , ρ3 = 50 , V0 = 1 − 2i .2. �åøåíèå çàäà÷è (5), (6) â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ (2)Â ñèëó äîêàçàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ëåììû è â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êî-ý��èöèåíòîâ (2) ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), (6) îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê è ââåùåñòâåííîì, ðàññìîòðåííîì âûøå, ñëó÷àå, à èìåííî:

v1(z) = C1 + iD1/
√
z,

v2(z) = C2 + iD2/
√
z,

v3(z) = V0,

(31)ãäå Ck , Dk � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, â äàííîì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû.Ïîäñòàâèâ (31) â (13) è ïîëó÷èâøèéñÿ ðåçóëüòàò â êðàåâîå óñëîâèå (17), èìååì
C1(ξ + ia1) + iD1 = A1C2(ξ + i a1) + iA1D2 −B1C2(ξ − i a1) + iB1D2,

C2(ξ + i a2) + iD2 = A2(ξ + i a2)V0 −B2(ξ − i a2)V0.Îòñþäà, ñðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ξ è ñâîáîäíûå ÷ëåíû, ïðèäåì ê ñèñòåìåóðàâíåíèé:
C1 = A1C2 −B1C2, C2 = A2V0 −B2V0,

a1C1 +D1 = a1A1C2 +A1D2 + a1B1C2 +B1D2,

a2C2 +D2 = a2A2V0 + a2B2V0.�åøàÿ å¼, íàéäåì:
C1 = (A1A2 +B1B2)V0 − (A1B2 +B1A2)V0, C2 = A2V0 −B2V0,

D1 = (2aA1B2 + 2bB1A2)V0 + (2bB1B2 − 2aB1B2)V0, D2 = 2i aB2V0.
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ëèíèé òîêà è ýêâèïîòåíöèàëåé â ïàðàáîëè÷åñêîì êîëüöå ïðè ó÷åòåý��åêòà ÕîëëàÍà îñíîâàíèè (31) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6) ñ êîìïëåêñíûìè êîý��è-öèåíòàìè (2) èìååò âèä:
v1(z) = (A1A2 +B1B2)V0 − (A1B2 +B1A2)V0+

+2i [(a2A1B2 + a1B1A2)V0 −B1B2(a1 − a2)V0]/
√
z, z ∈ S1,

v2(z) = A2V0 −B2V0(1 − 2ia2/
√
z), z ∈ S2,

v3(z) = V0, z ∈ S3.

(32)Êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè (32) ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w(z) = wk(z)ïðè z ∈ Sk :
w1(z) = [(A1A2 +B1B2)V0 − (A1B2 +B1A2)V0](z + a2

1)+

+4i [(a2A1B2 + a1B1A2)V0 −B1B2(a1 − a2)V0](
√
z − i a1),

w2(z) = (A2V0 −B2V0)(z + a2
1) − 4ia2B2V0(

√
z − ia1),

w3(z) = V0(z + a2
2) + θ−1

2 Rew2(−a2
2) + i Imw2(−a2

2).

(33)Çäåñü êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðèïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ ðàçíîðîäíûõ �àç íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè òî-êà ψ(z) = Imw(z) è òðåáóåìóþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ïîòåíöèàëà ϕ(z) = Rew(z) :
ρkϕk(t) = ρk+1ϕk+1(t) , t ∈ Lk , k = 1, 2 .Ïðèìåðû ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíèé òîêà è ýêâèïîòåíöèàëåé ïî �îðìóëàì(32) è (33) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 (ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî). Â ïåðâîì ñëó÷àåêîý��èöèåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ è ïàðàìåòðû Õîëëà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ: ρ1 = 1 ,
ρ2 = 10 , ρ3 = 20 , β1 = 8 , β2 = 4 , β3 = 2 , V0 = 1+i , à âî âòîðîì � ρ1 = 1 , ρ2 = 0.5 ,
ρ3 = 50 , β1 = 0.9 , β2 = −0.1 , β3 = 0.3 , V0 = 1 − i 2 .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî íàóêåè èííîâàöèÿì (ãîñêîíòðàêò � 02.740.11.0193) è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëü-íûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 09-01-97008-ð_ïîâîëæüå_à è 09-01-12188-î�è_ì).
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