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Е.С.ЖУКОВСКИЙ, Х.М.Т.ТАХИР

ОБ УСЛОВИЯХ ПОЛОЖИТЕЛЬНОСТИ ФУНКЦИИ КОШИ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Аннотация. Обсуждается связь утверждений об оценках решений линейных функционально-
дифференциальных уравнений, аналогичных теореме Чаплыгина о дифференциальном нера-
венстве, с положительностью функции Коши и фундаментального решения. Получена теоре-
ма сравнения функций Коши и фундаментальных решений двух функционально-дифферен-
циальных уравнений. В теореме предполагается, что разность соответствующих уравнениям
операторов (действующих из пространства абсолютно непрерывных функций в пространство
суммируемых функций) есть монотонный вольтерров вполне непрерывный оператор. Также
получены условия положительности функции Коши и фундаментального решения конкрет-
ных уравнений с запаздыванием и нейтрального типа.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение, функция Коши, теорема Ча-
плыгина о дифференциальном неравенстве, линейный вольтерров оператор.
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Введение. Пусть X = (X,�), Λ = (Λ,�) — частично упорядоченные пространства, Y —
множество, пусть определено отображение Φ : X × Λ → Y и задан элемент θ ∈ Y . Рас-
смотрим уравнение Φ(x, λ) = θ с параметром λ ∈ Λ (относительно неизвестного x ∈ X).
Для получения оценок решений бывают эффективны утверждения о монотонной зависимо-
сти решения x от параметра λ. Для дифференциальных уравнений в качестве параметров
обычно выбираются функции, входящие в уравнения (например, известные правые части
уравнений), а также значения начальных или краевых условий. В теореме Чаплыгина [1]
утверждается, что в предположении непрерывности функции ϕ, если для функции x0 вы-
полнено ẋ0(t) > ϕ

(
t, x0(t)

)
, t ≥ 0, то для решения уравнения ẋ = ϕ(t, x), t ≥ 0, с начальным

условием x(0) = x0(0) имеет место строгое неравенство x(t) < x0(t), t > 0. Это утверждение
можно трактовать (при соответствующей упорядоченности функций) как теорему о строгой
монотонной зависимости от λ решения x задачи Коши для уравнения ẋ − ϕ(t, x) = λ(t).
Распространению и обобщению утверждений о неравенствах посвящены многие исследо-

вания, фундаментальные результаты о дифференциальных и интегральных неравенствах
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получены Н.В.Азбелевым (см. [2], раздел 1). Функционально-дифференциальные неравен-
ства исследовались участниками Пермского семинара ([3]–[5]), условия применимости тео-
ремы Чаплыгина к линейным краевым задачам получены в [6], [7]. Нелинейные функцио-
нальные неравенства исследовались в [8]. В недавних работах [9], [10] начато исследование
неявных дифференциальных и функционально-дифференциальных неравенств.
Аналог теоремы Чаплыгина о нестрогом неравенстве для линейного эволюционного функ-

ционально-дифференциального уравнения имеет место тогда и только тогда, когда неотри-
цательна его функция Коши C(t, s). Для справедливости соответствующего утверждения
о строгом неравенстве дополнительно требуется, чтобы при любом t > 0 мера множества
{s : C(t, s) > 0} была положительной. Монотонная зависимость решения от начального
значения равносильна неотрицательности нормального фундаментального решения X(t),
и при увеличении начального значения решение строго возрастает тогда и только тогда,
когда X(t) > 0.
В данном сообщении формулируется теорема сравнения функций Коши, а также фунда-

ментальных решений двух функционально-дифференциальных уравнений. Это утвержде-
ние позволяет получать условия положительности функции Коши и фундаментального ре-
шения конкретных уравнений с запаздыванием и нейтрального типа.

1. Линейное эволюционное функционально-дифференциальное уравнение.Обо-
значим R — множество действительных чисел, L — пространство суммируемых по Лебегу

функций y : [0, T ] → R с нормой ‖y‖L =
T∫
0

|y(t)| dt, AC — пространство абсолютно непре-

рывных функций x : [0, T ] → R с нормой ‖x‖AC = ‖ẋ‖L + |x(0)|, AC0 = {x ∈ AC : x(0) = 0}.
Пусть X, Y — некоторые пространства определенных на [0, T ] скалярных функций. Отоб-

ражение F : X → Y называют вольтерровым (по А.Н.Тихонову), если для любого τ ∈ (0, T ]
и любых x, u ∈ X из равенства x(t) = u(t) на [0, τ ] следует (Fx)(t) = (Fu)(t) на [0, τ ]. Ото-
бражение F : X → Y называют положительным, если для любой неотрицательной функции
x ∈ X функция Fx неотрицательна.
Пусть задан линейный ограниченный оператор L : AC → L, f ∈ L. Сначала приведем

необходимые сведения из [3] о линейном функционально-дифференциальном уравнении

Lx = f. (1)

Если оператор Q : L → L,Qy = L
( (·)∫

0

y(s)d(s)
)
обратим и обратный оператор Q−1 : L → L

вольтерров, то задача Коши с начальным условием x(0) = α однозначно разрешима при
любых α ∈ R, f ∈ L, ее решение представимо в виде

x(t) = αX(t) +
∫ t

0
C(t, s) f(s) ds, (2)

где X — нормальное фундаментальное решение однородного уравнения Lx = 0 такое, что
X(0) = 1, и C : ∆T

.= {(t, s) : s ∈ [0, t], t ∈ [0, T ]} → R — функция Коши.
Из соотношения (2) следует, что для монотонной зависимости решения x от начального

значения α необходимо и достаточно, чтобы фундаментальное решение X было неотри-
цательным, а для монотонной зависимости решения x от правой части f необходимо и
достаточно, чтобы неотрицательной была функция Коши. Итак, неравенства X(t) ≥ 0,
C(t, s) ≥ 0 являются критерием справедливости утверждений типа теоремы Чаплыгина
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о нестрогом неравенстве; если, более того, X(t) > 0 при любом t, C(t, s) > 0 при всех
t > 0 и всех s из некоторого множества положительной меры, то справедливы соответ-

ствующие строгие неравенства. Для оператора Коши f ∈ L �→ Cf
.=

(·)∫
0

C(·, s)f(s)ds ∈ AC0

имеет место представление C =
(
Q d

dt

)−1, где d
dt : AC0 → L — оператор дифференциро-

вания. Таким образом, неравенство C(t, s) ≥ 0 равносильно положительности вольтеррова
оператора

(
Q d

dt

)−1
: L → AC0. Отметим, что условия положительной обратимости доста-

точно широкого класса отображений, в том числе, возникающих в краевых задачах для
функционально-дифференциальных уравнений, получены в [11]. Доказательство форму-
лируемого ниже утверждения о положительности функции Коши основано на проверке
положительности вольтеррова оператора

(
Q d

dt

)−1 : L → AC0.

2. Основной результат. Получим условия на линейный оператор H : AC → L, при вы-
полнении которых из положительности или неотрицательности функции Коши функционально-
дифференциального уравнения (1) следует, что соответствующим свойством обладает “воз-
мущенное” уравнение

L̃x
.= Lx − Hx = f. (3)

Теорема. Пусть оператор H : AC → L вольтерров, положителен и вполне непрерывен.
Тогда, если задача Коши для функционально-дифференциального уравнения (1) однознач-
но разрешима и ее решение представимо в виде (2) c неотрицательной функцией Коши
C(t, s), задача Коши для уравнения (3) также однозначно разрешима и ее решение x̃ имеет

представление (2), т. е. x̃(t) = αX̃(t) +
t∫
0

C̃(t, s) f(s) ds, причем функция Коши удовлетво-

ряет неравенству C̃(t, s) ≥ C(t, s), (t, s) ∈ ∆T . Если в дополнение к перечисленным услови-
ям неотрицательным является и нормальное фундаментальное решение X(t) однородного
уравнения Lx = 0, то для нормального фундаментального решения X̃(t) однородного урав-
нения L̃x = 0 выполнено X̃(t) ≥ X(t), t ∈ [0, T ].

Иллюстрацией теоремы служит следующий пример уравнения с невольтерровым опера-
тором L : AC → L, решение которого, тем не менее, может быть записано в виде (2).

Пример. Определим функцию h : [0, 1] → [0, 1] равенством

h(t) =

{
2t, t ∈ [0, 1/3];
(t + 1)/2, t ∈ (1/3, 1].

Отметим, что при всех t ∈ [0, 1] выполнены неравенства h(t) ≥ t, h−1(t) ≤ t.
Задача Коши с начальным условием x(0) = α для уравнения

(Lx)(t) .= ẋ(h(t)) = f(t), t ∈ [0, 1],

очевидно, однозначно разрешима:

ẋ(t) = f(h−1(t)), x(t) = α +
∫ t

0
f(h−1(s))ds = α +

∫ t

0
χ[0, h−1(t)](s)ḣ(s)f(s)ds.

Здесь и ниже χ[τ1,τ2](·) — характеристическая функция отрезка [τ1, τ2]. Итак, имеет место
соотношение (2) с неотрицательной функцией Коши C(t, s) = χ[0, h−1(t)](s)ḣ(s) и фунда-
ментальным решением X(t) ≡ 1 однородного уравнения. Согласно теореме для любого
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вольтеррова, положительного, вполне непрерывного оператора H : AC → L задача Коши

(L̃x)(t) .= ẋ(h(t)) − (Hx)(t) = f(t), t ∈ [0, 1], x(0) = α,

также однозначно разрешима, и ее решение представимо в виде (2) c неотрицательной функ-
цией Коши и положительным фундаментальным решением.

3. Условия положительности функции Коши конкретных уравнений. Здесь ис-
следуются конкретные функционально-дифференциальные уравнения с запаздыванием и
нейтрального типа. Рассматриваемые уравнения содержат два параметра: коэффициент
p(t) и длину T отрезка “времени”. В терминах ограничений на эти параметры формулиру-
ются условия положительности фундаментального решения и функции Коши.
Пусть p ∈ L. Рассмотрим дифференциальное уравнение с постоянным запаздыванием

ẋ(t) − p(t)x(t − 1) = f(t), t ∈ [0, T ], x(ξ) = 0, если ξ < 0. (4)

При любых α ∈ R, f ∈ L решение задачи Коши с начальным условием x(0) = α суще-
ствует, единственно, записывается в виде (2), в котором X(t) = C(t, 0). Получим условия
положительности функции Коши и, следовательно, положительности нормального фунда-
ментального решения соответствующего однородного уравнения.
Будем сначала предполагать, что p(t) ≡ p ∈ R. В этом случае фундаментальное решение

и функция Коши связаны соотношением ([5], замечание 2.4, с. 56)

C(t, s) = X(t − s),

таким образом, положительность (неотрицательность) одной из функций X(t), C(t, s) вле-
чет положительность (неотрицательность) другой. В рассматриваемой ситуации решение
задачи Коши для уравнения (4) удается записать аналитически:

x(t) =
n∑

k=0

χ[k,T )(t)
(

αpk(t − k)k

k!
+

∫ t−k

0

pk(t − s − k)k

k!
f(s) ds

)
, (5)

где натуральное n определяется включением T ∈ (n, n + 1]. Соотношение (5) позволяет
получить условия положительности функции Коши и фундаментального решения.
Определим многочлен

Fn
T
(z) = 1 +

(T − 1)
1!

z +
(T − 2)2

2!
z2 + · · · + (T − n)n

n!
zn (6)

переменной z ∈ R, степень n многочлена находится из условия T ∈ (n, n + 1]. Все коэф-
фициенты этого многочлена положительны, следовательно, у него нет неотрицательных
действительных корней.

Лемма. Многочлен Fn
T
(z) имеет действительные корни, для наибольшего действитель-

ного корня zn
T

выполнено: zn
T < 0 и при любых натуральных n1 ≤ n2 и любых T1 ∈

(n1, n1 + 1], T2 ∈ (n2, n2 + 1] таких, что T2 > T1, имеем zn2
T2

> zn1
T1

.

Предложение 1. Пусть p(t) ≡ p ∈ R. Если p > zn
T , то для нормального фундаменталь-

ного решения и функции Коши уравнения (4) имеют место неравенства X(t) > 0 при
t ∈ [0, T ] и C(t, s) > 0 при (t, s) ∈ ∆T . Если p = zn

T , то X(T ) = 0 и X(t) > 0 при t ∈ [0, T ),
C(T, 0) = 0 и C(t, s) > 0 при остальных (t, s) ∈ ∆T . Если p < zn

T , то существуют такие
0 < γ1 < γ2 ≤ T , что X(t) < 0 при t ∈ (γ1, γ2) и C(t, s) < 0 при (t, s) ∈ ∆T , удовлетворяю-
щих неравенству γ1 < t − s < γ2.
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Роль многочлена (6) в исследовании уравнения (4), видимо, впервые была отмечена
В.В.Малыгиной в [12]. Предложение 1 аналогично теореме 6 из [12] о первом нуле фун-
даментального решения уравнения (4). В цитируемой работе используется многочлен (6)
только при натуральных значениях T ; показано, что в случае p = zn

n+1 фундаментальное
решение в точке T = n + 1 первый раз обращается в нуль, а при zn−1

n < p < zn
n+1 пер-

вый нуль находится в интервале (n, n + 1). Кроме того, на основании критерия ([13], с. 212)
положительности на полуоси решения этого уравнения показано, что inf{zn

n+1} = −e−1.
Используя теорему, из предложения 1 получаем утверждение для случая переменного

коэффициента в уравнении (4).

Следствие 1. Пусть vrai inf
t∈[0,T ]

p(t) > zn
T , тогда для нормального фундаментального решения

и функции Коши уравнения (4) имеют место неравенства X(t) > 0 при t ∈ [0, T ] и C(t, s) > 0
при (t, s) ∈ ∆T . Если vrai inf

t∈[0,T ]
p(t) = zn

T , то X(t) > 0 при t ∈ [0, T ) и C(t, s) > 0 при (t, s) ∈ ∆T ,

(t, s) 	= (T, 0).

Рассмотрим уравнение с переменным запаздыванием вида

ẋ(t) − p(t)x(t/2) = f(t), t ∈ [0, T ]. (7)

Задача Коши для этого уравнения однозначно разрешима при любой правой части f ∈ L и
любом начальном значении α ∈ R, решение представимо в виде (2), где X(t) = C(t, 0).
Начнем с ситуации постоянного коэффициента p(t) ≡ p ∈ R. При таком предположении

решение задачи Коши для уравнения (7) определяется равенством

x(t) = α

∞∑
n=0

pntn

n!2n(n−1)/2
+

∫ t

0

∞∑
n=0

pnχ[0, t/2n](s)
2n(n−1)/2

n!

(
t

2n−1
− 2s

)n

f(s) ds.

Предложение 2. Пусть p(t) ≡ p ∈ R. Если pT ≥ −1, то для нормального фундамен-
тального решения и функции Коши уравнения (7) справедливы неравенства X(t) > 0 при
t ∈ [0, T ], C(t, s) > 0 при (t, s) ∈ ∆T .

Из этого предложения и теоремы 1 получаем следующее утверждение об уравнении (7)
с переменным коэффициентом p(·) ∈ L.

Следствие 2. Если T vrai inf
t∈[0,T ]

p(t) ≥ −1, то для нормального фундаментального решения и

функции Коши уравнения (7) справедливы неравенства X(t) > 0 при t ∈ [0, T ], C(t, s) > 0
при (t, s) ∈ ∆T .

В заключение рассмотрим уравнение нейтрального типа

ẋ(t) − p(t)ẋ(t/2) = f(t), t ∈ [0, T ]. (8)

Даже в случае постоянного коэффициента p(t) = const не при всех его значениях началь-
ная задача для уравнения (8) однозначно разрешима (в отличие от рассмотренных выше
уравнений с запаздывающим аргументом). В случае ее однозначной разрешимости любое
решение соответствующего однородного уравнения, очевидно, постоянно, X(t) ≡ 1 > 0.

Предложение 3. Пусть p
.= vrai sup

t∈[0,T ]
|p(t)| < 1/2, тогда при любых α ∈ R, f ∈ L задача

Коши для уравнения (8) однозначно разрешима, решение представимо в виде (2), функция
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Коши определяется соотношениями

C(t, s) = 1,
t

2
< s ≤ t; C(t, s) = 1 +

n∑
i=1

2ip(2s) · · · p(2is),
t

2n+1
< s ≤ t

2n
, n = 1, 2, . . . ;

и справедливы следующие утверждения:
если vrai inf

t∈[0,T ]
p(t)p(t/2) ≥ 0, то C(t, s) ≥ 1 − 2p > 0, (t, s) ∈ ∆T ;

если vrai inf
t∈[0,T ]

p(t)p(t/2) < 0, то C(t, s) ≥ 1−2p−2|p0|
1−2p , где p0

.= vrai inf
t∈[0,T ]

p(t), в частном случае,

при p + |p0| ≤ 1/2 выполнено C(t, s) ≥ 0, (t, s) ∈ ∆T .
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On positivity conditions for the Cauchy function of functional-differential equations

Abstract. We discuss here how the statements about estimates of solutions to linear functional-
differential equations analogous to the Chaplygin differential inequality theorem are connected with
the positivity of the Cauchy function and fundamental solution. We prove the comparison theorem
for the Cauchy functions and fundamental solutions of two functional-differential equations. In the
theorem, it is assumed that the difference of the operators corresponding to the equations (and
acting from the space of absolutely continuous functions to the space of summable functions) is
a monotone totally continuous Volterra operator. We also obtain the positivity conditions for
the Cauchy function and fundamental solution of some certain equations with delay and those of
neutral type.

Keywords: functional-differential equation, the Cauchy function, the Chaplygin differential in-
equality theorem, linear Volterra operator.
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