
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 148, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2006
ÓÄÊ 517.929 ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÉÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÅ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÏËÎÑÊÈÕÊ�ÈÂÛÕ È ÅÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈÈÁ.À. ÊàöÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå îïðåäåëÿåòñÿ íîâàÿ âåðñèÿ ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ïëîñêîé êðèâîé. Â òåð-ìèíàõ ýòîé ðàçìåðíîñòè îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è î ñêà÷êå,óëó÷øàþùèå èçâåñòíûå ðàíåå. ÂâåäåíèåÂ òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé õîðîøî èçâåñòíà òàê íàçûâàåìàÿçàäà÷à î ñêà÷êå. Îíà ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Γ åñòü ïðîñòàÿ æîðäà-íîâà êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C , ðàçáèâàþùàÿ ïëîñêîñòü íà êîíå÷íóþîáëàñòü D+ è ñîäåðæàùóþ òî÷êó ∞ îáëàñòü D− . Ïóñòü íà ýòîé êðèâîé çàäàíà�óíêöèÿ f(t) . Òðåáóåòñÿ íàéòè ãîëîìîð�íóþ â C\Γ �óíêöèþ Φ(z) , èìåþùóþ ïðèïðèáëèæåíèè z èç îáëàñòåé D+ è D− ê ëþáîé òî÷êå t ∈ Γ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
Φ+(t) è Φ−(t) ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçàííûå óñëîâèåì ãðàíè÷íîãî ñîïðÿæåíèÿ

Φ+(t) − Φ−(t) = f(t), t ∈ Γ; (1)êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû Φ(∞) = 0 .Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàííàÿ íà êðèâîé Γ �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ�åëüäåðà
sup

{

|f(t′) − f(t′′)|

|t′ − t′′|
ν : t′, t′′ ∈ Γ, t′ 6= t′′

}

≡ hν(f, Γ) < ∞ñ êàêèì-ëèáî ïîêàçàòåëåì ν ∈ (0, 1] . Íèæå ÷åðåç Hν(Γ) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî�¼ëüäåðà, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ çàäàííûõ íà Γ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìóóñëîâèþ.Â ñëó÷àå êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå ïîäðîáíî îïèñàíîâ ìîíîãðà�èÿõ [1, 2℄. Îíî äàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè
Φ(z) =

1

2πi

∫

Γ

f(ζ)dζ

ζ − z
. (2)Àâòîð ñòàòüè èññëåäîâàë ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î ñêà÷êå íà íåñïðÿìëÿåìîé êðè-âîé (ñì., íàïðèìåð, [3℄), èíòåãðèðîâàíèå ïî êîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëåíî.Áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ è ëþáîé çàäàííîé íàíåé �óíêöèè f ∈ Hν(Γ) çàäà÷à (1) ðàçðåøèìà ïðè óñëîâèè

ν >
1

2
DmΓ, (3)



78 Á.À. ÊÀÖãäå DmΓ � ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ â òåîðèè �ðàêòàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [4℄) âåðõíÿÿìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü Γ , òî åñòü
DmΓ = lim sup

ε→0

log N(ε; Γ)

− log ε
.Çäåñü N(ε; Γ) åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî êðóãîâ äèàìåòðà ε , îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå

Γ (ïî âèäèìîìó, âïåðâûå îïðåäåëåíèå ýòîé ðàçìåðíîñòè áûëî äàíî â ðàáîòå [5℄).Óñëîâèå (3) íåóëó÷øàåìî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ÷èñåë d, ν , ñâÿ-çàííûõ íåðàâåíñòâàìè 0 < ν ≤ d/2 < 1 , ìîæíî ïîñòðîèòü êðèâóþ Γ âåðõíåéìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè d è �óíêöèþ f ∈ Hν(Γ) , äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à î ñêà÷-êå (1) íåðàçðåøèìà. Êîíñòðóêöèÿ òàêèõ êðèâîé è �óíêöèè ïðèâåäåíà, íàïðèìåð,â [3℄. Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò íå èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâûõ Γ è çàäàííûõíà íèõ �óíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (3) íå âûïîëíåíî, íî çàäà÷à (1) ðàçðåøè-ìà. Íåêîòîðûå êëàññû êðèâûõ è �óíêöèé, èëëþñòðèðóþùèå òàêóþ âîçìîæíîñòü,îïèñàíû â ðàáîòàõ [6�8℄.Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ èíûõ õàðàêòåðèñòèê òèïà ðàçìåð-íîñòè, êîòîðûå áîëåå òî÷íî îïèñûâàþò ïðèðîäó êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à îñêà÷êå ðàçðåøèìà. Ýòîìó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.1. Îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè dm⋄ ΓÏóñòü Γ åñòü íåñïðÿìëÿåìàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ êîíå÷íóþîáëàñòü D+ . �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé îáëàñòè â âèäå îáú-åäèíåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ êâàäðàòîâ, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî e(Γ) ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë p ≥ 1 , îáëàäà-þùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:Îáëàñòü D+ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ êâàäðàòîâ Q1 , Q2 ,
Q3, . . . ñî ñòîðîíàìè a1 , a2 , a3, . . . , , íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è òàêèõ,÷òî ðÿä ∞

∑

j=0

ap
j ñõîäèòñÿ.Òîãäà âåëè÷èíó inf e(Γ) áóäåì îáîçíà÷àòü dm⋄ Γ .Î÷åâèäíî, ýòî òàêæå õàðàêòåðèñòèêà òèïà ðàçìåðíîñòè. Ïðèâåäåì ñîîòíîøåíèÿìåæäó ðàçìåðíîñòÿìè Dm Γ è dm⋄ Γ .Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ïëîñêîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-íèÿ

1 ≤ dm⋄ Γ ≤ Dm Γ ≤ 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå è ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâà î÷åâèäíû, òàê ÷òî ìûäîëæíû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî dm⋄ Γ ≤ Dm Γ .Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè d = DmΓ è ðàçîáüåì ïëîñêîñòü íà êâàäðàòû, ñòî-ðîíû êîòîðûõ èìåþò äëèíó ε > 0 è ïàðàëëåëüíû îñÿì. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðè-ìåð, [3℄), îïðåäåëåíèå âåðõíåé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
DmΓ = lim sup

ε→0

log M(ε; Γ)

− log ε
,ãäå M(ε; Γ) îçíà÷àåò ÷èñëî òàêèõ êâàäðàòîâ, ïåðåñåêàþùèõ Γ . Ïîýòîìó äëÿ ëþáî-ãî d′ > d íåðàâåíñòâî M(2−n; Γ) ≤ 2nd′ ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõíàòóðàëüíûõ n . Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå Óèòíè (ñì., íàïðèìåð, [9℄) îáëà-ñòè D+ . Îíî ñîñòîèò èç ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ äèàäè÷åñêèõ êâàäðàòîâ (òî



ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÉ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÅ. . . 79åñòü êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 2−n , n = 0,±1,±2, . . . ). Ïîñêîëüêó îáëàñòü D+ êîíå÷-íà, òî â åå ðàçáèåíèè Óèòíè íåò ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ êâàäðàòîâ, è �èãóðèðóþ-ùàÿ â îïðåäåëåíèè ñóììà ∞
∑

j=0

ap
j ïðèîáðåòàåò âèä ∞

∑

n=n0

2−npmn , ãäå mn åñòü ÷èñëîêâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 2−n , âõîäÿùèõ â ðàçáèåíèå Óèòíè îáëàñòè D+ , à n0 �íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Êàê ïîêàçàíî â [3℄, èìååò ìåñòî îöåíêà
mn ≤ CM(2−n; Γ) , ãäå C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîýòîìó ñëàãàåìûå ïîñëåä-íåãî ðÿäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìàæîðèðóþòñÿ âåëè÷èíàìè 2n(d′−p) , è ïðè
p > d′ ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî e(Γ) ñîäåðæèò ëó÷ (d, ∞) , òîåñòü dm⋄ Γ ≤ d . Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðèâåäåì ïðèìåð îöåíêè äàííîé ðàçìåðíîñòè. Çà�èêñèðóåì ÷èñëà β ≥ 1 è
µ ≥ 1 . �àçäåëèì îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé îñè [2−n, 2−n+1] íà 2[nβ] ðàâíûõ ÷à-ñòåé äëèíû αn = 2−n−[nβ] êàæäàÿ1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xn,j òî÷êè äåëåíèÿ, òîåñòü xn,j = 2−n + jαn , j = 0, 1, . . . , 2[nβ] − 1 , è ðàññìîòðèì âåðòèêàëüíûå îò-ðåçêè In,j = [xn,j , xn,j + i2−n] . Âåðõíÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü îáúåäèíåíèÿýòèõ îòðåçêîâ A =

∞
⋃

n=1

2[nβ]−1
⋃

j=0

In,j âû÷èñëåíà â [3℄; îíà ðàâíà Dm A = 2β/(β + 1) .Òåïåðü ïîëîæèì εn = αµ
n/2 è ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèêè δn,j = {z = x + iy :

xn,j < x < xn,j + εn, 0 < y < 2−n} . Îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü δ0åñòü êâàäðàò {z = x + iy : 0 < x < 1, 0 < y < 1} . Îáëàñòü D+ îïðåäåëèìðàâåíñòâîì D+ = δ0

∖

(

∞
⋃

n=1

2[nβ]−1
⋃

j=0

δn,j

) , òî åñòü D+ åñòü åäèíè÷íûé êâàäðàò ñîñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ïðÿìîóãîëüíûõ âûðåçîâ, ñãóùàþùèõñÿ ê òî÷êå 0. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç Γ∗ ãðàíèöó îáëàñòè D+ . Ýòî � ëîìàíàÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ.Îíà ñïðÿìëÿåìà âíå ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0. Îòðåçêè In,j ÿâëÿþòñÿ ëåâûìèâåðòèêàëüíûìè ñòîðîíàìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ δn,j . Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî
Dm Γ∗ = Dm A = 2β/(β + 1) .Âñå ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè áåç òðóäà ðàçáèâàþòñÿ íà êâàäðàòû, ïðè÷åì íåïîñðåä-ñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðÿä èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñõîäèòñÿ ïðè

p >
(µ + 1)β + (µ − 1)

µ(β + 1)
.Îòñþäà

dm⋄ Γ∗ ≤
(µ + 1)β + (µ − 1)

µ(β + 1)
. (4)Ïðè β > 1, µ > 1 ïðàâàÿ ÷àñòü (4) ìåíüøå DmΓ∗ , òàê ÷òî äàííûé ïðèìåð ïîêàçû-âàåò, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà dm⋄ Γ ìîæåò áûòü ñòðîãî ìåíüøå âåðõíåéìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè êðèâîé Γ .Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å äàäèì íèæíþþ îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû dm⋄ Γ .2. �àçðåøèìîñòü çàäà÷è î ñêà÷êåÌû äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèè (3) âåðõíþþ ìåòðè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ìîæíî çà-ìåíèòü ðàçìåðíîñòüþ dm⋄ Γ . Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ïðîäîë-æåíèÿ Óèòíè. Ñîãëàñíî òåîðåìå Óèòíè (ñì., íàïðèìåð, [9℄) ëþáóþ çàäàííóþ íàêîìïàêòå K ⊂ C �óíêöèþ f ∈ Hν(K) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî çàäàííîé íà âñåéêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè �óíêöèè u(z) ∈ Hν(C) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîäîëæåííàÿ

1Çäåñü è íèæå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü.



80 Á.À. ÊÀÖ�óíêöèÿ u èìååò â C\K ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è ïî y âñåõ ïîðÿäêîâ (çäåñü
z = x + iy ), ïðè÷åì

|∇u(z)| ≤ Chν(f, K) distν−1 (z, K).Çäåñü è íèæå C îçíà÷àåò ðàçëè÷íûå àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå. Èç ýòîé îöåíêèíåìåäëåííî ñëåäóåòËåììà 1. Ïóñòü Q åñòü êâàäðàò ñ ãðàíèöåé γ è ñòîðîíîé a , �óíêöèÿ fïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hν(γ) , à fw åñòü åå ïðîäîëæåíèå Óèòíè ñ êðèâîé
γ â îáëàñòü Q . Åñëè p < 1/(1 − ν) , òî

∫∫

Q

|∇fw|p dxdy ≤ Chp
ν(f, γ)a2−p(1−ν).Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ðåçóëüòàò, çàÿâëåííûé â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðà�à.Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ Hν(Γ) , òî çàäà÷à î ñêà÷êå (1) ðàçðåøèìà ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèÿ

ν >
1

2
dm⋄ Γ. (5)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè dm⋄ Γ äëÿ ëþáîãî d′ > dm⋄ Γîáëàñòü D+ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êâàäðàòîâ Qj , j = 1, 2, . . . ,ñî ñòîðîíàìè aj , íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è òàêèõ, ÷òî ðÿä ∞

∑

j=0

ad′

jñõîäèòñÿ. Â ñèëó óñëîâèÿ (5) ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî d′ < 2ν . Ïóñòü γj åñòü ãðà-íèöà êâàäðàòà Qj . Ïîëîæèì Γ0 ≡ Γ ∪ (
⋃

j≥0

γj) . Ïðîäîëæèì ñêà÷îê f ∈ Hν(Γ) ïîÓèòíè äî �óíêöèè u(z) ∈ Hν(C) , à çàòåì âîçüìåì ñóæåíèå u íà Γ0 è ïîâòîðíîïðèìåíèì ïðîäîëæåíèå Óèòíè ê ýòîìó ñóæåíèþ. Ïîëó÷åííóþ �óíêöèþ îáîçíà-÷èì fw(z) . Îíà îáëàäàåò âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Êðîìå òîãî,èç êîíñòðóêöèè îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ Óèòíè [9℄ ñëåäóåò, ÷òî âíóòðè ëþáîãî èçêâàäðàòîâ Qj �óíêöèþ fw ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ïðîäîëæåíèÿ ïîÓèòíè ñóæåíèÿ u íà γj ñ ýòîé êðèâîé íà âñþ ïëîñêîñòü. Ïîýòîìó ê êâàäðàòó Qjè �óíêöèè fw ïðèìåíèìà ëåììà 1.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå â âèäå ðÿäà èç èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè
Φ(z) =

∞
∑

j=1

1

2πi

∫

γj

fw(ζ)dζ

ζ − z
.Ïðåäñòàâèì êàæäûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ïî �îðìóëå Áîðåëÿ �Ïîìïåéà (ñì., íà-ïðèìåð, [10℄):

1

2πi

∫

γj

fw(ζ)dζ

ζ − z
= fw(z)χj(z) −

1

2πi

∫∫

Qj

∂fw

∂ζ

dζdζ

ζ − z
.Çäåñü χj(z) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îáëàñòè Qj . Ñóììèðóÿ ýòè ïðåä-ñòàâëåíèÿ, ïîëó÷àåì

Φ(z) = fw(z)s(z) −
1

2πi

∫∫

D+

∂fw

∂ζ

dζdζ

ζ − z
, (6)



ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÉ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÅ. . . 81ãäå s(z) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îáëàñòè D+ . Èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ïî-ñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà
ϕ(ζ) 7→

∫∫

D+

ϕ(ζ)dζdζ

ζ − zê �óíêöèè
ϕ(ζ) =

∂fw(ζ)

∂ζ
.Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [10℄), ÷òî ïðè p > 2 ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò èç

Lp(D+) â H(p−2)/p(C) . Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè
∑

j≥0

∫∫

Qj

|∇fw|
p

dxdy < ∞, p > 2, (7)èíòåãðàëüíûé ÷ëåí �îðìóëû (6) åñòü �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ âî âñåé êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè. Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí fw(z)s(z) èìååò ñêà÷îê f íà êðèâîé Γ . Èç ïî-ñòðîåíèÿ �óíêöèè Φ(z) ñëåäóåò, ÷òî îíà ãîëîìîð�íà â C \Γ è îáðàùàåòñÿ â íóëüâ áåñêîíå÷íîñòè. Èòàê, ïðè óñëîâèè (7) çàäà÷à î ñêà÷êå ðàçðåøèìà è îäíî èç ååðåøåíèé äàåòñÿ �îðìóëîé (6).Ñîãëàñíî ëåììå 1 óñëîâèå (7) âûïîëíåíî, åñëè ðÿä ∑

j≥0

a
2−p(1−ν)
j ñõîäèòñÿ ïðèêàêîì-ëèáî p > 2 . Ïðèðàâíèâàÿ 2 − p(1 − ν) = d′ , ïîëó÷àåì p = (2 − d′)/(1 − ν) .Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå p > 2 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ν > d′/2 , ÷òî çàâåðøàåòäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Òåïåðü âåðíåìñÿ ê êðèâîé Γ∗ , ïîñòðîåííîé â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à.Çäåñü äàäèì íèæíþþ îöåíêó äëÿ dm⋄ Γ . Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ñïåöèàëüíûé ñêà÷îêíà ýòîé êðèâîé.Ñíà÷àëà îïðåäåëèì �óíêöèþ f(x) íà îòðåçêå [0, 1] äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïîëàãàÿåå ðàâíîé 0 â òî÷êàõ xn,j è âåëè÷èíå εν

n â òî÷êàõ xn,j +εn ïðè j = 0, 1, . . . , 2[nβ]−1,
n = 1, 2, . . . . Íà âñåõ îòðåçêàõ, íà êîòîðûå òî÷êè xn,j è xn,j + εn äåëÿò îòðåçîê
[0, 1] , ïîëàãàåì ýòó �óíêöèþ ëèíåéíîé. Â òî÷êàõ 0 è 1 äîîïðåäåëÿåì åå íóëåì ïîíåïðåðûâíîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêàÿ �óíêöèÿ ñ ïèëîîáðàçíûì ãðà�èêîìóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì ν . Äàëåå ïîëàãàåì f(x+iy) ≡ f(x) ;î÷åâèäíî, f ∈ Hν(Γ∗) . Ïðè ýòîì �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà â îáëàñòè D+ , îãðàíè÷åí-íîé êðèâîé Γ∗ , è èìååò òàì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò. Âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà
δnj èìååì ∂f/∂x = εν−1

n = 2(n+[nβ])µ(1−ν) ; îòñþäà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî
∣

∣

∣

∣

∂f(z)

∂x

∣

∣

∣

∣

≤ C|z|−σ, z ∈ δnj , (8)ãäå σ = (1 − ν)(1 + β)µ , à ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò n è j .Òåïåðü ðàññìîòðèì �óíêöèþ
Ψ(z) =

1

2πi

∫

Γ∗

f(ζ)dζ

ζ − z
=

1

2πi

∫

γ0

f(ζ)dζ

ζ − z
−

∞
∑

n=1

2[nβ]−1
∑

j=0

1

2πi

∫

γnj

f(ζ)dζ

ζ − z
,ãäå γ0 è γnj åñòü îáõîäèìûå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ãðàíèöû êâàäðàòà δ0 è ïðÿ-ìîóãîëüíèêîâ δnj ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä â



82 Á.À. ÊÀÖïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì åãî ñëàãàåìûå ïî �îðìóëå Áîðåëÿ �Ïîìïåéà:
Ψ(z) =

1

2πi

∫

γ0

f(ζ)dζ

ζ − z
−

∞
∑

n=1

2[nβ]−1
∑

j=0






f(z)χnj(z) −

1

2πi

∫∫

δnj

∂f

∂ζ

dζdζ

ζ − z






,ãäå χnj(z) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà δnj . Çäåñü

∫∫

δnj

∣

∣

∣

∣

∂f

∂ζ

∣

∣

∣

∣

dxdy = εν
n2−n,ïîýòîìó ðÿä èç èíòåãðàëîâ ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ÷èñëîâûì ðÿäîì

∞
∑

n=1
εν

n2−n+[nβ] =
∞
∑

n=1
2([nβ]−n)−([nβ]+n)µν , òî åñòü ïðè óñëîâèè

ν >
β − 1

µ(β + 1)
. (9)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèè �óíêöèÿ Ψ(z) ãîëîìîð�íà â C\Γ∗ , îáðàùàåò-ñÿ â íóëü â òî÷êå ∞ , à â ëþáîé òî÷êå t ∈ Γ∗\{0} îíà èìååò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñîáåèõ ñòîðîí, ñâÿçàííûå ðàâåíñòâîì (1). Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü ïîâåäåíèå ýòîé �óíê-öèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 .Ñíà÷àëà îöåíèì Ψ ñíèçó íà îòðåçêå [−1, 0] äåéñòâèòåëüíîé îñè. Î÷åâèäíî, èí-òåãðàë òèïà Êîøè ïî ãðàíèöå êâàäðàòà

1

2πi

∫

γ0

f(ζ)dζ

ζ − zè ñóììà âñåõ �óíêöèé âèäà f(z)χnj(z) îãðàíè÷åíû â C . Äàëåå, ïðè z = −ξ < 0èìååì
∫∫

δnj

∂f

∂ζ

dxdy

ζ − z
= 2−n−1εν−1

n log
xnj + εn + ξ

xnj + ξ
,è ñëåäîâàòåëüíî,

Re







1

2πi

∫∫

δnj

∂f

∂ζ

dζdζ

ζ − z






≤ −π−12−n−1εν−1

n log

∣

∣

∣

∣

xnj + εn + ξ

xnj + ξ

∣

∣

∣

∣

≤ −
C2−nεν

n

2−n + ξ
.Ñóììèðóÿ ýòè îöåíêè ñíà÷àëà ïî j è çàòåì ïî n , ïîëó÷àåì

Re Ψ(−ξ) ≤ C − C

∞
∑

n=1

2[nβ]εν
n

2nξ + 1
.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ξ > 0 ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì óñëîâèè

2[nβ]εν
n

2nξ + 1
<

2

ξ
2n(β−1−νµ(β+1)),à ìíîæèòåëü ïðè n â ïîêàçàòåëå îòðèöàòåëåí ïî óñëîâèþ (9). Ïðè ξ = 0 ýòîò ðÿäðàñõîäèòñÿ, åñëè

ν <
β

µ(β + 1)
. (10)



ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÉ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÅ. . . 83Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåì îòáðîñèòü â ðàññìàòðèâàåìîì ðÿäå òå ñëàãàåìûå, ãäå 2nξ > 1 ,è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó
Re Ψ(−ξ) ≤ C − Cξβ−νµ(β+1), C > 0.Ïðè óñëîâèè (10) ïîêàçàòåëü çäåñü îòðèöàòåëåí, òî åñòü Ψ íå èìååò ïðåäåëüíîãîçíà÷åíèÿ Ψ+(0) è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè σ < 2 (çäåñü σ � ïîêàçàòåëüèç (8)) çàäà÷à î ñêà÷êå íå èìååò è äðóãèõ ðåøåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó-÷àå ñòàíäàðòíûå îöåíêè èíòåãðàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [10℄) ïîçâîëÿþò âûâåñòè èçíåðàâåíñòâà (8) îöåíêó |Ψ(z)| ≤ C|z|1−σ . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ Φ èçîëè-ðîâàííàÿ îñîáåííîñòü ðàçíîñòè Φ − Ψ â òî÷êå 0 óñòðàíèìà, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ

Φ(∞) = Ψ(∞) = 0 âëå÷åò òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî Φ(z) ≡ Ψ(z) .Óñëîâèå σ < 2 îçíà÷àåò, ÷òî
ν >

µ(1 + β) − 2

µ(1 + β)
. (11)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ñêà÷êå íà êîíòóðå Γ∗ ñ ïîñòðîåííûì âûøå ñêà÷êîì fíå èìååò ðåøåíèé, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9)�(11). Ýòè óñëîâèÿ íåïðîòèâîðå÷è-âû, åñëè

1 < µ <
β + 2

β + 1
, (12)è â ñèëó òåîðåìû 2 ïðè óñëîâèè (12) èìååì

dm⋄ Γ∗ ≥
2β

µ(β + 1)
. (13)Ýòà îöåíêà ñîäåðæàòåëüíà ïðè 2β

µ(β + 1)
> 1 .Èòàê, ïðè óñëîâèè

1 < µ <
min{β + 2, 2β}

β + 1ñïðàâåäëèâà íèæíÿÿ îöåíêà (13) äëÿ âåëè÷èíû dm⋄ Γ . Â ÷àñòíîñòè, ïðè ýòîì óñëî-âèè ðàçìåðíîñòü êðèâîé Γ∗ îòëè÷íà îò åå ðàçìåðíîñòè Õàóñäîð�à (ñì., íàïðèìåð,îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè Õàóñäîð�à â [11℄), ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü Õàóñäîð�àêðèâîé, òåðÿþùåé ñïðÿìëÿåìîñòü ëèøü â îäíîé òî÷êå, ðàâíà, î÷åâèäíî, åäèíèöå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 06-01-81019-Áåë-à).SummaryB.A. Kats. Metri
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