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Аннотация
Проведен асимптотический анализ классических уравнений теории пластин с напря-

жениями Кармана в предположении, что ширина пластины много меньше ее длины. Полу-
чена система одномерных уравнений балочного типа, описывающее нелинейное взаимо-
действие изгибных и крутильных колебаний. Их следствием является возможность воз-
буждения крутильных колебаний изгибными. Эта возможность проанализирована для
модельной задачи, когда изгибные колебания происходят по нормальным модам.

Ключевые слова: асимптотический анализ, изгибные колебания, крутильные коле-
бания, параметрический резонанс, окна резонанса, уравнение Матье

Введение

Изучение механических колебаний балок в последние десятилетия вызывает
растущий интерес благодаря широким областям их применения, таким как атом-
ная микроскопия [1], датчики и исполнительные механизмы на основе микроме-
ханических осцилляторов [2], подводные роботизированные устройства [3]. Наш
интерес в этой области исследований связан с разработкой подхода [4–6] к опреде-
лению демпфирующих свойств материалов. Метод основан на измерении амплитуд
затухающих изгибных колебаний (ИК) свободного конца консольно закрепленных
балок в первом резонансном режиме. Толщина образцов h , их ширина b и длина
L таковы, что h ¿ b ¿ L . Было замечено [7], что при больших амплитудах вы-
нужденных ИК возникают также высокочастотные крутильные колебания (КК).
Теоретическое исследование этого явления на основе классической теории среднего
изгиба пластин невозможно из-за независимости в ней ИК и КК.

Простейшее геометрически нелинейное обобщение классической теории коле-
баний удлиненных пластин было проведено на физическом уровне строгости в [8].
Согласно предложенной в этой работе модели ИК и КК нелинейно связаны, что де-
лает принципиально возможным возбуждение КК высокоамплитудными ИК из-за
явления параметрического резонанса (ПР) [9].

В настоящей работе проводится математически строгий вывод взаимосвязан-
ных уравнений ИК и КК длинных пластин, уточняющий результаты [8]. Он
опирается на классические уравнения геометрически нелинейной теории пластин
с напряжениями Кармана. Асимптотический анализ проводится в предположении
b ¿ l с использованием известного (см., например, [10]) двухмасштабного метода
осреднения. Постановка задачи и процедура осреднения даются в первых трех раз-
делах статьи.

Полученные в результате асимптотического анализа взаимосвязанные уравне-
ния ИК и КК анализируются в четвертом разделе. Для качественного понима-
ния процесса параметрического возбуждения крутильных колебаний рассматрива-
ется модельная задача, когда изгибные колебания происходят по нормальной моде.

396



ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ДЛИННЫХ ПЛАСТИН 397

В этом случае крутильные колебания описываются классическим уравнением Ма-
тье. Приводится его решение, строятся окна параметрического резонанса, анали-
зируются результаты решения применительно к изучаемому в статье физическому
процессу.

В заключении обсуждаются полученные результаты. Указывается на то, что
возбуждение крутильных колебаний изгибными за счет параметрического резо-
нанса вполне реально. Для этого достаточно, чтобы амплитуда изгибных колебаний
пластины заметно превосходила ее толщину.

1. Постановка задачи

Рассмотрим колебания прямоугольной пластины с шириной b и длиной l , из-
готовленной из линейно упругого, изотропного материала и занимающей в неде-
формированном состоянии область

Ω = {0 < x < l, |y| < b/2}.
Основные колебания с характерной амплитудой A происходят в направлении
оси z . Пластина закреплена при x = 0 , все остальные ее грани свободны. Бу-
дем считать выполненными условия

h ¿ b ∼ A ¿ l. (1)

Первое из них – стандартное условие применимости теории пластин. Второе опре-
деляет большую амплитуду колебаний, значительно превышающую толщину h
пластины, что делает необходимым использование геометрически нелинейной тео-
рии. Последнее условие указывает на то, что пластина узкая, а значит, исходная
система уравнений может быть осреднена по y с тем, чтобы приближенно описать
исследуемый процесс одномерными по x уравнениями балочного типа.

Двумерные уравнения геометрически нелинейной теории пластин с напряже-
ниями Кармана формулируются [11, 12] в терминах зависящих от x, y t переме-
щений срединной поверхности пластины U, V, W по x, y, z соответственно. Они
имеют вид

ρ∂2
t U =

E

1− ν2

(
Px + Gy

)
, ρ∂2

t V =
E

1− ν2

(
Qy + Gx

)
,

ρ∂2
t W +

E

(1− ν2)

[h2

12
∆2W − (

QWy + GWx

)
y
− (

PWx + GWy

)
x

]
= 0.

(2)

Здесь E, ν – модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала пластины. Вели-
чины P , Q , G пропорциональны напряжениям в срединной плоскости пластины
(мембранные напряжения). Они нелинейным образом определяются через переме-
щения 


P

Q

G


 =

1
2




2Ux + W 2
x + ν(2Vy + W 2

y )
2Vy + W 2

y + ν(2Ux + W 2
x )

(1− ν)(Uy + Vx + WxWy)


 .

Условия отсутствия усилий на боковых гранях пластины записываются как

y = ± b

2
: Q = G = 0, Wyy + νWxx = 0, Wyyy + (2− ν)Wyxx = 0. (3)

Граничные условия на торцах x = 0, l пластины не привлекаются при выводе
осредненных уравнений, за одним исключением. Требуется, чтобы в каждый мо-
мент времени в некотором, вообще говоря изменяющемся со временем сечении
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пластины среднее по ее ширине значение P было равно нулю. Обозначая сред-
нее значение угловыми скобками, запишем требуемое условие как

x = x0(t) : 〈P 〉 = 0. (4)

Это условие заведомо выполняется на торцевой грани, если она свободна от усилий
либо жестко закреплена.

Задача состоит в нахождении осредненных по ширине пластины одномерных
задач, описывающих при выполнении (1) поведение решений уравнений (2) с усло-
виями (3), (4).

2. Асимптотическое разложение

2.1. Безразмерные переменные и параметры. Величина ε = b/2l яв-
ляется малым параметром задачи. Второй малый параметр – отношение 2h/b .
Будем считать их соизмеримыми величинами, обозначать их отношение через β
и полагать, что β ∼ 1 при ε → 0

1
β

=
√

3
2

b2

hl
=
√

12 ε2 l

h
.

Еще один безразмерный параметр α ∼ 1 определяется амплитудой колебания пла-
стины

α =
√

3
Ab

hl
=
√

12 ε
A

h
.

Произведение αβ равно отношению амплитуды колебаний к полуширине пластины

αβ =
2A

b
.

Переходя к безразмерным переменным, нормируем y на полуширину пластины
b/2 , x – на ее длину l , прогиб W – на амплитуду колебаний A пластины:

ysc =
b

2
, xsc = l, Wsc = A.

Характерные величины перемещений в плане и мембранных напряжений опреде-
лятся как

Vsc =
A2b

2l2
= εUsc, Usc =

A2

l
, Psc = Qsc =

A2

l2
, Gsc = εPsc.

Что касается времени, то исследуемый процесс характеризуется целым спектром
временных масштабов, наибольший из которых определяется собственным време-
нем изгибных колебаний пластины

tsc =
l2

h

√
12ρ

E
.

Следующий по порядку величины – время крутильных колебаний – в ε раз меньше
времени изгибных колебаний. Мы ограничимся здесь этими двумя масштабами,
вводя в рассмотрение два безразмерных времени времени: медленное t и быстрое
τ = t/ε .
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2.2. Безразмерная постановка задачи. Проведя указанное масштабирова-
ние и сохраняя за переменными старые обозначения, перепишем исходную задачу
(2)–(3) в следующем безразмерном виде:

• определение мембранных напряжений

2




P

Q

G


 = ε−2




νW 2
y

W 2
y

(1− ν)(Uy + WxWy)


 +




2Ux + W 2
x + 2νVy

2Vy + ν(2Ux + W 2
x )

(1− ν)Vx


 ; (5)

• уравнения для U , V

(1− ν2)β2ε2 (ε∂t + ∂τ )2 U = Px + Gy,

(1− ν2)β2ε4 (ε∂t + ∂τ )2 V = Qy + ε2Gx;
(6)

• уравнение для W

(1− ν2)
(
∂t + ε−1∂τ

)2
W + ε−4Wyyyy + 2ε−2Wxxyy + Wxxxx =

= α2ε−2
[(

ε−2QWy + GWx

)
y

+
(
PWx + GWy

)
x

]
; (7)

• граничные условия при y = ±1

G = Q = 0, (8)

ε−2Wyy + νWxx = 0, ε−2Wyyy + (2− ν)Wyxx = 0. (9)

2.3. Формальное асимптотическое разложение. Представим далее ре-
шение задачи как формальное асимптотическое разложение

W = W 0(t, τ, x, y) + ε2W 1(t, τ, x, y) + · · · ,

U = U0(t, τ, x, y) + ε2U1(t, τ, x, y) + · · · ,

V = V 0(t, τ, x, y) + ε2V 1(t, τ, x, y) + · · · ,

P = P 0(t, τ, x, y) + ε2P 1(t, τ, x, y) + · · · ,

Q = Q0(t, τ, x, y) + ε2Q1(t, τ, x, y) + · · · ,

G = G0(t, τ, x, y) + ε2G1(t, τ, x, y) + · · · ,

(10)

подставим (10) в (5)–(9) и, собирая члены при различных степенях ε , получим
последовательность задач для нахождения компонент разложения.

Обратим внимание на то, что из (5) в главном (ε−2 ) члене следует, что W 0
y =

= U0
y = 0 , а значит, эти функции могут зависеть лишь от времени и продольной

координаты x . Условившись обозначать не зависящие от y функции строчными
буквами, запишем

W 0 = w, U0 = u. (11)

Из (11) следует, что в главном (ε−4 ) члене уравнение (7) удовлетворяется автома-
тически. Последовательность задач для других членов в (10) будет представлена
совместно с их решением в следующем разделе статьи.
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3. Асимптотический анализ уравнений

3.1. Шаг 1. Уравнения (6) и соотношения (5) в членах порядка ε0 записы-
ваются как

P 0
x + G0

y = 0, Q0
y = 0, (12)

2




P 0

Q0

G0


 =




2ux + w2
x + 2νV 0

y

2V 0
y + ν(2ux + w2

x)
(1− ν)(V 0

x + U1
y + wxW 1

y


 . (13)

Второе из уравнений (12) с учетом граничных условий (8) дает Q0 = 0 . Исклю-
чая V 0

y из двух первых соотношений (13), получим

2P 0 = 2p = (1− ν2)(2ux + w2
x).

Условие разрешимости первого из уравнений (12) с учетом граничных условий (8)
требует, чтобы 〈P 0〉x = 0 . Отсюда с учетом (4) следует, что 〈P 0〉 = 0 . Но P 0 не
зависит от y , а значит, P 0 = 0 . Как следствие и G0 = 0 . Итак,

P 0 = Q0 = G0 = 0. (14)

С учетом этого из (13) следует

V 0 = v, U1 + wxW 1 = −yvx + ũ, ux = −1
2

w2
x. (15)

Последнее соотношение здесь имеет простой геометрический смысл: в отсутствие
мембранных напряжений длина элемента пластины сохраняется.

3.2. Шаг 2. В члене порядка ε−2 уравнения (7) имеем

|y| < 1 : (1− ν2)∂2
τw + W 1

yyyy = 0, y = ±1 : W 1
yyy = 0, W 1

yy = −νwxx,

Интегрируя уравнение поперек пластины и учитывая первое из граничных усло-
вий, получим ∂2

τw = 0 , следовательно, w не зависит от быстрого времени: w =
= w(x, t) . При этом для W 1 получаем однородное уравнение, интегрирование
которого дает

W 1 = −ν

2
y2wxx + yϕ + w̃. (16)

Функция ϕ(x, t, τ) определяет безразмерный, нормированный на ϕsc = 2ε2A/b угол
кручения пластины вокруг центральной линии.

В члене порядка ε−1 уравнения (7) имеем соотношение ∂2
tτw = 0 , которое удо-

влетворяется автоматически в силу независимости w от τ .

3.3. Шаг 3. Следующий по порядку член (ε2 ) в уравнении (6) и граничном
условии (8) для функции V даст Q1 = 0 . Учитывая, что

2Q1 = 2V 1
y + (W 1

y )2 + 2ν(U1
x + W 1

xW 0
x ),

и принимая во внимание (15), (16) получаем

V 1 = −ν2

3
y3w2

xx +
ν

2
y2 (2ϕwxx + vxx)− y

2
(
ϕ2 + 2ν(ũx − wxxw̃)

)
+ ṽ.

Первое из уравнений (6) и граничное условие (8) приводят к следующей задаче
для определения G1 :

|y| < 1 : G1
y = −P 1

x , G1(±1) = 0. (17)
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Мы здесь учли дополнительно, что u в силу связи (15) между u и w , так же как
и w , не зависит от быстрого времени τ . Подсчитаем P 1 :

P 1 = U1
x + W 0

xW 1
x + νV 1

y +
ν

2
(W 1

y )2 =

= (1− ν2)
(
U1

x + wxW 1
x

)
= (1− ν2)

(
ũx − yvxx − wxxW 1

x

)
=

= (1− ν2)
[ν

2
y2w2

xx − y(vxx + ϕwxx) + ũx − w̃wxx

]

Условие разрешимости выписанной выше задачи для G1 требует, чтобы 〈P 1〉x = 0 .
Принимая во внимание условие на свободном конце пластины, получим 〈P 1〉 = 0 ,
откуда следует, что w̃ и ũx связаны соотношением

ũx − w̃wxx = −ν

6
w2

xx,

а P 1 представимо в виде

P 1 = (1− ν2)
[ν

6
(3y2 − 1)w2

xx − y(vxx + ϕwxx)
]
.

Интегрированием (17) получаем отсюда

G1 = (1− ν2)(1− y2)
[
ν

6
yw2

xx −
1
2

(vxx + ϕwxx)
]

x

.

3.4. Шаг 4. Выписывая следующий по порядку (ε4 ) член во втором из урав-
нений (6), получим

(1− ν2)β2∂2
τv = Q2

y + G1
x.

Проводя интегрирование по ширине пластины и учитывая, что Q2(±1) = 0 , найдем
первое из уравнений колебаний узкой пластины

β2∂2
τv = 〈G1〉x = −1

3
(vxx + ϕwxx)xx .

3.5. Шаг 5. Выписывая следующий по порядку (ε0 ) член в уравнении (7),
найдем

(1− ν2)∂2
t w + (1− ν2)∂2

τW 1 + W 2
yyyy + 2W 1

yyxx + wxxxx = α2
[(

wxG1
)
y

+
(
wxP 1

)
x

]
.

Учитывая (16) и (17), преобразуем это выражение к виду

(1− ν2)∂2
t w + (1− ν2)∂2

τ (yϕ + w̃) + W 2
yyyy + (1− 2ν)wxxxx = α2wxxP 1.

Граничные условия (9) дадут

y = ±1 : W 2
yy + ν

(
w̃ − ν

2
wxxxx ± ϕxx

)
= 0, W 2

yyy + (2− ν)
(
ϕxx ∓ νwxxxx

)
= 0.

Выписанные уравнение и граничные условия определяют задачу для нахождения
W 2 . Условия разрешимости этой задачи приводят еще к двум уравнениям коле-
баний узкой пластины. Первое из условий разрешимости получается умножением
уравнения для W 2 на y с последующим интегрированием по ширине пластины:

(1− ν2)
3

∂2
τϕ+

y

2
W 2

yyy

∣∣∣
1

−1
−1

2
W 2

yy

∣∣∣
1

−1
=

α2

2
wxx

1∫

−1

yP 1 dy = −α2 1− ν2

3
(vxx + ϕwxx)wxx
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Используя граничные условия, найдем

∂2
τϕ− 6

1 + ν
ϕxx = −α2 (vxx + ϕwxx)wxx.

Второе условие разрешимости получается интегрированием по ширине плас-
тины уравнения для W 2 с последующим использованием граничных условий и
того, что 〈P 1〉 = 0 . Оно имеет вид

∂2
t w + wxxxx = −∂2

τ w̃.

Усредним это равенство по τ , то есть проинтегрируем его правую и левую часть
по τ от t до t + τ∞ и разделим на τ∞ , считая, что 1 ¿ τ∞ ¿ ε−2 . При этом
вид левой части не изменится, а в естественном предположении об ограниченности
функции w̃(τ) правая часть обратится в нуль. Таким образом мы придем к клас-
сическому уравнению Эйлера –Бернулли изгибных колебаний тонкой балки.

3.6. Результаты асимптотического анализа. Представим основные ре-
зультаты проведенного анализа. Они состоят в том, что колебания узкой пластины
могут быть описаны уравнениями балочного типа в терминах трех основных ха-
рактеристик:

– вертикальное перемещение w(x, t) средней линии, которое можно опреде-
лять независимо от остальных характеристик, решая для w уравнение Эйлера –
Бернулли

∂2w

∂t2
+

∂4w

∂x4
= 0; (18)

– горизонтальное перемещение v(x, τ ; t) средней линии и угол ϕ(x, τ ; t) пово-
рота вокруг нее, решая для их определения уравнения

∂2ϕ

∂τ2
− 2

1 + ν

∂2ϕ

∂x2
+ α2

(
∂2v

∂x2
+ ϕ

∂2w

∂x2

)
∂2w

∂x2
= 0, (19)

3β2 ∂2v

∂τ2
+

∂2

∂x2

(
∂2v

∂x2
+ ϕ

∂2w

∂x2

)
= 0, (20)

в которых w считается известной функцией x и медленного времени t .
Для полноты изложения выпишем уравнения в размерной форме

ρbh
∂2w

∂t2
+

Ebh3

12
∂4w

∂x4
= 0. (21)

ρb3h

12
∂2ϕ

∂t2
− Ebh3

6(1 + ν)
∂2ϕ

∂x2
+

Ehb3

12

(
∂2v

∂x2
+ ϕ

∂2w

∂x2

)
∂2w

∂x2
= 0, (22)

ρbh
∂2v

∂t2
+

Eb3h

12
∂2

∂x2

(
∂2v

∂x2
+ ϕ

∂2w

∂x2

)
= 0, (23)

Полученные балочные уравнения допускают простую энергетическую трактовку.
Введем кинетическую и упругую энергии системы соответственно как

T =
ρbh

2

l∫

0

[
ẇ2 + v̇2 +

b2

12
ϕ̇2

]
dx, (24)

Π =
Ebh

24

l∫

0

[
h2w2

xx +
2h2

1 + ν
ϕ2

x + b2 (ϕwxx + vxx)2
]

dx. (25)
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Варьируя функцию Гамильтона T−Π по v , приходим к уравнению (23). Варьи-
рование по ϕ дает уравнение (22). Наконец, варьирование по w слабо изменяет
уравнение (21), приводя его к следующему виду

ρbh
∂2w

∂t2
+

Ebh3

12
∂4w

∂x4
+

Ehb3

12
∂2

∂x2

(
ϕ2 ∂2w

∂x2
+ ϕ

∂2v

∂x2

)
= 0. (26)

Дополнительный член в тех предположениях, в которых мы исследовали процесс,
мал; он появится лишь при продолжении асимптотического разложения для из-
гиба W . Вероятно, возможны ситуации, например, для ортотропных пластин,
когда дополнительное слагаемое даст заметную поправку к классическому уравне-
нию (21). Этот вопрос, однако, выходит за рамки настоящей статьи и нуждается
в специальном исследовании.

4. Возбуждение крутильных колебаний изгибными

При малых амплитудах колебаний пластины изгибные колебания описываются
уравнением Эйлера –Бернулли (18), крутильные – уравнением Сен-Венана, в ко-
торое переходит (19) при α = 0 . Эти уравнение независимы, и вопрос о взаимо-
действии изгибных и крутильных колебаний в линейной теории поставлен быть не
может. В геометрически нелинейной теории, при сохранении уравнения Эйлера –
Бернулли изгибных колебаний, уравнение (19) для угла кручения ϕ существенно
зависит от изгиба w , тем в большей степени, чем выше безразмерная амплитуда
α изгибных колебаний. При задании независимо определяемой функции w(x, t)
уравнение (19) является линейным с коэффициентом при ϕ , гармонически завися-
щим от времени и от пространственной координаты. Наличие такой параметриче-
ской зависимости приводит к явлению параметрического резонанса, когда в плос-
кости управляющих параметров процесса (ε, α) существуют целые области (окна
неустойчивости, или лакуны), в которых самопроизвольно возбуждаются крутиль-
ные колебания пластины [9].

Заметим, что согласно уравнению (20) для v изгибные колебания влияют также
и на поперечные колебания. Однако такое влияние оказывается не коэффициентно,
а через правую часть – вынуждающие силы. Для того чтобы возбудить попереч-
ные колебания, правая часть должна иметь временную гармонику, совпадающую
по частоте с собственной частотой поперечных колебаний (которая в ε−1 раз выше
частоты изгибных колебаний). В этом случае области неустойчивости в параметри-
ческой плоскости вырождаются в линии. Вероятность попадания в них равна нулю.
Поэтому возбуждение поперечных колебаний – практически невозможное событие.
Мы будем его игнорировать, полагая v = 0 . Уравнение крутильных колебаний при
этом примет вид

ε2 ∂2ϕ

∂t2
− 2

1 + ν

∂2ϕ

∂x2
+ α2R(x, t)ϕ = 0, R =

(
∂2w

∂x2

)2

. (27)

Для качественного понимания процесса параметрического возбуждения кру-
тильных колебаний проанализируем простую модельную задачу, когда изгибные
колебания происходят по нормальной моде:

w = cos(x− t), R = cos2(x− t) =
1
2

(1 + cos 2(x− t)) .

Пространственный масштаб l выбран так, что 2πl совпадает с длиной бегушей
волны, при этом частота временных колебаний определяется как ωиз = t−1

sc .
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4.1. Решение модельной задачи. Переходя в уравнении (27) от перемен-
ных x , t к переменным z , t̂

z = (x− t), t̂ = t− 1 + ν

2
ε2x,

получим, пренебрегая величинами порядка ε2 по сравнению с единицей:

δ2 ∂2ϕ

∂t̂2
− ∂2ϕ

∂z2
+ a2(1 + cos 2z)ϕ = 0, a2 =

1 + ν

4
α2, δ2 =

1 + ν

2
ε2.

С той же точностью совпадают друг с другом переменные t̂ и t . Отождествим их,
«сняв крышек» при t в выписанном выше уравнении.

Проводя преобразование Фурье по t : ϕ(t) ↔ ψ(ω) , придем к уравнению Матье,
которое в нашем случае удобно записать в виде

d2ψ

dz2
= u2

(−1 + s−2 (1 + cos(2z))
)
ψ, u = ωδ = ω

√
1 + ν

8
b

l
, s =

u

a
=

ω√
6

h

A
. (28)

Уравнение Матье имеет широкую область применения, оно хорошо изучено и ему
посвящена обширная литература [13–16]. Его важным свойством является то, что
при некотором соотношении между коэффициентами u , s оно имеет экспоненци-
ально растущие решения. Эти решения заполняют целиком счетное число обла-
стей Ωn плоскости (s, u) управляющих параметров процесса (окна неустойчиво-
сти). Границы окон неустойчивости u±n (s) и функции ψ±n (z; s) на этих границах
определяются как 2π -периодические решения задачи (28) на собственные значе-
ния u2 . Собственные функции выражаются через функции Матье sen(z) , cen(z) ,
являющиеся либо π -периодическими, либо π -антипериодическими функциями z
(см., например, [15] ).

Заметим, что изгибные колебания 2π -периодичны по x . То же свойство должно
выполняться и для крутильных колебаний ϕ(x) . А в силу 2π -периодичности ϕ по z
на границах областей неустойчивости ϕ(t) также должна быть 2π -периодической
функцией. Как следствие, ϕ(t) имеет дискретный спектр, и величина ω , опреде-
ляющая в (28) параметры u , s , принимает целочисленные значения k = 1, 2, 3, . . . .
Сами параметры u−1 , s−1 представляют собой безразмерные длину волны и ам-
плитуду изгибных колебаний пластины.

Карта режимов для уравнения Матье (28) представлена на рис. 1. На нем окра-
шены области неустойчивости. Их границы u+ и u− показаны сплошными линия-
ми. Вертикальная линия отвечает значению s =

√
2 ; на ней чередующиеся интер-

валы устойчивости и неустойчивости имеют один и тот же размер u+
n − u−n =

= u−n+1 − u+
n = π/4 . Горизонтальные линии, задаваемые как u = (2k + 1)π/8 ,

k = 1, 2, . . . , определяют границы этих интервалов. Черные кривые

u = U±(s) = ± π

4
√

2
s

s2 − 2
(29)

дают асимптотическое представление при u → ∞ границ интервала неустойчиво-
сти с центром, расположенным на линии s =

√
2 . Как видно из рисунка, асимпто-

тическая формула (29) удовлетворительно описывает весь диапазон изменения u .
Кривые (29) можно условно трактовать как границы раздела параметрической
плоскости на три области. Правее U+ лежит область устойчивых решений. Ок-
на неустойчивости Ωn в ней по мере увеличения s быстро стягиваются в линии,
выходящие при s → ∞ на асимптоту u = n . Левее U− лежит область неустой-
чивости. В ней, как видно из рис. 1, в линии стягиваются области устойчивости.
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Рис. 1. Карта режимов для уравнения Матье

При малых s эти линии определяются как

s → 0 : u =
(

n +
1
2

)
s−1/2, n = 1, 2, . . .

Между областями устойчивости и неустойчивости лежит узкая переходная зона,
в которой вероятности попадания в окна устойчивости и неустойчивости соизме-
римы.

Представленные здесь для полноты изложения теоретические результаты ана-
лиза уравнения Матье (28) в достаточной степени известны. Их изложение и ссыл-
ки на первоисточники можно найти, например, в обзоре [16].

4.2. Анализ результатов решения. С ростом номера k временной гармо-
ники точка в параметрической плоскости движется вдоль прямой u = κs c ко-
эффициентом κ ∼ 1 , зависящим от коэффициента Пуассона ν , геометрических
характеристик h , b пластины и параметров l , A изгибных колебаний:

κ =

√
3(1 + ν)

4
Ab

lh
.

Три таких прямых показаны пунктирными линиями на рис. 1. Укажем для опре-
деленности, что они соответствуют совершающей колебания с длиной волны 2πl =
= 32 см дюралюминиевой пластине (ν = 1.33) толщиной 0.8 мм, шириной 6 см.
Нижняя прямая отвечает колебаниям малой (0.3 см), средняя – умеренной (0.8 см),
верхняя – большой (2 см) амплитуды. Маркерами на этих прямых показано поло-
жение k -й (число при маркере) временной гармоники.

Как видно, малые изгибные колебания не в состоянии возбудить крутильные.
Уже старшая (k = 1) крутильная гармоника здесь (рис. 1) устойчива. Умерен-
ные колебания могут возбудить несколько первых крутильных гармоник. Согласно
рис. 1 помимо первой гармоники, имеющей частоту изгибных колебаний, возбуж-
даются также гармоники удвоенной и утроенной частоты. Наконец, для высокоам-
плитудных колебаний возбуждается целая «гребенка» крутильных колебаний. Для
показанного на рисунке случая она помимо основной частоты содержит частоты,
превышающие основную в 2, 3, . . . 9 раз.

Для определения количества «зубцов в гребенке» в наиболее интересном случае
высокоамплитудных колебаний можно использовать условие того, что возбуждае-
мые частоты лежат в области s <

√
2 . При этом число N возбуждаемых гармоник
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крутильных колебаний будет зависеть только от толщины пластины и амплитуды
изгибных колебаний

N =
√

12
A

h
.

Для малоамплитудных колебаний условие s <
√

2 следует (см. рис. 1) заменить на
s < 1 , что кардинально не изменит выводы. Это является следствием узости пе-
реходной зоны и ее ориентированности вдоль оси u . Подчеркнем, что полученные
соотношения для N , равно как и критерий N < 1 невозможности возбуждения
крутильных колебаний изгибными, зависят только от отношения амплитуды изгиб-
ных колебаний к толщине пластины, то есть от степени нелинейности процесса. Ни
ширина пластины, ни длина волны, ни даже коэффициент Пуассона не являются
здесь определяющими параметрами.

Заключение

В работе проведена асимптотическая процедура осреднения геометрически
нелинейных уравнений колебаний пластины со свободными боковыми гранями в
предположении, что характерный продольный масштаб изучаемого процесса мно-
го больше ширины пластины. Она позволила свести исходную систему двумерных
уравнений к одномерной системе балочного типа, сформулированной в терминах
изгиба, кручения и бокового смещения пластины. Установлены следующие факты.

• Изгибные (w) колебания являются ведущим процессом и их можно опи-
сать независимо от других типов колебаний классическим линейным уравнением
Эйлера –Бернулли колебания тонкой балки. Подчеркнем это обстоятельство: при-
менение уравнения Эйлера –Бернулли не требует малости параметра нелинейности
A/h . Более того, это отношение может быть большим, соизмеримым и даже пре-
восходящим отношение l/b длин сторон пластины.

• Боковые (v) и крутильные (ϕ) колебания нелинейно связаны между собой
и управляются независимыми от них изгибными колебаниями. Такое управление
осуществляется различным образом для v и ϕ . Для боковых колебаний оно проис-
ходит посредством появления возбуждающей силы, отличной от нуля, лишь тогда,
когда в системе наряду с изгибными реализуются и крутильные колебания. Для
крутильных колебаний управление реализуется особым, коэффициентным образом
и не требует развитых боковых колебаний.

• Возбуждение боковых колебаний изгибными крайне маловероятно; в ситуа-
ции общего положения они будут происходить с малой амплитудой порядка bA2/l2

и основной частотой, равной удвоенной частоте изгибных колебаний.
• Возбуждение крутильных колебаний изгибными принципиально возможно

из-за эффекта параметрического резонанса. При его реализации рост амплитуды
крутильных колебаний будет ограничен лишь силами внутреннего трения и аэро-
динамического сопротивления.

Для иллюстрации возможности возбуждения крутильных колебаний изгиб-
ными рассмотрена простейшая модельная задача с изгибными колебаниями, про-
исходящими по нормальным модам. Она сводится к уравнению Матье, хорошо
развитая теория которого позволяет сделать следующие выводы.

1. Возбуждение крутильных колебаний изгибными за счет параметрического
резонанса вполне реально. Для этого достаточно, чтобы параметр нелинейности
A/h не был малым.

2. При малых амплитудах изгибных колебаний A/h . 0.5 крутильные колеба-
ния не возбуждаются. С ростом амплитуды возбуждаются последовательно кру-
тильные колебания с частотами равными одной, двум, трем,. . . частотам изгибных
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колебаний. Число N возбуждаемых частот на высоких амплитудах определяется
простой формулой N =

√
12 ·A/h .

Разумеется, конкретные числа могут измениться при переходе от модельной
задачи к реальным объектам, но общая картина процесса, на наш взгляд, должна
сохраниться.
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Abstract

In this paper, we performed an asymptotic analysis for equations of the classical plate
theory with the von Kármán strains under the assumption that the width of the plate is
small compared with its length. A system of one-dimensional equations, which describes
the nonlinear interaction of flexural and torsional vibrations of beams, was derived. This enab-
les the possibility of exciting torsional vibrations by flexural vibrations. This possibility was
analyzed for a model problem, when flexural vibrations occur in normal modes.

Keywords: asymptotic analysis, flexural vibrations, torsional vibrations, parametric reso-
nance, resonance gaps, Mathieu equation
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Figure Captions

Fig. 1. Mode map for the Mathieu equation.
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