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Аннотация

Рассмотрена нестационарная задача об определении компонентов электромагнитного
поля в толстостенной сферической оболочке по заданному осесимметричному полю пе-
ремещений. Использована линеаризованная модель, включающая уравнения Максвелла
и обобщенный закон Ома. Для решения применены разложения в ряды по углу, преоб-
разование Лапласа по времени и интегральные представления с ядрами в виде функций
Грина. Последние найдены в квазистатическом приближении. Построено аналитическое
решение. В качестве примера рассмотрено поступательное движение оболочки.

Ключевые слова: нестационарное электромагнитное поле, сферическая оболочка,
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Введение

В настоящее время актуальными являются вопросы учета взаимодействия по-
лей механической и другой, в том числе электромагнитной, природы. Постановки
подобных нестационарных задач изложены в [1]. Естественными необходимыми
составляющими этой проблемы являются решения соответствующих несвязанных
задач. В работах [2, 3] исследованы двумерные нестационарные электромагнитные
поля, возбуждаемые заданным полем перемещений в полуплоскости и в простран-
стве со сферической полостью. Решение подобных задач для ограниченных обла-
стей является более сложным. Ниже этот вопрос рассматривается применительно
к толстостенной сфере (сферической оболочке), что является развитием результа-
тов работ [2, 3]. Рассматриваемая задача имеет также и практическое приложение,
например, при исследовании электромагнитного поля в различных летательных
аппаратах.

1. Постановка задачи

Рассматривается заполненная изотропным проводником сферическая оболочка
с внутренним r0 и внешним r1 радиусами. Поле перемещений в оболочке полага-
ется заданным. Описывающие осесимметричное нестационарное электромагнитное
поле в сферической системе координат r, θ, ϑ (r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, −π < ϑ ≤ π)
линеаризованные соотношения приведены в [3]. В них использованы следующие
безразмерные величины:
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где t – время; u и v , Er и Eθ , jr и jθ – радиальные и тангенциальные перемеще-
ния, компоненты векторов напряженности электрического поля и плотности тока
соответственно; H – ненулевая компонента вектора напряженности магнитного
поля; ρe – плотность поверхностных зарядов; c и c1 – скорости света и распро-
странения волн растяжения; ε и µe – коэффициенты диэлектрической и магнитной
проницаемостей: σ – коэффициент электропроводимости; L и E∗ – некоторые ха-
рактерные линейный размер и напряженность электрического поля.

Эти соотношения включают в себя разрешающее уравнение (точками здесь и
далее обозначаются производные по безразмерному времени τ ; дополнительный
нижний индекс “0” указывает на параметры начального электромагнитного поля,
относительно которых проводится линеаризация)
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r sin2 θ
+

η2
e

r

[
∂ (rρe0v̈)

∂r
− ρe0

∂ (ü)
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а также вытекающие из уравнений Максвелла и обобщенного закона Ома соотно-
шения
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При этом полагалось, что параметры начального поля следующие:

E0θ = H0 ≡ 0, E0r = E0 (r) .

Начальные условия нулевые:
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Поскольку подходы к построению решения для всех возможных граничных
условий аналогичны, ограничимся вариантом задания тангенциальной компоненты
напряженности электрического поля:

Eθ

∣∣
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= e0k (τ, θ) , k = 0, 1. (6)

2. Представление решения в виде рядов

Для решения начально-краевой задачи (1)–(6) представляем искомые функции,
заданные перемещения и правые части граничных условий (6) в виде рядов по
полиномам Лежандра Pn (cos θ) и Гегенбауэра C

3/2
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Кроме того, применяем преобразование Лапласа по времени (s – его параметр,
а индекс “L ” указывает на изображение). Тогда, как показано в [3], для изображе-
ний коэффициентов рядов (7) имеют место следующие соотношения:
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Здесь дополнительно использована обоснованная в [3] приближенная замена неста-
ционарного решения квазистатическим (ηe = 0) .

При этом граничным условиям (6) согласно первому равенству в (9) соответ-
ствуют следующие равенства:
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3. Определение компонентов электромагнитного поля

Решение краевой задачи (8), (11) представляем в интегральном виде:
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Здесь GHn (r, ξ) и GHnr (r) – объемная и поверхностные функции Грина, а именно
решения следующих краевых задач:
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где δ (ξ) – дельта-функция Дирака [4]; δkl – символ Кронекера.
Общее решение уравнения в (13) записываем в виде

GHn (r, ξ) = C1nr−(n+1) + C2nrn + GHn∗ (r, ξ) , (15)

где C1n и C1n – произвольные постоянные, а GHn∗ (r, ξ) – частное решение. Оно
находится методом вариации произвольных постоянных и имеет вид

GHn∗ (r, ξ) =
αn (r, ξ)

(2n + 1) rn+1ξn−1
H (r − ξ) , αn (x, y) = x2n+1 − y2n+1.
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где

H (ξ) =

{
0, ξ < 0,

1, ξ ≥ 0.

Удовлетворяя теперь граничным условиям, приходим к следующему резуль-
тату:

GHn (r, ξ) = ξ2Gn (r, ξ) + GHn∗ (r, ξ) ,

Gn (r, ξ) = − βn (r1, ξ) βn (r0, r)
m (2n + 1) ξn+1rn+1αn (r1, r0)

,

βn (x, y) = (n + 1) x2n+1 + ny2n+1.

Непосредственной проверкой легко убедиться, что эта функция Грина обладает
обобщенной симметрией:

GHn (r, ξ) = ξ2 [Gn (r, ξ)H (ξ − r) + Gn (ξ, r)H (r − ξ)] . (16)

Поверхностные функции Грина как решения задач (14) находим с использова-
нием (15):
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Изображения коэффициентов рядов для координат напряженности электриче-
ского поля находим, подставляя равенство (12) в формулы (9):
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Оригиналы равенств (12), (18) и (19) с учетом свойств преобразования Лап-
ласа [4] есть
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Ern (r, τ) = −m
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Здесь Ls (v) = v − γe−γτ ∗ v (звездочка обозначает свертку по времени), а ядра
в формуле (22) имеют следующий вид:
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где

Γ1Hn (r, ξ) = − βn (r1, ξ)αn (r, r0)
(2n + 1) ξn−1rn+2αn (r1, r0)

,

Γ2Hn (r, ξ) =
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.

Формула для оригиналов коэффициентов разложения поверхностных зарядов
вытекает из (10):

ρn (r, τ) = −Ls {lnρ [un (r, τ) , vn (r, τ)]} . (24)

Координаты вектора тока определяются формулой (3) по найденной напряжен-
ности электрического поля и заданным перемещениям.

4. Пример

Полагаем, что напряженность электрического поля на границах сферы отсут-
ствует, плотность зарядов в начальном состоянии имеет вид ρe0 (r) = ρ∗r−1 , сфера
движется поступательно по закону u = τ+ cos θ , v = −τ+ sin θ , где τ+ = τH (τ) .

Тогда использование формул (7), (16), (17), (20)–(24) и (3) приводит к следую-
щим результатам:

H (r, θ, τ) = ρ∗η2
eAH (r)H (τ) sin θ, ρe (r, θ, τ) = −ρ∗

ϕ (r, τ)
r

H (τ) cos θ,
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[
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1
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]
H (τ) cos θ, jθ = ρ∗

[
AEθ (r) ϕ (r, τ)− 1
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]
H (τ) sin θ,

где
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, AH (r) =
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, AEr (r) =

2b− ar3
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,
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AEθ (r) =
ar3 − br2 + c

2br2
, a = r0 + r1, b = r2

1 + r0r1 + r2
0, c = r2

0r
2
1.
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Summary

V.A. Vestyak, D.V. Tarlakovskii. Non-Stationary Axially Symmetric Electromagnetic Field
in a Deforming Spherical Shell.

A non-stationary problem of determining the electromagnetic field components in a thick-
wall spherical shell according to the assumed axially symmetric displacement field is considered.
A linearized model, which includes Maxwell’s equations and Ohm’s generalized law, is used.
For solving the problem, the expansions in series are used, as well as Laplace’s transformation in
the time domain and integral representations with nuclei in the form of Green’s functions. These
functions are deduced in a quasi-static approximation. An analytical solution is described.
A translational shell motion is provided as an example.

Keywords: non-stationary electromagnetic field, spherical shell, axial symmetry, assumed
displacement field, expansions in series, Laplace transformation, Green functions.
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