
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 155, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2013
ÓÄÊ 517.54+517.982.274ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÕÎ�ÍÈ×À Ï�È ÁËÎÕÎÂÑÊÈÕ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈßÕÍÀ Ï�ÅÄØÂÀ�ÖÈÀÍÛÀ.Â. ÊàçàíöåâÀííîòàöèÿÌíîæåñòâî �àõîâà îáúåäèíÿåò �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Õîðíè÷à íàä åäèíè÷íûìêðóãîì, èìåþùèå åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó êîí�îðìíîãî ðàäèóñà. Èññëåäóåòñÿðàñïîëîæåíèå ïåðåñå÷åíèÿ A ìíîæåñòâà �àõîâà ñ ïðîñòðàíñòâîì Áëîõà B îòíîñèòåëüíîáàíàõîâîé ñòðóêòóðû B . Âûÿâëåíà ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíî-æåñòâà A è çíà÷åíèÿìè êðèâèçíû è èíäåêñà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ �óíêöèé èç A .Äàíî ý��åêòèâíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê ãðàíèöû A ñ ìèíèìàëüíîé ïðåäíîðìîé.Ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèîíàëà Ìèíêîâñêîãî óñòàíîâëåíà çâåçäîîáðàçíîñòü ïîäìíîæå-ñòâà �óíêöèé èç A ñ íóëåâîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé êîí�îðìíîãî ðàäèóñà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ, êîí�îðìíûé ðàäèóñ, áè�óðêàöèèêðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ïðîñòðàíñòâî Õîðíè÷à, ïðîñòðàíñòâî Áëîõà, ïðåäøâàðöèàí, ìíîæå-ñòâî �àõîâà, âíóòðåííîñòü è ãðàíèöà ìíîæåñòâà.ÂâåäåíèåÄëÿ �óíêöèè f , ãîëîìîð�íîé â åäèíè÷íîì êðóãå D = {ζ ∈ C : |ζ| < 1} , ðàñ-ñìîòðèì âåëè÷èíó

hf(ζ) = (1 − |ζ|2)
∣∣f ′(ζ)

∣∣ (1)ïðè ζ ∈ D. Ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ýêñòðåìóìîâ �óíêöèè (1) è ïîñòðîåíèÿ äîñòà-òî÷íûõ óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè òàêèõ ýêñòðåìóìîâ âîñõîäèò ê òðàêòàòó �. Ïîëèàè �. Ñåã¼ [1℄ è î�îðìèëàñü â îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå â ðàáîòå �. Õèãè [2℄ (ñì. [3℄).Â 80-å ãîäû ÕÕ â. äàííîå íàïðàâëåíèå ñòàëî ðàçâèâàòüñÿ íà êàçàíñêîì ñåìèíàðåïî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè �óíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [4, 5℄) óæå â ðàìêàõ ãàõîâñêîéòðàäèöèè, î êîòîðîé ðå÷ü ïîéäåò íèæå.Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå Ïîëèà �Ñåãå �Õèãè �óíêöèÿ f � îäíîëèñòíàÿ, è âå-ëè÷èíà (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåãî êîí�îðìíîãî ðàäèóñàîáëàñòè D = f (D) â òî÷êå w = f(ζ) . ßìàøèòà [6, 7℄ ïðåäëîæèë ïîñòàíîâêó, ãäå
f � ãîëîìîð�íàÿ óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ïðîåêöèÿ D íà ãèïåðáîëè÷åñêóþ îá-ëàñòü D â Ĉ , íàçûâàÿ âåëè÷èíó (1) ïðîèçâîäíîé Áëîõà �óíêöèè f . Â îáùåì ñëó÷àå(f � ïðîèçâîëüíàÿ ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ â D) àâòîð èñïîëüçîâàë äëÿ (1) íàçâàíèå¾ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f ¿ [8, 9℄, çàèìñòâîâàâ åãî â ðàáîòå [10℄.Ïðèìåíåíèå òåðìèíà ¾êîí�îðìíûé ðàäèóñ îáëàñòè¿ ê âåëè÷èíå (1), çàâèñÿùåéîò �óíêöèè, ïðè÷åì â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, óñëîæíÿåò �îðìóëèðîâêè è èñêóñ-ñòâåííî ñóæàåò çàïàñ �óíêöèé f . Èçäåðæêè òàêîãî ïîäõîäà ïðîÿâèëèñü, íàïðèìåð,â � 2 ðàáîòû [5℄, ãäå âìåñòî ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè ïðèõîäèëîñü èñïîëüçîâàòüáîëåå ñèëüíîå óñëîâèå îäíîëèñòíîñòè. Òåì íå ìåíåå ïðè âñåé àêòóàëüíîñòè ïåðå-õîäà ê íîâîìó íàçâàíèþ âåëè÷èíû (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ñîõðàíåíèå ñâÿçåéñ êëàññè÷åñêîé èñòîðèåé ïðåäìåòà, ñèìâîëîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå êîí�îðì-íîãî ðàäèóñà. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò, íàïðèìåð, íàçâàíèå ¾êîí�îðìíûé ðàäèóñêàê �óíêöèÿ òî÷êè¿ èç ðàáîòû [11℄. 65



66 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂÂåðíåìñÿ ê ýêñòðåìóìàì �óíêöèè (1). Ïóñòü H � êëàññ âñåõ ãîëîìîð�íûõ�óíêöèé â D, H0 � ïîäêëàññ �óíêöèé f , âûäåëÿåìûé èç H íîðìèðîâêàìè f(0) =
= f ′(0) − 1 = 0 è óñëîâèåì ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè â D: f ′(ζ) 6= 0 ïðè ζ ∈ D.Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Mf = {a ∈ D : ∇hf (a) = 0} êðèòè÷åñêèõ òî÷åê �óíêöèè hf ,
f ∈ H0 , åñòü â òî÷íîñòè íóëè îòîáðàæåíèÿ �àõîâà

G(ζ, ζ̄) = f ′′(ζ)/f ′(ζ) − 2ζ̄/(1 − |ζ|2). (2)Ýêâèâàëåíòíîñòü ∇hf (ζ) = 0 ⇔ G(ζ, ζ̄) = 0 , óñòàíîâëåííàÿ â ðàáîòå [12℄, ïî ñóùå-ñòâó âîñõîäèò ê Ô.Ä. �àõîâó [13℄. Ñäåëàòü òàêîé âûâîä ïîçâîëèëî íîâîå ïðî÷òåíèåðàáîòû [13℄, ïðåäïðèíÿòîå â ñòàòüå [4℄, êîòîðàÿ âìåñòå ñ ðàáîòàìè [5, 14℄ ñ�îêó-ñèðîâàëà íà÷àòóþ â [13℄ ïðîáëåìàòèêó ïî âíåøíèì îáðàòíûì êðàåâûì çàäà÷àìñ íå�èêñèðîâàííûì ïîëþñîì íà èçó÷åíèè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ�àõîâà G(ζ, ζ̄) = 0 , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà óñëîâèÿõ, äîñòàòî÷íûõ äëÿ âûïîë-íåíèÿ ðàâåíñòâà kf = 1 , ãäå kf � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ Mf . Ñêîððåêòèðîâàííóþòàêèì îáðàçîì ïðîáëåìàòèêó ïðîäîëæèì íàçûâàòü ãàõîâñêîé.Èñòîêè ðàçâèâàåìîãî â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîäõîäà ê óñëîâèÿì åäèíñòâåííîñòèýêñòðåìóìà (1) îòíîñÿòñÿ ê äèñêóññèè ïî äîêëàäó Ì.È. Êèíäåðà è àâòîðà ¾Óñëîâèÿåäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíåøíåé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è¿ íà èòîãîâîé íàó÷íîéêîí�åðåíöèè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà çà 1985 ã., êîãäà Ñ.�. Íà-ñûðîâ óñòàíîâèë åäèíñòâåííîñòü êîðíÿ óðàâíåíèÿ �àõîâà ïðè âûïîëíåíèè ñòðîãîéîöåíêè |(f ′′/f ′)′(ζ)| < 2/(1 − |ζ|2) , ζ ∈D, äëÿ �óíêöèè f èç ìàëîãî êëàññà Áëîõà
B0 = {f ∈ H : lim

ζ → ∂D
hf (ζ) = 0}(íå îïóáëèêîâàíî); àâòîð æå ïîêàçàë, ÷òî, ïîñòóëèðóÿ íàëè÷èå â Mf íóëåâîãî ýëå-ìåíòà, ýòó îöåíêó ìîæíî îñëàáèòü äî íåñòðîãîé è çàìåíèòü B0 ïîäêëàññîì H0(ïîçäíåå îò óñëîâèÿ 0 ∈ Mf óäàëîñü îñâîáîäèòüñÿ). Ïîëó÷èâøèéñÿ òàêèì îáðàçîìïðîòîòèï òåîðåìû 2 (ñì. íèæå ðàçä. 1) áûë ïðåäñòàâëåí àâòîðîì â äîêëàäå [15℄ âìå-ñòå ñ ÷àñòüþ ðåçóëüòàòîâ, âîøåäøèõ â ðàçä. 2 è 3 íàñòîÿùåé ñòàòüè, â ÷àñòíîñòè,èñïîëüçóþùèõ �óíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî. Ïðèâëå÷åíèå ïîñëåäíåãî ê ðàññìàòðè-âàåìîé ïðîáëåìàòèêå ïîñëóæèëî âàæíûì ñòèìóëîì äëÿ åå ðàçâèòèÿ áëàãîäàðÿêîíöåïòóàëüíûì ñâÿçÿì ñî ñòàòüåé [16℄, ãäå (íà ìàòåðèàëå îäíîëèñòíîñòè) îòðàáà-òûâàëàñü êîíöåïöèÿ ¾ïðåäåëüíî øèðîêîãî êëàññà¿ îáúåêòîâ (â [16℄ ýòî áûëè îáëà-ñòè, ó íàñ � �óíêöèè), ¾õàðàêòåðèçóåìûõ ðàçðåøèìîñòüþ ïðîáëåìû¿. Â íàñòîÿùåéñòàòüå òàêàÿ êîíöåïöèÿ âîïëîùàåòñÿ â ïîíÿòèè ìíîæåñòâà �àõîâà. Ôîðìèðîâàíèþ�óíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî êîíòåêñòà ðàçâèâàåìîé òåìàòèêè ñïîñîáñòâîâàëîó÷àñòèå àâòîðà â ðàáîòå [17℄.Íàïðàâëåííîñòü íàñòîÿùåé ñòàòüè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê èññëåäîâàíèåìíîæåñòâ Mf ¾âäîëü òðàåêòîðèè¿, íàìå÷åííîé â [3, 8, 9, 15, 18, 19℄ è íàöåëåííîéíà èçó÷åíèå ìíîæåñòâà

G1 = {f ∈ H0 : kf = 1}¾â öåëîì¿. Ìíîæåñòâî G1 ìû è áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì, èëè êëàññîì �àõîâà(ñì. òàêæå [20℄).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå
P : H0 → H : f 7→ F = f ′′/f ′, (3)ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé �óíêöèè f ∈ H0 åå ïðåäøâàðöèàí F = f ′′/f ′ è âçàèìíîîäíîçíà÷íîå â ñèëó íîðìèðîâîê f(0) = f ′(0) − 1 = 0 .Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìíîæåñòâî �àõîâà èçó÷àåòñÿ â ðàìêàõ ñëåäóþùåé ïîñòà-íîâêè, âïåðâûå ïðåäëîæåííîé â [15℄ (ñì. òàêæå [8℄ è òåçèñû [19℄). Îãðàíè÷èì



ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÕÎ�ÍÈ×À. . . 67êëàññ-¾ìèøåíü¿ H â (3), ñóçèâ åãî äî ïðîñòðàíñòâà Áëîõà B , ñîñòîÿùåãî èç âñåõ�óíêöèé F ∈ H ñ êîíå÷íîé ïîëóíîðìîé |F |B = sup
ζ ∈ D

hF (ζ) è ÿâëÿþùåãîñÿ áàíà-õîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû ||F ||B = |F (0)| + |F |B (ñì., íàïðèìåð, [21℄). Áàíàõîâàñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñîäåðæàòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ìíîæåñòâå G1 âòåðìèíàõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ (â òîïîëîãèè íîðìû) ìíîæåñòâà
A = P (G1)

⋂
B. (4)Êîîãðàíè÷åíèå P íà ïðîñòðàíñòâî B � îòîáðàæåíèå

PB : P−1(B) → B (5)(â îáîçíà÷åíèÿõ [22, ñ. 113℄) � íàçîâåì ïîãðóæåíèåì Áëîõà è áóäåì âíîâü îáîçíà-÷àòü ÷åðåç P .Ïðèâåäåííàÿ ïîñòàíîâêà íóæäàåòñÿ â ñóùåñòâåííîì äîïîëíåíèè. Â 1969 ã.Õ. Õîðíè÷ [23℄ îïðåäåëèë íà H0 ñòàâøèå óæå êëàññè÷åñêèìè îïåðàöèè ⊕ è ⊙ ,çàäàâàåìûå �îðìóëàìè
(f ⊕ g)(ζ) :=

ζ∫

0

f ′(ω)g′(ω) dω è (b ⊙ f)(ζ) :=

ζ∫

0

(f ′(ω))b dω, f, g ∈ H0, b ∈ R,è ââåë êëàññ H �óíêöèé f ∈ H0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ sup
ζ ∈ D

| arg f ′(ζ)| < ∞(arg 1 = 0), êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (H,⊕,⊙) (íàä R) áà-íàõîâîé ñòðóêòóðîé. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè ïîñëåäóþùèõ òðàíñ�îðìàöèé èñõîä-íîé ïîñòàíîâêè Õîðíè÷à, îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ îäíîãî èç ïîäõîäîâ, ïðèíÿòûõâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè �óíêöèé, òåðìèí ¾ïðîñòðàíñòâî Õîðíè÷à¿ çàêðåïèëñÿíå çà áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì (H,⊕,⊙, || ||H) , à çà ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì
(H0,⊕,⊙) (ñì., íàïðèìåð, [24℄). Èìåííî òàêîãî ïîäõîäà ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ â íà-ñòîÿùåé ðàáîòå; îí ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå (3) êàê àëãåáðàè÷åñêèéèçîìîð�èçì P : (H0,⊕,⊙) → (H, +, ·) , îòîæäåñòâëÿþùèé ëó÷è b ⊙ f è bF ïðè
F = P (f)(∈ B) , âäîëü êîòîðûõ ìû áóäåì èññëåäîâàòü ìíîæåñòâî (4). Íèêàêèõ äî-ïîëíèòåëüíûõ ñóæåíèé (5) ïðè ýòîì íå âîçíèêíåò � ìû íå âûéäåì äàæå çà ïðåäåëûèñõîäíîé (áàíàõîâîé) ïîñòàíîâêè Õîðíè÷à, êàê ïîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå P−1(B) ⊂ Hèç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ [12, 21℄, â êîòîðîì M(F ) := Mf .Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè F = P (f) ∈ B , òî f ∈ H⋂B0 è

M(F ) ⊂ Dρ = {ζ ∈ C : |ζ| < ρ} äëÿ íåêîòîðîãî ρ ∈ (0, 1). (6)Êðîìå òîãî, åñëè F � ëþáàÿ �óíêöèÿ ñ |F (0)| ≤ σ è |F |B ≤ τ , òî ÷èñëî ρ â (6)ìîæíî âûáðàòü çàâèñÿùèì òîëüêî îò σ è τ . Íàêîíåö, ìíîæåñòâî M(F ) êî-íå÷íî äëÿ âñÿêîé F ∈ B .Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì òàêîé âàðèàíò íåðàâåíñòâà èç [21, ñ. 113℄:
|F (ζ)| ≤ |F (0)| + |F |Bfs(|ζ|), ζ ∈ D, F ∈ B, (7)ãäå fs(ζ) = (1/2) ln ((1+ζ)/(1−ζ)) . Âêëþ÷åíèå f ∈ H⋂B0 ñëåäóåò èç (7) ñ ïîìîùüþèíòåãðèðîâàíèÿ, à ñóùåñòâîâàíèå ρ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè óñòàíàâëèâàåòñÿñðàâíåíèåì ïðàâîé ÷àñòè (7) è âûðàæåíèÿ 2|ζ|/(1 − |ζ|2) íà îñíîâå (2). Êîíå÷-íîñòü M(F ) ïîëó÷àåòñÿ èç (6) ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ [12℄, çàïðåùàþùèõ íàëè÷èåöèêëîâ â M(F ) .



68 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂÇàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåïóñòîòà Mf â èññëåäóåìîì êëàññå âëå÷åò çàñîáîé ðàâåíñòâî kf = 1 , à ñàì êëàññ ñîäåðæèò �óíêöèè f , äëÿ êîòîðûõ kf = 0 ,ìíîæåñòâî �àõîâà G1 öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì
G0 = {f ∈ H0 : kf = 0}.Îñíîâîé äëÿ ïðèìåðà òàêîãî ðîäà ìîæåò ñëóæèòü èìïëèêàöèÿ

f ∈ H, (1 − |ζ|2)2|{f, ζ}| ≤ 2, ζ ∈ D, f(D) 6= ïîëîñà è f ′′(0) = 0 =⇒ kf = 1 (8)èç ñòàòüè [25℄ (ñì. òàêæå [3, 6, 26℄); çäåñü {f, ζ} = (f ′′/f ′)′(ζ) − (1/2)(f ′′/f ′)2(ζ) �ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà �óíêöèè f . Äåéñòâèòåëüíî, îòìåíà ðàâåíñòâà f ′′(0) = 0â óñëîâèÿõ (8) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó kf ≤ 1 , ïîñêîëüêó êëàññ �óíêöèé f ∈ H ,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1−|ζ|2)2|{f, ζ}| ≤ 2, ζ ∈ D , îòêðûòîìó Íåõàðè [27℄, ñî-äåðæèò, â ÷àñòíîñòè, �óíêöèþ f(ζ) = ln(1/(1−ζ)) ∈ G0 . Ïðåäëàãàåìàÿ â íàñòîÿùåéñòàòüå ïîñòàíîâêà ïîäîáíûå ïðèìåðû èñêëþ÷àåò:Ñëåäñòâèå 1. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå P−1(B)
⋂G0 = ∅ .Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ âêëþ÷åíèé �

P−1(B) ⊂ B0 (ïðåäëîæåíèå 1) è B0 ⊂ G1 ; ïîñëåäíåå óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâåñîîòíîøåíèÿ lim
ζ → ∂D

hf (ζ) = 0 (ñð. ñ [28℄).Äðóãèì î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîñòü ìíîæå-ñòâà Mf äëÿ ëþáîé f ∈ P−1(B) (ð. ñ [12, 29℄).Òåïåðü ïðèâåäåì âàæíîåÇàìå÷àíèå 2. Ïîä äåéñòâèåì ïîãðóæåíèÿ Áëîõà (5) ÷àñòü ìíîæåñòâà �àõîâàòåðÿåòñÿ: G1 \ P−1(B) 6= ∅ .Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ �óíêöèè
fq(ζ) =

wq(ζ) − 1

wq(ζ) + 1
, wq(ζ) =

(
1 + ζ

1 − ζ

)q

,ïðè âåùåñòâåííûõ x ∈ (−1, 1) èìååì (1− x2)(f ′′
q /f ′

q)
′(x) = 2 + 4Φq(x)/(1 − x2) , ãäå�óíêöèÿ

Φq(x) = x(x − qfq(x)) − 2q2(1 − x2)q

[(1 + x)q + (1 − x)q]2ïðè x → 1 ñòðåìèòñÿ ê 1 − q ; îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f /∈ P−1(B) , êîãäà q ∈ (0, 2) ,
q 6= 1 . Îäíàêî fq ∈ G1 ïðè q ∈ (0,

√
2] áëàãîäàðÿ (8) è {fq, ζ} = 2(1− q2)/(1− ζ2)2 .Ïåðåíîñ èññëåäîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâî ïðåäøâàðöèàíîâ F = P (f) ââîäèò ïàð-íûå îáîçíà÷åíèÿ: M(F ) := Mf (ñì. âûøå) è k(F ) := kf . Äëÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû

Kf ïîâåðõíîñòè h = hf (ζ) è èíäåêñà γf âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇hf (ζ) áóäåò èñïîëüçî-âàíà çàïèñü KF := Kf è γF := γf ; ïðè ýòîì
KF (a) = hf (a)2

[
4/(1 − |a|2)4 − |F ′(a) − F (a)2/2|2

]
, a ∈ M(F ), (9)à âûðàæåíèå äëÿ γF (a) íàì íå ïîíàäîáèòñÿ (ñì. [9, 28℄). Âñå íåîáõîäèìûå �àêòûî KF è γF ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé ëåììå (m±

F := {a ∈ M(F ) : γF (a) = ±1}).Ëåììà 1. Ïóñòü f ∈ H0 è F = P (f) ∈ B . Òîãäà1) â ëþáîé òî÷êå a ∈ M(F ) �óíêöèÿ (1) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (γF (a) =
= +1) , ëèáî ñåäëî (γF (a) = −1) , ëèáî ïîëóñåäëî (γF (a) = 0) ;2) åñëè KF (a) 6= 0 è a ∈ M(F ) , òî γF (a) = sgnKF (a) ;3) ∑

a ∈ M(F )
γF (a) = m+

F − m−
F = 1 ;4) èç γF (M(F )) = +1 ñëåäóåò k(F ) = 1 .



ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÕÎ�ÍÈ×À. . . 69Óòâåðæäåíèÿ 1) � 3) óñòàíîâëåíû â [28℄, à 4) � îñëàáëåííûé âàðèàíò òåîðåìû 1èç [9℄ (ñì. òàêæå [28℄).Àíàëèç äèíàìèêè ìíîæåñòâà M(bF ) , F ∈ B , ñ ðîñòîì b > 0 àíàëîãè÷åí ïðîâå-äåííîìó â [3℄ è [9℄ äëÿ ñëó÷àÿ ¾ëèíèé óðîâíÿ¿ fr(ζ) = f(rζ) . Îïðåäåëèì ñëîåíèå
B = BF :=

⋃
b>0

M(bF ) × {b}è �óíêöèîíàë
b̄ = b̄(F ) := sup{σ ∈ (0, +∞) : b ∈ [0, σ] ⇒ k(bF ) = 1}ïåðâîãî âûõîäà èç ìíîæåñòâà A (ñì. (4)) âäîëü ëó÷à bF , b > 0 . Ïîëîæèòåëüíîñòü

b̄ íà B óñòàíîâëåíà íèæå â òåîðåìå 2 è íå èñïîëüçóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå;îáîçíà÷èì g(ζ) := ζF (ζ) , Kb := KbF è γb := γbF .Ëåììà 2. Ïóñòü F ∈ B , α ∈ M(βF ) ïðè β ∈ [b̄(F ), +∞) , k � êðàòíîñòü αêàê íóëÿ �óíêöèè g(ζ) − g(α) . Åñëè α 6= 0 ëèáî α = 0 è Kβ(α) = 0 , òî ñëîåíèå
B â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè W = U × V ⊂ D×R+ òî÷êè (α, β) ñîñòîèò èç k(k = 2 ïðè α = 0) àíàëèòè÷åñêèõ äóã, ïåðåñåêàþùèõñÿ â (α, β) .Ïóñòü α 6= 0 . Ïðè k = 1 äóãó B

⋂
W ïàðàìåòðèçóåò åå ìîäóëü. Åñëè k ≥ 2 ,òî b ∈ V � ïàðàìåòð âñåõ k äóã â B

⋂
W ëèáî k − 1 èç íèõ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåîñòàâøàÿñÿ äóãà ðàñïîëîæåíà ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè b = β è ïàðàìåòðè-çóåòñÿ ñ ïîìîùüþ b òîëüêî íà ñâîèõ ¾ïîëîâèíàõ¿, ëåæàùèõ íàä ñîîòâåòñòâó-þùåé ïîëóîêðåñòíîñòüþ V≷ = V

⋂{b ≷ β} . Íà êàæäîé èç 2k ïîëóäóã (a(b), b) ,
b ∈ V≷ , â (B

⋂
W ) \ {(α, β)} èíäåêñ γb ïîñòîÿíåí è îòëè÷åí îò íóëÿ;

∑

a ∈ M(bF ) ∩ U

γb(a) = γβ(α), b ∈ V \ {β}. (10)Åñëè α = 0 è Kβ(α) = 0 , òî 0 ∈ M(bF ) äëÿ âñåõ b > 0 , γb(0) = sgn(β − b) ïðè
b 6= β , β = 2/|F ′(0)| (F ′(0) 6= 0) è ñ ðîñòîì b âîçìîæíû òðè ñöåíàðèÿ áè�óðêà-öèè ïðè b = β (êàê è äëÿ α 6= 0 , k = 2): à) ìàêñèìóì ïåðåõîäèò â ñåäëî ñ îòâåòâ-ëåíèåì äâóõ ìàêñèìóìîâ (áè�óðêàöèÿ òèïà Ψ); á) ìàêñèìóì è äâà ñåäëà ñëèâà-þòñÿ â ñåäëî; â) ìàêñèìóì è ñåäëî ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè, ïåðåõîäÿ ÷åðåç ïîëóñåäëî.Â êàæäîì ñëó÷àå b � ïàðàìåòð ëþáîé ïîëóäóãè â B

⋂
W , èñõîäÿùåé èç (0, β) .Åñëè æå β = b̄(F ) , òî íåðàâåíñòâî k(βF ) > 1 ïðè b > β âáëèçè β âûïîëíÿ-åòñÿ çà ñ÷åò áè�óðêàöèè òèïà Ψ èëè íàëè÷èÿ â M(βF ) òî÷êè α 6= 0 òàêîé,÷òî B

⋂
W � àíàëèòè÷åñêàÿ äóãà íàä V>

⋃
{β} (áè�óðêàöèÿ òèïà ⋃).Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî áè�óðêàöèÿ òèïà ⋂ (ïðè β > b(F )) îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåìâ M(βF ) òî÷êè α 6= 0 òàêîé, ÷òî B

⋂
W � àíàëèòè÷åñêàÿ äóãà íàä V<

⋃{β} . Äëÿëîêàëèçàöèè B íàä òî÷êîé b = β â ñëó÷àå 0 ∈ M(βF ) íàì ïîòðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü
B′(β) := (M(βF )\{0})×{β} . Ñèòóàöèÿ, êîãäà ñëîé B′(β) ñîñòîèò òîëüêî èç òî÷åêáè�óðêàöèè òèïà à) ⋃ , á) ⋂ èëè â) ⋃ è ⋂ , �îðìàëèçóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàïèñüþà) B

′(β) = {
⋃
} , á) B

′(β) = {
⋂
} èëè â) B

′(β) = {
⋃

,
⋂
} . Ïóñòü B

′ = B\({0}×R+) .Îáîñíîâàíèå ëåììû 2 ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîéëåììû èç [3℄. Òåì íå ìåíåå â äèíàìèêå ìíîæåñòâ Mfr
èç [3℄ è Mb⊙f èìååòñÿñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà: åñëè äëÿ ¾ëèíèé óðîâíÿ¿ ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà ëîêàëüíûåìàêñèìóìû âîçðàñòàþò, à ñåäëà óáûâàþò ïî ìîäóëþ, òî äëÿ ¾ïðåäøâàðöèàíîâ¿ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ó ìàêñèìóìîâ � ñåäëà æå ìîãóò äâèãàòüñÿ â îáîèõíàïðàâëåíèÿõ. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî óñëîæíÿåò äîêàçàòåëüñòâî çâåçäîîáðàçíîñòèìíîæåñòâà G̃1

⋂
P−1(B) , ãäå G̃1 = {f ∈ G1 : f ′′(0) = 0} , â ïðîñòðàíñòâå Õîðíè÷à(òåîðåìà 4 íèæå) ïî ñðàâíåíèþ ñ r -ñëó÷àåì (ñì. [9℄), íà êîòîðûé ïðèäåòñÿ îïè-ðàòüñÿ.



70 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂÓñëîâèå f ′′(0) = 0 �èêñèðóåò â Mf òî÷êó a = 0 . Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäøâàðöè-àíàì F = P (f) äàííîå óñëîâèå âûäåëÿåò èç B íîâîå îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî
B̃ = {F ∈ B : F (0) = 0},â êîòîðîì ìíîæåñòâî �àõîâà ïðåäñòàâëåíî êàê

Ã = A
⋂
B̃.Ïðîñòðàíñòâî B̃ , î÷åâèäíî, óðàâíèâàåò áàíàõîâó è ïðåäíîðìèðîâàííóþ ñòðóê-òóðû íà B , ÿâëÿÿñü áàíàõîâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (B, || ||B) ; â ÷àñò-íîñòè, íà B̃ ïðåäøàðû Bε(F ) = {G ∈ B : |G − F |B < ε} óðàâíèâàþòñÿ ñ øàðàìè

Bε(F ) = {G ∈ B : ||G − F ||B < ε} : B̃ε(F ) := Bε(F )
⋂ B̃ = Bε(F )

⋂ B̃ =: B̃ε(F )(îäèíàêîâûé ñëåä íà B̃ èìåþò òàêæå ñ�åðû Sε(F ) è ïðåäñ�åðû Sε(F )). Îäíàêîñ òîïîëîãè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè F = Int, Cl è Fr (â òîïîëîãèè íîðìû íà B ) äåëîîáñòîèò ñëîæíåå: ñîîòíîøåíèå
FB̃Ã = B̃⋂FBA (11)ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ âíóòðåííîñòè F = Int , à äëÿ çàìûêàíèÿ F = Cl è ãðà-íèöû F = Fr â (11) ñëåäóåò óäåðæàòü ëèøü âêëþ÷åíèå ëåâîé ÷àñòè â ïðàâóþ.Óòâåðæäåíèå èç [8℄ î ðàâåíñòâå (11) ïðè F = Fr íåêîððåêòíî; çäåñü ýòà îøèáêàèñïðàâëåíà: äîêàçàíî, ÷òî

C := (B̃⋂
Fr BA) \ Fr B̃Ã 6= ∅,ïðè÷åì

Fr B̃Ã = Γ1

⋂
Fr BA è C = Γ0

⋂
Fr BA,ãäå Γk = {F ∈ B̃ : γF (0) = k} , k = 0, 1 (ïðåäëîæåíèå 4, òåîðåìà 7).Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � èññëåäîâàòü ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè õàðàêòå-ðèñòèêàìè F ìíîæåñòâ A è Ã è ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè KF è γFýëåìåíòîâ M(F ) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ F . Íàïðàâëåíèÿ ðàáîòû áûëè íàìå÷åíûâ [8℄; óòâåðæäåíèÿ, èìåþùèå ïðîòîòèïû â [8℄, �îðìóëèðóþòñÿ íèæå êàê òåîðåìûè ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè îáîñíîâàíèÿìè; ýòàïû èññëåäîâàíèÿ îòðàæåíû â íàçâà-íèÿõ ðàçäåëîâ. 1. Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà S2(0)

⋂
FrBAÍà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

A⋂
Fr BA = {F ∈ A : KF (M(F )) = 0},

Int BA = {F ∈ B : KF (M(F )) > 0}. (12)Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A0 = {F ∈ A : KF (M(F )) = 0} .Äëÿ ëþáîãî F ∈ A⋂
Fr BA ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn /∈ A , ñõîäÿùàÿñÿê F ïî íîðìå B . Ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåíèÿ 1ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî åñëè M(F ) ∋ an → a(∈ M(F )) , òî KFn

(an) → KF (a) . Âêëþ-÷åíèå A⋂
Fr BA ⊂ A0 áóäåò îáîñíîâàíî, åñëè ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 â

M(Fn) íàéäóòñÿ ýëåìåíòû αn è βn òàêèå, ÷òî KFn
(αn) ≥ 0 ≥ KFn

(βn) . Äåéñòâè-òåëüíî, ñîõðàíåíèå ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ïðè ïåðåõîäå ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì
αnk

→ α , βnk
→ β (k → ∞), ñ ó÷åòîì F ∈ A âëå÷åò çà ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ α = β ,

M(F ) = {α} è KF (α) = 0 .



ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÕÎ�ÍÈ×À. . . 71Ïðîâåðèì íàëè÷èå ýëåìåíòîâ αn è βn ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Ïîñêîëüêó
fn = P−1(Fn) ∈ B0 (ïðåäëîæåíèå 1), òî â êà÷åñòâå αn áåðåì ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì�óíêöèè hfn

. Òàê êàê Fn /∈ A , n ≥ 1 , òî â M(Fn) ñóùåñòâóåò qn 6= αn , ïðè÷åìåñëè KFn
(qn) ≤ 0 , òî ïîëàãàåì βn = qn , à åñëè KFn

(qn) > 0 , òî γFn
(qn) = +1 ,÷òî âìåñòå ñ γFn

(αn) = +1 ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ òàêîãî βn ∈ M(Fn) , ÷òî
γFn

(βn) = −1 , ïîýòîìó KFn
(βn) ≤ 0 (èñïîëüçîâàíû ïï. 1)�3) ëåììû 1).Äîêàæåì âêëþ÷åíèå A⋂
Fr BA ⊃ A0 . ÏóñòüF ∈ A0 , òî åñòü F ∈ A , M(F ) =

= {a} è KF (a) = 0 . �àññìîòðèì ñåìåéñòâî �óíêöèé Fλ(ζ) = F (ζ)+λ(ζ−a) , λ ∈ C.Èìååì Fλ ∈ B , a ∈ M(Fλ) è ||Fλ −F ||B = (1 + |a|)|λ| . Ïîñêîëüêó KFλ
(a)/hf(a)2 =

= −2Re {λ[F ′(a) − F (a)2/2]} − |λ|2 , íåðàâåíñòâî KFλ
(a) < 0 , îáåñïå÷èâàþùåå

γFλ
(a) = −1 , âûïîëíÿåòñÿ íà íåêîòîðîì λ-ëó÷å ñ íà÷àëîì â λ = 0 . Ïî ëåììå 1,ïï. 2), 3), â ëþáîé îêðåñòíîñòè F íàéäåòñÿ �óíêöèÿ âèäà Fλ , äëÿ êîòîðîé a �íååäèíñòâåííûé ýëåìåíò M(Fλ) , çíà÷èò, F ∈ A⋂

FrBA .Òåïåðü óñòàíîâèì âòîðîå ðàâåíñòâî (12). Åñëè F ∈ IntBA , òî â ñèëó âêëþ÷å-íèÿ Int BA ⊂ A áóäåò M(F ) = {a} äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ D, îòêóäà γF (a) = +1(a � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì hf â D äëÿ f = P−1(F )) è, ñîãëàñíî ëåììå 1,
KF (a) ≥ 0 . Íî òàê êàê F /∈ Fr BA , òî ñ ó÷åòîì ïåðâîãî, ïîëó÷åííîãî âûøå ðàâåí-ñòâà (12) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî KF (a) > 0 . Îáðàòíî, âûáèðàÿ F ∈ B ñ KF (M(F )) >
> 0 , çàêëþ÷àåì, ÷òî γF (M(F )) = +1 . Ïî ëåììå 1, ï. 4), ïîëó÷èì F ∈ A , ÷òî âìåñòåñ KF (M(F )) > 0 è A ⊂ Cl BA äàåò F ∈ Int BA â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà (12).Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîäåðæèòñÿ óñëîâèå åäèíñòâåí-íîñòè (1−|ζ|2)|F ′(ζ)| ≤ 2, ζ ∈ D, ⇒ k(F ) = 1 , ïîñëóæèâøåå â ñâîå âðåìÿ îòïðàâíîéòî÷êîé äàííûõ èññëåäîâàíèé [8, òåîðåìà 1 ′ ℄.Òåîðåìà 2. Èìåþò ìåñòî íåóëó÷øàåìûå âêëþ÷åíèÿ B2(0) ⊂ A è B2(0) ⊂
⊂ Int BA , ïðè÷åì γF (M(F )) = +1 , F ∈ B2(0) . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:(a) F ∈ B2(0) è KF (M(F )) = 0 ;(b) F ∈ S2(0)

⋂
Fr BA ;() F � òî÷êà âûõîäà (ïðè b = 1) èç ìíîæåñòâà B2(0)

⋂A âäîëü ëó÷à bF ,ïðè ýòîì äèíàìèêà M(bF ) äîïóñêàåò òîëüêî áè�óðêàöèþ òèïà Ψ .Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ öåïî÷êîé íåðàâåíñòâ
|{f, a}| ≤ |F ′(a)| + |F (a)|2/2 ≤ 2/(1 − |a|2)2, a ∈ M(F ), F = P (f) ∈ B2(0). (13)Òàê êàê ïðè F ∈ B2(0) âòîðîå íåðàâåíñòâî â (13) áóäåò ñòðîãèì KF (M(F )) > 0(ñì. (9)), òî B2(0) ⊂ IntBA ïî òåîðåìå 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1, ï. 2),

γF (M(F )) = +1 äëÿ F ∈ B2(0) , à òàêæå äëÿ F ∈ S2(0)
⋂

Int BA . Ïî ëåììå 1,ï. 4), äëÿ ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ B2(0) ⊂ A îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî γF (M(F )) = +1è äëÿ F ∈ S2(0)
⋂

Fr BA .Ïîñêîëüêó ïðè F ∈ S2(0) âûïîëíåíèå (13) îçíà÷àåò KF (M(F )) ≥ 0 , â ñèëó
F ∈ Fr BA è âòîðîãî ðàâåíñòâà (12) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå KF (M(F )) = 0 , ïðå-âðàùàþùåå (13) â öåïî÷êó ðàâåíñòâ. Åñëè a = 0 ∈ M(F ) , òî òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå
γF (0) = +1 (ñ áè�óðêàöèåé Ψ âäîëü ëó÷à bF ïðè b = 1) ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçî-âàíèåì ëåììû 2 è B2(0) ⊂ A . Åñëè æå a ∈ M(F ) \ {0} , à òîãäà F (a) = |F (a)|e−iαïðè a = |a|eiα , òî öåïî÷êà (ðàâåíñòâ) (13) áëàãîäàðÿ ¾âíóòðåííèì ñîêðàùåíèÿì¿çà ñ÷åò |F ′(a)| = 2/(1− |a|2) , F ′(a) = −|F ′(a)|e−i2α è F (a) = 2ā/(1− |a|2) ñâîäèòñÿê ðàâåíñòâó ei2α{f, a} = −2/(1 − |a|2)2 , òî åñòü g′(a) = 0 (g(ζ) = ζF (ζ)). Ïðèìå-íåíèå ëåììû 2 âíîâü ïðèâîäèò ê áè�óðêàöèè òèïà Ψ â ñèëó B2(0) ⊂ A ; ïðè ýòîì
γF (a) = +1 , ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïîïóòíî äîêàçàíî, ÷òî (b) ⇔ (c) .Ýêâèâàëåíòíîñòü (a) ⇔ (b) ïîëó÷àåòñÿ êàê ¾ñëåä¿ ïåðâîãî ðàâåíñòâà (12) íàòîëüêî ÷òî óñòàíîâëåííîì ñîîòíîøåíèè B2(0) ⊂ A ñ ó÷åòîì B2(0) ⊂ IntBA .
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⋂

Fr BA èìåþò ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå îò-ðåçêè òåéëîðîâñêèõ ðàçëîæåíèé â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê a ñ {a} = M(F ) : åñëè
a = 0 , òî F (ζ) = 2εζ + a3ζ

3 + · · · , |ε| = 1 , ãäå |a3| ≤ 2/3 , à åñëè a 6= 0 , òî
F (ζ) =

2ā

1 − |a|2 − 2ā

a(1 − |z|2) (ζ − a) − 2ā2

a(1 − |a|2)2 (ζ − a)2 + · · · ,ïðè÷åì
g(ζ) =

2|a|2
1 − |a|2 − 2ā

a(1 − |a|2)2 (ζ − a)2 + · · ·Ïðåæäå ÷åì äàòü ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà S2(0)
⋂

Fr BA , äîêàæåì ñëåäóþ-ùååÏðåäëîæåíèå 2. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
S2(0)

⋂
Fr BA = S2(0)

⋂
Fr B̃Ã = {F ∈ S2(0) : |F ′(0)| = 2}.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì s1 = S2(0)

⋂
Fr BA , s2 = {F ∈ S2(0) : |F ′(0)| =

= 2} , s3 = S2(0)
⋂

Fr B̃Ã è ïîêàæåì, ÷òî s1 ⊂ s2 ⊂ s3 ⊂ s1 .1) Ïóñòü F ∈ s1 . Òîãäà ïî òåîðåìå 2 F ∈ B2(0)
⋂

Fr BA ⊂ A
⋂

Fr BA , çíà-÷èò, ïî òåîðåìå 1, KF (M(F )) = 0 ; êðîìå òîãî, F ∈ S2(0) . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
S2(0)

⋂
S2(0) ⊂ B̃ , ïîýòîìó s1 ⊂ B̃ . Âìåñòå ñ F ∈ A ýòî âëå÷åò M(F ) = {0} ,ñëåäîâàòåëüíî, KF (0) = 0 , è �îðìóëà (9) íåìåäëåííî äàåò |F ′(0)| = 2 , îòêóäà

F ∈ s2 .2) Ïóñòü F ∈ s2 . Óñëîâèå F ∈ S2(0) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà |F ′(0)| = 2 ïðèâîäèò ê
F ∈ S2(0) , çíà÷èò, êàê è âûøå, F ∈ B̃ . Äàëåå, òàê êàê |F ′(0)| = 2 , òî (0, 1) ∈ BF �òî÷êà áè�óðêàöèè â ñèëó (9) è ëåììû 2. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî óñëîâèþ ïðè b ≤ 1áóäåò bF ∈ B2(0) , òî b̄(F ) = 1 , è, ïî ëåììå 2, óêàçàííàÿ áè�óðêàöèÿ èìååò òèï Ψ .Çíà÷èò, ïðè b > 1 , áëèçêèõ ê 1, bF ∈ B \ A . Ïåðåñå÷åíèå ñ B̃ äàåò bF ∈ Ã ïðè
b ≤ 1 è bF ∈ B̃ \ Ã ïðè b > 1 âáëèçè 1. Òàêèì îáðàçîì, F ∈ Fr B̃Ã , è F ∈ s3 .3) Âêëþ÷åíèå s3 ⊂ s1 � íåìåäëåííîå ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ Fr B̃Ã ⊂ B̃

⋂
Fr BA(ñì. [22, ñ. 120�121℄).Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà � ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Ïåðåñå÷åíèå S = S2(0)

⋂
Fr BA ðàçáèâàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáú-åäèíåíèå

S = BÃ

⊔
BA, (14)ãäå BÃ = S2(0)

⋂
Fr B̃Ã , à BA � îáðàç ìíîæåñòâà E = {(φ, a) ∈ BÃ × D

∗ : φ′(0) =
= −2ā/a} (D∗ = D\{0}) ïðè âçàèìíî îäíîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè

F : E → BA : (φ, a) 7→ 2ā

1 − |a|2 + φ

(
ζ − a

1 − āζ

)
. (15)Ïðîäîëæèì F â ñëîé BÃ × {0} : F(φ, 0) = φ, φ ∈ BÃ . Òîãäà ñóïåðïîçèöèÿ P ◦ F ,ãäå P : S × I × P

1 → E ⊔
(BÃ × {0}) : (G, ξ, ε) 7→ (−2ε−2G, ξε) , S = S̃1(0)

⋂
⋂
{G ∈ H : G′(0) = 1} è I = (−1, 1) , óñòàíàâëèâàåò ïðåäñòàâëåíèå

S =

{
2ε̄ξ

1 − ξ2
− 2ε−2G

(
ζ − εξ

1 − ε̄ξζ

)
: G ∈ S, ξ ∈ I, ε ∈ P

1

}
. (16)



ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÕÎ�ÍÈ×À. . . 73Äîêàçàòåëüñòâî. �àçëîæåíèå (14) ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ B íà B̃ è B \ B̃ .Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ïîëó÷àåì
BÃ := B̃⋂S = S2(0)

⋂
Fr BA = S2(0)

⋂
Fr B̃Ã = {2ηF : F ∈ S, |η| = 1}; (17)òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ îïèñàòü ìíîæåñòâî BA := S \ B̃ . Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

BA = {F ∈ S2(0) : (1 − |a|2)F ′(a) = −2ā/a, ãäåM(F ) = {a} è a 6= 0}. (18)Ïóñòü F ∈ BA . Òàê êàê S ⊂ A
⋂

Fr BA (ñì. òåîðåìó 2, B2(0) ⊂ A), ïî òåîðåìå 1èìååì KF (a) = 0 äëÿ åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà a èç M(F ) , ïðè÷åì a 6= 0 â ñèëó
F /∈ B̃ . Òîãäà èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî |F |B = 2 è g′(a) = 0 , ãäå
g(ζ) = ζF (ζ) . Âûïîëíÿþùàÿñÿ ïðè M(F ) ∋ a 6= 0 ýêâèâàëåíòíîñòü

g′(a) = 0 ⇐⇒ (1 − |a|2)F ′(a) = −2ā/a (19)óñòàíàâëèâàåò âêëþ÷åíèå ìíîæåñòâà BA â âûäåëÿåìîå ïðàâîé ÷àñòüþ (18) ïîä-ìíîæåñòâî ïðåäñ�åðû S2(0) .Âêëþ÷åíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå óñòàíîâëåííîìó, îñíîâàíî íà òîì, ÷òî â ñèëó (19),ëåììû 2 è óñëîâèÿ F ∈ S2(0) ñëîåíèå BF â òî÷êå (a, 1) èìååò áè�óðêàöèþ òèïà Ψ ,à ýòî çíà÷èò (òåîðåìà 2, (b) ⇔ (c)), ÷òî F ∈ Fr BA , è ñîîòíîøåíèå (18) äîêàçàíî.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî BA = F(E) (ñì. (15)).Ïðîâåðèì, ÷òî F(E) ⊆ BA . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò (φ, a) ∈ E è ðàñ-ñìîòðèì â êà÷åñòâå F (ζ) âûðàæåíèå èç ïðàâîé ÷àñòè (15). Òîãäà èç ñâîéñòâ φíåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî F ′(a)(1 − |a|2) = φ′(0) è |F |B =
= ||φ||B = 2 , ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2 ìíîæåñòâî M(F ) îäíîòî÷å÷íî è ñîâïàäàåò ñ {a}â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ F (a) = 2ā/(1 − |a|2) � óðàâíåíèÿ �àõîâà ïðè ζ = a (ñì. (2)).Èíúåêòèâíîñòü: ïóñòü F(φ1, a1) = F(φ2, a2) = F äëÿ (φi, ai) ∈ E , i = 1, 2 .Òîãäà ââèäó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî èìååì F ∈ BA , ïîýòîìó M(F ) � îäíîòî÷å÷íîåìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, a1 = a2 , îòêóäà φ1 = φ2 .Ñþðúåêòèâíîñòü ïî÷òè î÷åâèäíà: �óíêöèÿ φ(ζ) = F ◦ ((ζ + a)/(1 + āζ))−
−2ā/(1 − |a|2) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F(φ, a) = F ïðè çàäàííîì F ∈ BA ñ M(F ) =
= {a} , a 6= 0 .Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè ìíîæåñòâà S ïåðåéäåì îò a = ξε ∈D ê ïåðåìåííûì
ξ ∈ I è ε ∈P1 ; çäåñü P1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëóîêðóæíîñòüþ â äóõå ïðåäëî-æåíèÿ 2.11 èç [30, ñ. 147℄. Óêàçàííûé ïåðåõîä ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå
φ′(0) = −2ε−2 â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùåãî êàê äëÿ E (ξ 6= 0), òàê è äëÿ BÃ × {0}(ξ = 0), ñì. (17). Áèåêöèÿ P ïðåîáðàçóåò äàííîå óðàâíåíèå ê âèäó G′(0) = 1 ; òåìñàìûì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè óïðîùàåòñÿ äî S × I × P

1 . Ïðîäîë-æàÿ F íà BÃ × {0} êàê ïðîåêöèþ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü, îêîí÷àòåëüíî èìååì
S = F ◦ P(S × I × P

1) , à ýòî è åñòü ïðåäñòàâëåíèå (16).2. Çâåçäîîáðàçíîñòü ìíîæåñòâà ÃÂ êà÷åñòâå îñíîâû âûñòóïàåò ñëåäóþùàÿËåììà 3. Åñëè F ∈ B̃ è γβF (0) = +1 ïðè β > b̄ = b̄(F ) , òî B′(β) 6= {
⋂
} .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè W = U ×V ⊂ D×R+òî÷êè áè�óðêàöèè (α, β) ∈ B′(β) òèïà ⋂ ïåðåñå÷åíèå B′

⋂
W åñòü àíàëèòè÷åñêàÿäóãà âèäà (a(ν), b(ν)) , ν ∈ Ω . Cω -�óíêöèè a : Ω → U è b : Ω → V< = {τ ∈ V : τ <

< b} îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè Ω òî÷êè |α| , ïðè÷åì a′(ν) 6= 0 , |a(ν)| = ν , ν ∈ Ω ,
a(|α|) = α è b(|α|) = β ; êðîìå òîãî, b′(ν) > 0 ïðè ν < |α| , ν ∈ Ω , è b′(ν) < 0
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4 −

(
1 − ν2

)4 ∣∣{fb(ν), a(ν)
}∣∣2 =

4(1 − ν2)2

|a′(ν)|2 ν
b′(ν)

b(ν)

[
2

1 − ν2
− ν

b′(ν)

b(ν)

]
, ν ∈ Ω,è ï. 2) ëåììû 1 âëå÷åò çà ñîáîé γb(ν)(a(ν)) = −1 ïðè ν > |α| , ν ∈ Ω . Â ñèëó (10)îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γb(ν)(a(ν)) = +1 ïðè ν < |α| , ν ∈ Ω .Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî B′(β) = {⋂} . Ñîãëàñíî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìóóìåíüøåíèå ìîäóëåé ýëåìåíòîâ a ∈ M(bF ) \ {0} ñ óáûâàíèåì b < β âáëèçè βìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî çà ñ÷åò äâèæåíèÿ òî÷åê (a, b) ∈ B′ âäîëü ïîëóäóã èí-äåêñà γ = +1 ñ âåðøèíàìè â B′(β) (äðóãèå âàðèàíòû èñêëþ÷àþòñÿ ëåììîé 2ñ ó÷åòîì êîíå÷íîñòè M(βF )). Íî òîãäà ïðè ëþáîì b < β , äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê β ,

min{|a| : a ∈ M(bF )\{0}} äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå c , â êîòîðîé γbF (c) = +1 ,à ýòî ïðîòèâîðå÷èò çàêëþ÷åíèþ ëåììû 1 èç [9℄.Ëåììà 4. Åñëè F ∈ B̃ è M(F ) = {0} , òî γF (0) = +1 .Äîêàçàòåëüñòâî. Âàðèàíò γF (0) = −1 èñêëþ÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ï. 3) ëåì-ìû 1: â ýòîì ñëó÷àå, êðîìå ñåäëà â ζ = 0 , ìíîæåñòâî M(F ) ñîäåðæèò ïî êðàéíåéìåðå äâà ìàêñèìóìà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî γF (0) = 0 (ζ = 0 � ïîëóñåäëî). Ïî ëåììå 2 ñóùå-ñòâóþò îêðåñòíîñòè U ⊂ D è V ⊂ R+ òî÷åê ζ = 0 è b = 1 ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå,÷òî B′
⋂

(U × V<) åñòü Cω -ïîëóäóãà íàä V< = {b ∈ V : b < 1} ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìïðåäñòàâëåíèåì (a(b), b) , b ∈ V< , ïðè÷åì lim
b → 1

a(b) = 0 è a(b) 6= 0 , γbF (a(b)) = −1ïðè b ∈ V< . Òàê êàê γbF (0) = +1 , b ∈ V< , òî ïî ëåììå 1, ï. 3), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîäëÿ ëþáîãî b ∈ V< ñóùåñòâóåò òî÷êà c(b) ∈ M(bF ) \ {0} ñ γbF (c(b)) = +1 , b ∈ V< .Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn) òàêóþ, ÷òî bn ∈ V< è bn → 1 ïðè n → ∞ . Ïå-ðåõîä ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè óñòàíàâëèâàåò ñõîäèìîñòü c(bn) → c0 , n → ∞ , ãäå
c0 ∈ D â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1. Òàê êàê ñëîåíèå B çàìêíóòî â D×R+ , òî c0 ∈ M(F ) ,à ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî âûøå, â öèëèíäðå U × V< íåò òî÷åê B′ ñ γ = +1 ,òî c0 /∈ U . Èòàê, c0 ∈ M(F ) \ {0} , âíîâü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò,
γF (0) = +1 .Òåïåðü äîêàæåì çâåçäîîáðàçíîñòü Ã .Òåîðåìà 4. Ïóñòü F ∈ B̃ . Åñëè k(F ) = 1 , òî k(bF ) = 1 äëÿ ëþáîãî b ∈ (0, 1) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî T = {b ∈ (0, 1) : k(bF ) > 1}íå ïóñòî; β := supT . �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn) ñ óñëîâèÿìè bn ∈ T ,
bn < β , n ∈ N, è bn → β ïðè n → ∞ . Ïî (bn) ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)òàêàÿ, ÷òî an ∈ M(bnF ) \ {0} , n ∈ N; ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåìèìåòü an → α , n → ∞ , ïðè÷åì α ∈ M(βF ) â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 è çàìêíóòî-ñòè B . Òàê êàê γF (0) = +1 ïî ëåììå 4, òî â ñèëó ëåììû 2 òî÷êè (an, bn) , n ∈ N, íåìîãóò ñãóùàòüñÿ ê òî÷êå (0, β) , ïîýòîìó α 6= 0 , è, çíà÷èò, M(βF ) 6= {0} . Îòñþäà,â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî β ∈ T è β < 1 . Ïîñêîëüêó k(bF ) = 1 ïðè b ∈ (β, 1] ,òî b íå ìîæåò ñëóæèòü ïàðàìåòðîì íè äëÿ êàêîé Cω -äóãè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
B′(β) . Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü, îñòàâëÿåìàÿ ïðè ýòîì ëåììîé 2, � B′(β) =
= {

⋂
} � èñêëþ÷àåòñÿ ëåììîé 3. Òàêèì îáðàçîì, T = ∅ , è òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 3. Ëåììû 2�4 îðãàíèçóþò ëîêàëüíûé ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ çâåç-äîîáðàçíîñòè Ã . Â ðàáîòå [8℄ äëÿ òàêîãî îáîñíîâàíèÿ èñïîëüçîâàëîñü ðàçáèåíèå Bíà âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèå êîìïîíåíòû. Â [8℄ òàêæå ïîñòðîåí ïðèìåð �óíêöèè

F ∈ B \ B̃ , äåìîíñòðèðóþùèé îòñóòñòâèå çâåçäîîáðàçíîñòè ìíîæåñòâà A .



ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÕÎ�ÍÈ×À. . . 753. Ñâîéñòâà �óíêöèîíàëà ïåðâîãî âûõîäà èç ìíîæåñòâà ÃÍàïîìíèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü �óíêöèîíàëà b̄ óñòàíîâëåíà â òåîðåìå 2. Îáî-çíà÷èì b̃ = b̄|B̃ . Ìíîæåñòâî Ã áóäåò ïîãëîùàþùèì â B̃ , òî åñòü ⋃

b > 0
bÃ = B̃(òåîðåìà 2) è çâåçäîîáðàçíûì â B̃ (òåîðåìà 4). Ïîýòîìó [31, ñ. 147℄ íà Ã êîð-ðåêòíî îïðåäåëåí �óíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ρ(F ) = 1/b̃(F ) , ïðè÷åì Ã< ⊂ Ã ⊂ Ã≤ ,ãäå Ã< := {F ∈ B̃ : ρ(F ) < 1} è Ã≤ := {F ∈ B̃ : ρ(F ) ≤ 1} . Òàê êàê ëþáàÿ �óíêöèÿèç B̃ ïîãëîùàåòñÿ ïðåäñ�åðîé S̃1 = S̃1(0) , ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ â âèäå bF ñ b > 0 è F ∈ S̃1 , è òàê êàê �óíêöèîíàë ρ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäåí,

Ã< = {bF : F ∈ S̃1, b < b̃(F )} , Ã≤ = {bF : F ∈ S̃1, b ≤ b̃(F )} .Òåîðåìà 5. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 1) Ã< = Int B̃Ã , 2) Ã≤ = Cl B̃Ã ,3) Fr B̃Ã = {b̃(F )F : F ∈ S̃1} . Ôóíêöèîíàë b̃ : 4) êîíå÷åí è 5) íåïðåðûâåí íà S̃1 ,ïðè÷åì 6) 2 ≤ b̃(F ) ≤ 2/|F ′(0)| , F ∈ S̃1 . Êðîìå òîãî, 7) îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèåîáîèõ íåðàâåíñòâ èç ï. 6) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 2F ∈ S2(0)
⋂

Fr B̃Ã , F ∈ S̃1 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâîå íåðàâåíñòâî 6) � ñëåäñòâèå òåîðåìû 2. Äàëåå, ïîëåììå 2 áè�óðêàöèîííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà b äëÿ ýëåìåíòà 0 ∈ M(F ) ïðè
F ′(0) 6= 0 áóäåò b∗ = 2/|F ′(0)| , òî åñòü k(bF ) > 1 ïðè b > b∗ . Îòñþäà ñëåäóåòïðàâîå íåðàâåíñòâî 6), òðèâèàëüíîå â ñëó÷àå F ′(0) = 0 .1) Åñëè bF ∈ Ã< , òî ïî òåîðåìå 1 íåðàâåíñòâî KbF (0) > 0 (î÷åâèäíîå ïðè
F ′(0) = 0 è ñïðàâåäëèâîå â ñèëó âòîðîé îöåíêè 6) ïðè F ′(0) 6= 0 , ñì. (9)) îáåñïå-÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü bF ∈ Int BA , óñèëèâàþùóþñÿ äî bF ∈ Int B̃Ã áëàãîäàðÿñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåìîìó âêëþ÷åíèþ B̃⋂

Int BA ⊂ Int B̃Ã . Îáðàòíî, ñîîòíîøå-íèå B̃ε(bF ) ⊂ Ã äëÿ bF ∈ Int B̃Ã â ñèëó çâåçäîîáðàçíîñòè Ã âëå÷åò çà ñîáîéíåðàâåíñòâà b < b + ε ≤ b̃(F ) , îòêóäà bF ∈ Ã< .2) Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âêëþ÷åíèÿ Ã≤ ⊂ Cl B̃Ã äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî bF ∈ Ã≤ è ëþáîãî ε > 0 �óíêöèÿ βF â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ Ã< ⊂ Ã ñîäåð-æèòñÿ â Bε(bF )
⋂
Ã ïðè êàæäîì β ∈ (b − ε, b) .×òîáû äîêàçàòü âêëþ÷åíèå Ã≤ ⊃ Cl B̃Ã , ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè bnFn ∈ Ã≤ ñ Fn ∈ S̃1 , äëÿ êîòîðîé bnFn

B−→ bF (n → ∞), F ∈ S̃1 , íî
bF /∈ Ã≤ . Òîãäà b > b̃(F ) . ßñíî, ÷òî bn → b è Fn

B−→ F ïðè n → ∞ .Îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè Mb = M(bF )\{0} , ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ñêîëü óãîä-íî ìàëîå ε > 0 òàêîå, ÷òî b′ = b − ε > b̃(F ) è ìíîæåñòâî Mb′ ñîäåðæèò òî÷êó αñ γb′F (α) 6= 0 . Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå, êîãäà γbF (Mb) = 0 è êðàòíîñòè ýëåìåíòîâ
a ∈ Mb êàê íóëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé g − g(a) ðàâíû 1, òî íàëè÷èå òàêîéòî÷êè α îáåñïå÷èâàåòñÿ ëåììîé 2: õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò èç Mb ïðåäñòàâëÿåò áè-�óðêàöèþ òèïà ⋂ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (B′(b) = {⋃}) ïðè âñåõ β < b , áëèçêèõê b , �óíêöèè βF ïðèíàäëåæàëè áû ìíîæåñòâó Ã ⊂ Ã≤ , îòêóäà b ≤ b̃(F ) � ïðî-òèâîðå÷èå ñ bF /∈ Ã≤ . Åñëè æå íàéäåòñÿ ᾱ ∈ Mb ñ γbF (ᾱ) 6= 0 èëè ñ γbF (ᾱ) = 0 ,íî ñ êðàòíîñòüþ ≥ 2 , òî âíîâü ïî ëåììå 2 èç α â ñëîé B íàä β < b áóäåò èñõîäèòüïîëóäóãà, âäîëü êîòîðîé γβF 6= 0 ïðè β < b , áëèçêèõ ê b , â ÷àñòíîñòè, ïðè β = b′ .Ïóñòü òåïåðü U � çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè α â D, òàêàÿ ÷òî M(b′F )

⋂
U =

= {α} . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé �àõîâà Gn(ζ) := b′nFn(ζ) − 2ζ̄/(1 − |ζ|2)ñ b′n = bn − ε ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà U ê �óíêöèè b′F (ζ) − 2ζ̄/(1 − |ζ|2) , èìåþ-ùåé â U åäèíñòâåííûé íóëü α ñ èíäåêñîì γb′F (α) 6= 0 . Ïî îáîáùåííîé òåîðåìå�óðâèöà [32℄ îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà N òàêîãî, ÷òî ëþáàÿ �óíê-öèÿ Gn ïðè n ≥ N èìååò â U àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî íóëåé, ðàâíîå γb′F (α) ; òîãäà



76 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 0 /∈ U , èìååì k(b′nFn) > 1 , n ≥ N , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíî-øåíèÿì b′nFn ∈ Ã , âûïîëíÿþùèìñÿ â ñèëó b′n < bn ≤ b̃(F ) , n ∈N. Ïîëó÷åííîåïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî Ã≤ � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó Cl B̃Ã ⊂ Ã≤ .�àâåíñòâî 3) åñòü ñëåäñòâèå 1) è 2).4) Ïðè F ′(0) 6= 0 îáîñíîâàíèå èñ÷åðïûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì âòîðîãî íåðàâåí-ñòâà 6). Ïðè F ′(0) = 0 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå îòëè÷íîãî îò íóëÿýëåìåíòà M(bF ) ïðè íåêîòîðîì b . Óðàâíåíèå
bF (ζ) = 2ζ̄/(1 − |ζ|2), (20)îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî M(bF ) , ïåðåïèøåì ñ b = 1 â (ýêâèâàëåíòíîì ïðè ζ 6= 0)âèäå
(1 − |ζ|2)g(ζ)/|ζ|2 = 2, (21)ãäå g(ζ) = ζF (ζ) = cζm+ · · · , c 6= 0 , m ≥ 3 . Óíè�îðìèçèðóÿ ñîîòâåòñòâèå w = g(ζ)âáëèçè ζ = 0 , ïðèäåì ê ñóùåñòâîâàíèþ îêðåñòíîñòè V òî÷êè v = 0 è �óíêöèè

α(v) = α1v + . . . , α1 6= 0 , ãîëîìîð�íî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùåé V íà îêðåñò-íîñòü ζ = 0 òàê, ÷òî g(α(v)) = vm , v ∈ V . Òîãäà óðàâíåíèå (21) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
(1 − |α(v)|2)vm/|α(v)|2 = 2 . Òàê êàê âûðàæåíèå ñëåâà ðàâíî íóëþ ïðè v = 0 è òàêêàê |F |B = 1 , îòêóäà k(F ) = 1 ïî òåîðåìå 2, òî M(F ) = {0} , è ëåâàÿ ÷àñòü ìåíüøå 2íà V

⋂
R+ , èíà÷å ìíîæåñòâî M(F ) ñîäåðæàëî áû íåíóëåâîé ýëåìåíò. Íî òîãäà äëÿ(ëþáîãî) v0 ∈ V

⋂
R+ íàéäåòñÿ b0(> 1) òàêîå, ÷òî b0(1 − |α(v0)|2)vm

0 /|α(v0)|2 = 2 ,òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (20) ïðè b = b0 èìååò íåíóëåâîé êîðåíü ζ0 = α(v0) .Ïîýòîìó k(b0F ) ≥ 2 , çíà÷èò, b̃(F ) ≤ b0 < ∞ .5) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn ∈ S̃1 ñõîäèòñÿ ê F (∈ S̃1) ïî íîðìå B . Òîãäà äëÿ(ëþáîãî) b > b̃(F ) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü bFn
B−→ bF . �àññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðèäîêàçàòåëüñòâå âêëþ÷åíèÿ Ã≤ ⊃ Cl B̃Ã â ï. 2), óñòàíàâëèâàåì ñóùåñòâîâàíèå ýëå-ìåíòà α ∈ M(bF ) òàêîãî, ÷òî k(bFn) > |γbF (α)| = 1 , çíà÷èò, b̃(Fn) ≤ b äëÿ âñåõ n ,íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b̃(Fn) � îãðàíè÷åííàÿ.Ïóñòü (Fnk

) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Fn) , íà êîòîðîé �óíêöè-îíàë b̃ ñõîäèòñÿ: b̃(Fnk
) → b1 ïðè k → ∞ . ßñíî, ÷òî Fr B̃Ã ∋ b̃(Fnk

)Fnk

B−→ b1F ,îòêóäà b1F ∈ Fr B̃Ã , ïîýòîìó b1 = b̃(F ) â ñèëó 3). Òàêèì îáðàçîì, b̃(F ) � åäèí-ñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (̃b(Fn)) : b̃(F ) = lim
n → ∞ b̃(Fn) .7) Îñòàëîñü äîêàçàòü ïðåäñòàâëåíèå S2(0)

⋂
Fr B̃Ã = {2F : F ∈ S̃1, |F ′(0)| = 1} .Î÷åâèäíîå ñâîéñòâî 2F ∈ S2(0) è íåðàâåíñòâà 6), â ñèëó |F ′(0)| = 1 ïðèâîäÿùèåê b̃(F ) = 2 , à çíà÷èò, è ê 2F ∈ Fr B̃Ã (ñì. ï. 3)), äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòüäîêàçûâàåìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ åñòü ïîäìíîæåñòâî ëåâîé.Åñëè òåïåðü bF ∈ S2(0)

⋂
Fr B̃Ã , F ∈ S̃1 , òî b = 2 . Ïî òåîðåìå 2 èìååì 2F ∈ A ,ïîýòîìó 2F ∈ Ã⋂

Fr B̃Ã . Áëàãîäàðÿ Fr B̃Ã ⊂ B̃⋂
Fr BA èìååì 2F ∈ A⋂

Fr BA ,çíà÷èò, ïî òåîðåìå 1 K2F (0) = 0 , òî åñòü |F ′(0)| = 1 (ñì. (9)).Óòâåðæäåíèå 7) òåîðåìû 5 äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ î÷åâèäíóþ ïåðå�îðìóëè-ðîâêó.Ñëåäñòâèå 3. Ïåðåñå÷åíèå S2(0)
⋂

Fr B̃Ã ïàðàìåòðèçóåòñÿ (F 7→ 2F ) â òî÷-íîñòè òåìè ýëåìåíòàìè F ∈ S̃1 , äëÿ êîòîðûõ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ
hF (ζ) = (1 − |ζ|2)|F ′(ζ)| äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, ðàâíîãî 1, ïðè ζ = 0 .Èç ðåçóëüòàòîâ [33℄ ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííîìó ïåðåñå÷åíèþ ïðèíàäëåæàò, íàïðè-ìåð, âñå �óíêöèè 2F , ãäå F ∈ H0 ñ F ′′(0) = 0 è îäíèì èç óñëîâèé Re F ′(ζ) > 1/2èëè (1− |ζ|2)2|{F, ζ}| ≤ 2 ïðè ζ ∈D. Åñëè F (D) íå ñîâïàäàåò ñ ïîëîñîé, òî â îáîèõ



ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÕÎ�ÍÈ×À. . . 77ñëó÷àÿõ áóäåò kF = 1 , òî åñòü �óíêöèÿ hF èìååò åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþòî÷êó (ζ = 0) â D. �àçóìååòñÿ, ïîñëåäíåå íåòèïè÷íî äëÿ �óíêöèé èç
A = {F ∈ B : k(F ) = 1}è Ã = A⋂ B̃ (íàïîìíèì, ÷òî ðàâåíñòâî k(F ) = 1 îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü êðèòè-÷åñêîé òî÷êè �óíêöèè hf äëÿ f = P−1(F )). Èñòî÷íèêîì ïðèìåðîâ F ∈ A ñ kF > 1ìîæåò ñëóæèòü ïîäêëàññ

R = {F ∈ H0 : ReF ′(ζ) > 0, ζ ∈ D, è F ′′(0) = 0},ñîäåðæàùèéñÿ â B2(0) . Åñëè â îïðåäåëåíèè R èñêëþ÷èòü óñëîâèå F ′′(0) = 0 , òî ïî-ëó÷èâøèéñÿ êëàññ áóäåò ñîäåðæàòüñÿ óæå â ïðåäøàðå B4(0) , îñòàâàÿñü, òåì íå ìå-íåå, â A . Âûõîä èç B2(0) ïðè îòìåíå óñëîâèÿ F ′′(0) = 0 ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ñîãëàñíîñëåäñòâèþ 3 îíî áóäåò íåîáõîäèìûì äëÿ îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòââ îöåíêàõ ï. 6) òåîðåìû 5. Îäíàêî îíî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì: êàê ïîêàçûâàåòïðèìåð èç ñëåäóþùåãî çàìå÷àíèÿ, íàðóøåíèå îäíîâðåìåííîãî ðàâåíñòâà â óêàçàí-íûõ îöåíêàõ âîçìîæíî è ïðè F ′′(0) = 0 . Ñàì ïðèìåð ñòðîèòñÿ íà îñíîâå �óíêöèèèç êëàññà R , â îïðåäåëåíèè êîòîðîãî îòñóòñòâóåò íîðìèðîâêà F ′(0) = 1 .Çàìå÷àíèå 4. Êðîìå èññëåäîâàííîãî âûøå ñëó÷àÿ 2 = b̃(F ) = β̃(F ) , ãäå
β̃(F ) = 2/|F ′(0)| , èìååòñÿ åùå òðè âàðèàíòà îöåíîê ï. 6) òåîðåìû 5:1) 2 = b̃(F ) < β̃(F ) ;2) 2 < b̃(F ) = β̃(F ) ;3) 2 < b̃(F ) < β̃(F ) .Ïåðâûé âàðèàíò íåâîçìîæåí: åñëè b̃(F ) = 2 ïðè F ∈ S̃1 , òî èç ï. 3) òåîðåìû 5ñëåäóåò, ÷òî 2F ∈ S2(0)

⋂
FrB̃Ã , à èç ï. 7) � b̃(F ) = β̃(F ) . Âàðèàíò 2) ðåàëèçóåòñÿ,ïðèìåð � �óíêöèÿ F ∈ B̃ , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì F ′(ζ) = (1/2)(1 + ζ2)/(1 −

− ζ2) , ||F ||B = 1 , b̃(F ) = β̃(F ) = 4 . Âûïîëíèìîñòü âàðèàíòà 3) óñòàíàâëèâàåòñÿíèæå â çàìå÷àíèè 5.4. Ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íà A è ÃÏðîäîëæèì èññëåäîâàíèå, íà÷àòîå â ëåììàõ 3 è 4. ÑïðàâåäëèâàËåììà 5. Ïóñòü F ∈ B̃ è β > b̄ = b̄(F ) . Åñëè γβF (0) 6= 0 , òî ìíîæåñòâî
M(βF ) \ {0} ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ òî÷åê íåíóëåâîãî èíäåêñà.Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ èñêëþ÷èòü äâå âîçìîæíîñòè: 1) â M(βF ) \ {0}òîëüêî îäèí ýëåìåíò èìååò èíäåêñ γβF 6= 0 ; 2) γβF (M(βF ) \ {0}) = 0 . Ïðèìåíåíèåëåììû 1 â ñëó÷àå γβF (0) = −1 îïðîâåðãàåò êàê 1), òàê è 2) (ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâîìëåììû 4), à ïðè γβF (0) = +1 � òîëüêî 1). Îñòàåòñÿ èñêëþ÷èòü ñèòóàöèþ, êîãäà
γβF (0) = +1 è ñëîåíèå B′(β) ñîñòîèò òîëüêî èç òî÷åê áè�óðêàöèè òèïà ⋃ èëè ⋂ .Ñëó÷àé B′(β) = {⋃} íåâîçìîæåí â ñèëó β > b̄ , ñëó÷àé B′(β) = {⋂} � â ñèëóëåììû 3. Ïîñëåäíÿÿ íàëàãàåò çàïðåò è íà ñëó÷àé B′(β) = {⋃,

⋂} , òàê êàê äèíà-ìèêà M(bF ) \ {0} ñ óáûâàíèåì b < β âáëèçè β , ïðèâîäÿùàÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ âäîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3, íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ áè�óðêàöèé òèïà ⋃ â B′(β) .Ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ γβF (0) 6= 0 â ëåììå 5 äåìîíñòðèðóåò ñëåäóþùèéÏðèìåð 1. Ïóñòü ω ∈ (0, 1) . �àññìîòðèì �óíêöèþ
F = Fω(ζ) = (1 − ω2)

ζ

1 − ωζ
(22)



78 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂñ ||F ||B = 1 . Ñëîåíèå BFω
ñîñòîèò èç äâóõ Cω -êîìïîíåíò: b0 = {0}×R+ è b1 =

= {(x, b(x)) : x ∈ (−1, 1)} , ãäå
b(x) =

2

1 − ω2

1 − ωx

1 − x2
.Êðèâàÿ b1 ïåðåñåêàåò ëó÷ b0 â òî÷êå (0, β) , ãäå

β = β̃(Fω) = 2/(1 − ω2). (23)Ïðè ýòîì γβF (0) = 0 , M(βF ) \ {0} = {ω} è γβF (ω) = +1 .Ñëåäñòâèå 4. Ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé âåêòîð F ∈ B̃ òàêîé, ÷òî âåëè÷èíà
k(bF ) íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà R+ êàê �óíêöèÿ îò b .Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìûì âåêòîðîì ñëóæèò �óíêöèÿ (22). Äåéñòâè-òåëüíî, äëÿ F = Fω èìååì k(bF ) = 1 , åñëè b ∈ (0, b̃(Fω)) , ãäå

b̃(Fω) = min
x∈(−1,1)

b(x) =
1 +

√
1 − ω2

1 − ω2
, (24)

k(̃b(Fω)F ) = k(βF ) = 2 è k(bF ) = 3 , êîãäà b ∈ (̃b(Fω), β)
⋃

(β, +∞) .Çàìå÷àíèå 5. Èç (23) è (24) âèäíî, ÷òî äëÿ F = Fω(ζ) ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-ñòâà 2 < b̃(F ) < β̃(F ) . Òàêèì îáðàçîì, âàðèàíò 3) â çàìå÷àíèè 4 ñîäåðæàòåëåí.Òåîðåìà 6. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
B̃⋂

Int BA = Int B̃Ã. (25)Äîêàçàòåëüñòâî. �åçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â îáîñíîâàíèè ï. 1) òåîðåìû 5; ýëå-ìåíòàðíûé õàðàêòåð âêëþ÷åíèÿ ëåâîé ÷àñòè (25) â ïðàâóþ òàì óæå îòìå÷åí. ×òîáûäîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå, íàïîìíèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå Ã< ⊂ Int B̃Ãîïèðàåòñÿ íà èìïëèêàöèþ bF ∈ Ã< ⇒ bF ∈ Int BA . Åñëè âíîâü ïðèìåíèòü åå,íî óæå ñ ó÷åòîì èòîãîâîãî ðàâåíñòâà Ã< = Int B̃Ã , òî â ñèëó bF ∈ B̃ êàê ðàç èïîëó÷àåòñÿ âêëþ÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè (25) â ëåâóþ.Ïðèâåäåì òåïåðü òðè ïðèçíàêà, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè F ìíîæå-ñòâó Int B(B \ A) , â çàâèñèìîñòè îò íåíóëåâûõ çíà÷åíèé �óíêöèîíàëà γF .Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè F ∈ B è ìíîæåñòâî M(F ) ñîäåðæèò õîòÿ áû äâåòî÷êè íåíóëåâîãî èíäåêñà, òî F ∈ Int B(B \ A) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü (Fn) òàêàÿ, ÷òî Fn ∈ A , n ∈N, è Fn
B−→ F ïðè n → ∞ . Ïî óñëîâèþ

M(F ) ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè a1 è a2 ñ γF (ai) 6= 0 , i = 1, 2 . Äåéñòâóÿ,êàê â ï. 2) òåîðåìû 5, âîçüìåì çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè U1 è U2 òî÷åê a1 è a2â D, òàêèå, ÷òî M(F )
⋂

U i = {ai} , i = 1, 2 , è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü Fn(ζ) − 2ζ̄/(1 − |ζ|2) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà U1 è íà U2 ê �óíêöèè
F (ζ)−2ζ̄/(1−|ζ|2) . Ïî îáîáùåííîé òåîðåìå �óðâèöà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà
N , êàæäàÿ �óíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Gn) èìååò â U1 è â U2 ïî îäíîìó íóëþ,îòêóäà Fn /∈ A , n ≥ N , � ïðîòèâîðå÷èå.Â óñëîâèÿõ ëåììû 5 ïðåäëîæåíèå 3 ïðèíèìàåò òàêîé âèä:Ñëåäñòâèå 5. Åñëè F ∈ B̃ , β > b̄ = b̄(F ) è γβF (0) 6= 0 , òî F ∈ Int B(B \ A) .



ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÕÎ�ÍÈ×À. . . 79Êàê ïîêàçûâàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5, íàëè÷èå â M(βF ) \ {0} äâóõ òî÷åêèíäåêñà γβF 6= 0 â ñëó÷àå γβF (0) = −1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ï. 3) ëåììû 1íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé β . Ýòî äàåò óïðîùåííûé âàðèàíò ñëåäñòâèÿ 5:Ñëåäñòâèå 6. Åñëè F ∈ B̃ è γF (0) = −1 , òî F ∈ Int B(B \ A) .Ïðè ïåðåõîäå îò F = Int ê F = Fr ñâÿçü ìåæäó FB̃Ã è B̃⋂FBA óñëîæíÿåòñÿ.Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî Fr B̃Ã 6= B̃
⋂

Fr BA ; ñïðàâåäëèâîÏðåäëîæåíèå 4. Ìíîæåñòâî C := (B̃⋂
Fr BA) \ Fr B̃Ã íå ïóñòî.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå Fr B̃Ã ⊂ B̃⋂

Fr BA óæå îòìå÷àëîñü âûøå. Äëÿïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ C 6= ∅ íîðìèðóåì �óíêöèþ Fω èç (22):
Gω =

2

1 − ω2
Fω . (26)Òàê êàê β = 2/(1 − ω2) > b̃(Fω) (ñì. çàìå÷åíèå 5), òî Gω /∈ Fr B̃Ã ïî òåîðåìå 5.Ïðèíàäëåæíîñòü Gω ∈ B̃ î÷åâèäíà. ×òîáû óñòàíîâèòü âêëþ÷åíèå Gω ∈ Fr BA ,äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ìíîæåñòâà M(Hλ) ïðè Hλ = λ+Gω , λ ∈R. Äåéñòâèòåëüíî,

||Hλ − Gω||B = |λ| , λ ∈R, è íåñëîæíûé, íî ðóòèííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿñêîëü óãîäíî ìàëûõ λ áóäåò k(Hλ) = 1 , åñëè λ > 0 , è k(Hλ) = 3 , åñëè λ < 0 .Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà.Òåîðåìà 7. �àçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà B̃ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíî-æåñòâ Γk = {F ∈ B̃ : γF (0) = k} , k = −1, 0, 1 , ñîãëàñîâàíî ñ ðàçáèåíèåì ïå-ðåñå÷åíèÿ B̃⋂
Fr BA â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

Fr B̃Ã = Γ1

⋂
Fr BA è C = Γ0

⋂
Fr BA. (27)Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (27).Ïîêàæåì, ÷òî 1) Fr B̃Ã ⊂ Γ1

⋂
Fr BA è 2) Fr B̃Ã ⊃ Γ1

⋂
Fr BA .1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ∈ S̃1 è γβF (0) = 0 èëè −1 . Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

k(βF ) > 1 ïðè çíà÷åíèÿõ b < β , áëèçêèõ ê β . Ïî îïðåäåëåíèþ b̃ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
b̃(F ) < β , îòêóäà ïî òåîðåìå 5, ï. 3), ïîëó÷èì βF /∈ Fr B̃Ã .2) Ïóñòü F ∈ S̃1 è bF ∈ Γ1

⋂
Fr BA . Ïî òåîðåìå 5, ï. 3), äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòüðàâåíñòâî b = b̃(F ) . Ïðîâåðèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ b < b̃(F ) è b > b̃(F ) ïðîòèâîðå-÷àò ñîîòíîøåíèþ bF ∈ Fr BA . Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå òàêèì ïðîòèâîðå-÷èåì áóäåò bF ∈ Int BA ïî òåîðåìå 5, ï. 1), è òåîðåìå 6, âî âòîðîì � bF ∈ Int B(B\A)ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5 ïðè γbF (0) = +1 . Òàêèì îáðàçîì, bF ∈ Fr B̃Ã .Èòàê, ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (27) äîêàçàíî. Âû÷èòàÿ åãî èç ìíîæåñòâà

B̃⋂
Fr BA = (Fr B̃Ã)

⊔
C , áóäåì èìåòü C = (Γ0

⋂
Fr BA)

⋃
(Γ−1

⋂
Fr BA) . Íî âòîðîåïåðåñå÷åíèå â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ïóñòî áëàãîäàðÿ âêëþ÷åíèþ Γ−1 ⊂ Int B(B \ A)(ñì. ñëåäñòâèå 6), è â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå (27).Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî C ∋ Gω → G0 ∈ Fr B̃Ã ïî íîðìå B ïðè ω → 0 (ì. (26)).Ïîýòîìó Cl B̃C

⋂
Fr B̃Ã 6= ∅ è distB(C, FrB̃Ã) = 0 . Èìååò ìåñòîÑëåäñòâèå 7. Åñëè F ∈ S̃1 è òî÷êà bF ∈ Fr B̃Ã � ïðåäåëüíàÿ äëÿ ìíîæå-ñòâà C , òî ýëåìåíò (0, b) ∈ BF ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áè�óðêàöèè òèïà Ψ è b̃(F ) =

= β̃(F ) .



80 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂÄîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Fn) �óíêöèéèç C òàêàÿ, ÷òî Fn → bF ïî íîðìå B ïðè n → ∞ . Òîãäà KFn
(0) → KbF (0) , n → ∞ ,÷òî ïî òåîðåìå 7 è ëåììå 1, ï. 2), ïðèâîäèò ê KbF (0) = 0 , îòêóäà β = β̃(F ) (ñì.�îðìóëó (9)). Êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî KbF (0) = 0 âìåñòå ñ âêëþ÷åíèåì bF ∈ Γ1 ,ñïðàâåäëèâûì â ñèëó òåîðåìû 7, îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå â òî÷êå (0, b) ∈ BF áè�óð-êàöèè òèïà Ψ . Íàêîíåö, b = b̃(F ) ñîãëàñíî ï. 3) òåîðåìû 5.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó È.Á. Áàäðèåâó çà öåííûå ñîâåòûè ïîëåçíûå äèñêóññèè ïðè ïîäãîòîâêå ñòàòüè ê ïå÷àòè.SummaryA.V. Kazantsev. Gakhov Set in the Hornih Spae under the Bloh Restrition on Pre-Shwarzians.Gakhov set ontains exatly those funtions in the Hornih spae over the unit disk whihhave the unique ritial point of the onformal radius. The position of the intersetion Aof the Gakhov set and the Bloh spae B is studied relative to the Banah struture of B .A onnetion is revealed between the topologial harateristis of the set A and the values ofthe urvature and index of the ritial points for the funtions in A . An e�etive desriptionis given for the set of points on the boundary of A with minimal pre-norm. By using theMinkowski funtional, the starlikeness of the subset of the funtions in A with the zero ritialpoint of the onformal radius is established.Keywords: hyperboli derivative, onformal (inner mapping) radius, bifurations ofritial points, Hornih spae, Bloh spae, pre-Shwarzian, Gakhov set, interior and boundaryof a set. Ëèòåðàòóðà1. Ïîëèà �., Ñåã¼ �. Çàäà÷è è òåîðåìû èç àíàëèçà. ×. 2. � Ì.: Íàóêà, 1978. � 432 ñ.2. Haegi H.R. Extremalprobleme und Ungleihungen konformer Gebietsgr�ossen //Compositio Math. � 1950. � V. 8, F. 2. � P. 81�111.3. Kazantsev A.V. On a problem of Polya and Szeg�o // Lobahevskii J. Math. � 2001. �V. 9. � P. 37�46.4. Àêñåíòüåâ Ë.À. Ñâÿçü âíåøíåé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîìîáëàñòè // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 1984. � � 2. � Ñ. 3�11.5. Àêñåíòüåâ Ë.À., Êàçàíöåâ À.Â., Êèñåëåâ À.Â. Î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíåøíåéîáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 1984. � � 10. � C. 8�18.6. Yamashita S. The Shwarzian derivative and loal maxima of the Bloh derivative //Math. Japonia. � 1992. � V. 37, No 6. � P. 1117�1128.7. Yamashita S. The Poinar�e density and the Liouville di�erential equation // Math.Japonia. � 1995. � V. 42, No 3. � P. 489�508.8. Êàçàíöåâ À.Â. �èïåðáîëè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ñ ïðåäøâàðöèàíàìè èç ïðîñòðàíñòâàÁëîõà // Òðóäû ìàòåì. öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. ìà-òåì. î-âà, 2002. � Ò. 14. � Ñ. 135�144.9. Êàçàíöåâ À.Â. Áè�óðêàöèè è íîâûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åêãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ // Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. Cåð. Ôèç.-ìàòåì. íàóêè. �2011. � Ò. 153, êí. 1. � Ñ. 180�194.10. Garnett J., Niolau A. Interpolating Blashke produts generate H

∞ // Pai� J.Math. � 1996. � V. 173, No 2. � P. 501�510.



ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ �ÀÕÎÂÀ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÕÎ�ÍÈ×À. . . 8111. Avkhadiev F.G., Wirths K.-J. The onformal radius as a funtion and its gradientimage // Israel J. Math. � 2005. � V. 145, No 1. � P. 349�374.12. Rusheweyh St., Wirths K.-J. On extreme Bloh funtions with presribed ritialpoints // Math. Z. � 1982. � Bd. 180. � S. 91�106.13. �àõîâ Ô.Ä. Îá îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. � 1952. � Ò. 86, � 4. �C. 649�652.14. Àêñåíòüåâ Ë.À., Õîõëîâ Þ.Å., Øèðîêîâà Å.À. Î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíåøíåéîáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1978. � Ò. 24. � Ñ. 319�333.15. Kazantsev A.V. Parametri families of inner mapping radii // 2nd European Congr.Math., Budapest, July 22-26, 1996, Abstrats. � Budapest: J�anos Bolyai Math. So.,1996. � P. 30.16. Àâõàäèåâ Ô.�. Ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ïî îáëàñòÿì çíà÷åíèé ëîãàðè�ìà ïðîèç-âîäíîé è óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè // Òðóäû ñåìèíàðà ïî êðàåâûì çàäà÷àì. � Êàçàíü:Êàçàí. ãîñ. óí-ò, 1992. � Âûï. 27. � Ñ. 3�21.17. Grigoryan S.A., Gumerov R.N., Kazantsev A.V. Group struture in �nite overings ofompat solenoidal groups // Lobahevskii J. Math. � 2000. � V. 6. � P. 39�46.18. Êàçàíöåâ À.Â. Áè�óðêàöèè êîðíåé óðàâíåíèÿ �àõîâà ñ ëåâíåðîâñêîé ëåâîé ÷à-ñòüþ // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 1993. � � 6. � Ñ. 69�73.19. Êàçàíöåâ À.Â. Ïðîèçâîäíûå Áëîõà ñ áëîõîâñêèìè ïðåäøâàðöèàíàìè // Òðóäû Ìà-òåì. öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. ìàòåì. î-âà, 2001. �Ò. 8. � Ñ. 117�118.20. Êàçàíöåâ À.Â. ×åòûðå ýòþäà íà òåìó Ô.Ä. �àõîâà. � Éîøêàð-Îëà: Ìàð. ãîñ. óí-ò,2012. � 64 ñ.21. Anderson J.M., Clunie J., Pommerenke Ch. On Bloh funtions and normal funtions //J. Reine Angew. Math. � 1974. � Bd. 270. � S. 12�37.22. Ýíãåëüêèíã �. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. � Ì.: Ìèð, 1986. � 752 ñ.23. Hornih H. Ein Banahraum analytisher Funktionen in Zusammenhang mit denshlihten Funktionen // Monatsh. Math. � 1969. � Bd. 73. � S. 36�45.24. Lampreht M. Starlike funtions in the Hornih spae // Comput. Meth. Funt. Theor. �2007. � V. 7, No 2. � P. 573�582.25. Gehring F.W., Pommerenke Ch. On the Nehari univalene riterion and quasiirles //Comment. Math. Helv. � 1984. � V. 59. � P. 226�242.26. Àêñåíòüåâ Ë.À., Êàçàíöåâ À.Â. Íîâîå ñâîéñòâî êëàññà Íåõàðè è åãî ïðèìåíåíèå //Òðóäû ñåìèíàðà ïî êðàåâûì çàäà÷àì. � Êàçàíü: Êàçàí. ãîñ. óí-ò, 1990. � Âûï. 25. �Ñ. 33�51.27. Nehari Z. The Shwarzian derivative and shliht funtions // Bull. Amer. Math. So. �1949. � V. 55, No 6. � P. 545�551.28. Êèíäåð Ì.È. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Ô.Ä. �àõîâà â ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíûõ îáëà-ñòåé // Òðóäû ñåìèíàðà ïî êðàåâûì çàäà÷àì. � Êàçàíü: Êàçàí. ãîñ. óí-ò, 1985. �Âûï. 22. � Ñ. 104�116.29. Êèñåëåâ À.Â., Íàñûðîâ Ñ.�. Î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà êîðíåé óðàâíåíèÿ Ô.Ä. �àõîâàäëÿ îäíîñâÿçíîé è ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòåé // Òðóäû ñåìèíàðà ïî êðàåâûì çàäà÷àì. �Êàçàíü: Êàçàí. ãîñ. óí-ò, 1990. � Âûï. 24. � Ñ. 105�115.30. Àëåêñàíäðÿí �.À., Ìèðçàõàíÿí Ý.À. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. � Ì.: Âûñø. øê., 1979. �336 ñ.



82 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂ31. �èä Ì., Ñàéìîí �. Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ò. 1. � Ì.: Ìèð,1977. � 359 ñ.32. �Sveova H. Zoben�en�� v�et o ko�reneh analytik�yh funk�� // �Cas. Pro P�est. Mat. � 1960. �Sv. 85, �C. 4. � Ñ. 418�438.33. Êàçàíöåâ À.Â. Îá îäíîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ ýêñòðåìóìîì âíóòðåííåãî ðàäèóñà //Òðóäû ñåìèíàðà ïî êðàåâûì çàäà÷àì. � Êàçàíü: Êàçàí. ãîñ. óí-ò, 1992. � Âûï. 27. �Ñ. 47�62. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ06.06.12Êàçàíöåâ Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ � êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòêà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) �åäåðàëüíûé óíèâåð-ñèòåò, ã. Êàçàíü, �îññèÿ.E-mail: kazandrey0363�rambler.ru


