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Аннотация

Исследован вопрос интерполяции функции одной переменной с большими градиен-
тами в экспоненциальном пограничном слое. Интерполируемая функция соответствует
решению краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения второго по-
рядка с малым параметром ε при старшей производной. Проблема состоит в том, что
применение к такой функции полиномиальных интерполяционных формул в случае рав-
номерной сетки может приводить к неприемлемым погрешностям. Оценена погрешность
формулы линейной интерполяции на сетке Бахвалова, сгущающейся в пограничном слое.
Получена оценка погрешности второго порядка точности по числу узлов сетки, равно-
мерная по параметру ε. Исследована классическая разностная формула для вычисления
производной, использующая значение функции в двух узлах сетки Бахвалова. Получена
оценка относительной погрешности, равномерная по параметру ε. Представлены резуль-
таты численных экспериментов.

Ключевые слова: функция одной переменной, пограничный слой, сетка Бахвалова,
кусочно-линейная интерполяция, численное дифференцирование, ε -равномерная оценка
погрешности

Введение

Вопрос интерполяции функций с большими градиентами в пограничном слое
представляет несомненный интерес, так как применение полиномиальных интер-
поляционных формул на равномерной сетке может приводить к существенным по-
грешностям, это известно, например, из работ [1, 2]. При численном решении сингу-
лярно возмущенных задач для достижения сходимости разностных схем, равномер-
ной по малому параметру, широко применяется подход, основанный на сгущении
сетки в области пограничного слоя. Хорошо известны сетки Н.С. Бахвалова [3] и
Г.И. Шишкина [4]. Представляет интерес анализ погрешности интерполяционных
формул и формул численного дифференцирования на этих сетках. Полиномиаль-
ные интерполяционные формулы и формулы численного дифференцирования на
сетке Г.И. Шишкина исследовались в [5, 6], где получены оценки погрешностей,
равномерные по малому параметру.

В настоящей работе мы оцениваем погрешность формулы кусочно-линейной
интерполяции и полученной на ее основе разностной формулы для производной на
сетке Бахвалова.

Итак, предполагаем, что для функции u(x) справедлива декомпозиция

u(x) = p(x) + Φ(x), x ∈ [0, 1], (1)

497



498 И.А. БЛАТОВ, Н.А. ЗАДОРИН

где

|p(j)(x)| ≤ C1, |Φ(j)(x)| ≤ C1

εj
e−αx/ε, j = 0, 1, 2, (2)

где функции p(x) и Φ(x) в явном виде не заданы, α > 0, ε > 0. Коэффициент α
отделен от нуля, параметр ε может быть близок к нулю. В силу (2) регулярная
составляющая p(x) имеет производные, ограниченные до второго порядка, а произ-
водные сингулярной составляющей Φ(x) не ограничены равномерно по параметру
ε ∈ (0, 1].

В соответствии с [4, 7] декомпозиция (1) с ограничениями (2) справедлива для
решения сингулярно возмущенной краевой задачи

εu′′(x) + a1(x)u′(x)− a2(x)u(x) = f(x), u(0) = A, u(1) = B, (3)

где a1(x) ≥ α > 0, a2(x) ≥ 0, ε > 0, функции a1(x), a2(x), f(x) – достаточно глад-
кие. При малых значениях ε решение задачи (3) имеет область больших градиентов
у границы x = 0, чему соответствует представление (1).

Как показано в [2], применение многочлена Лагранжа на равномерной сетке
для интерполяции функций вида (1) может приводить к погрешностям порядка
O(1). В [8] на равномерной сетке построены и исследованы интерполяционные
формулы с двумя и тремя узлами, точные на известной с точностью до множи-
теля сингулярной составляющей. В [9] построена формула с произвольно заданным
числом узлов интерполяции, точная на сингулярной составляющей. Погрешность
формулы из [9] оценивалась в [10]. В [5] оценена погрешность интерполяции много-
членом Лагранжа на сетке Г.И.Шишкина и получены оценки погрешности порядка
O((ln(N)/N)k) , равномерные по параметру ε, где k – число узлов интерполяции,
N – число узлов сетки.

Всюду в работе под C и Cj подразумеваем положительные постоянные, не
зависящие от параметра ε и числа узлов сетки. Одной и той же постоянной Cj

будем ограничивать различные величины, если это понятно по тексту.

1. Формула кусочно-линейной интерполяции на сетке Бахвалова

Рассмотрим неравномерную сетку с узлами {xn} интервала [0, 1]

Ωh = {xn : xn = xn−1 + hn, n = 1, 2, . . . , N, x0 = 0, xN = 1}.
Используем сетку Бахвалова [3], модифицированную в ряде работ. В [1] приведен
обзор сеток, применяемых при построении разностных схем для сингулярно возму-
щенных задач. В соответствии с [1] узлы сетки Бахвалова могут задаваться в виде
xn = g(n/N), n = 0, 1, . . . , N, где функция g(t) в области пограничного слоя [0, σ]
имеет вид

g(t) = −rε

α
ln

[
1− t

q

]
, r > 0, q >

1
2
, 0 ≤ t ≤ 1

2
, (4)

а на интервале [σ, 1] функция g(t) задается формулой

g(t) = σ + (2t− 1)(1− σ),
1
2
≤ t ≤ 1. (5)

Тогда вне области пограничного слоя сетка Ωh является равномерной. При таком
построении сетки x0 = 0, σ = xN/2, xN = 1.

Конкретизируем формулу (4), учитывая представление функции (1). Зададим

g(t) = −rε

α
ln

[
1− 2(1− ε)t

]
, 0 ≤ t ≤ 1

2
, ε ≤ e−1, (6)
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где r – целое, r ≥ 2. Ограничение r ≥ 2 потребуется ниже для оценки погрешности
формулы кусочно-линейной интерполяции.

В соответствии с (6)
σ = g(1/2) = −rε

α
ln ε. (7)

Итак, в соответствии с соотношениями (5)–(7) зададим сетку Ωh с узлами xn =
= g(n/N) при ε ≤ e−1. При таком ограничении на ε параметр σ растет с увели-
чением ε. При ε > e−1 или σ > 1/2 сетку Ωh задаем равномерной.

Пусть функция u(x) вида (1) задана в узлах сетки Ωh, un = u(xn). Зададим
формулу линейной интерполяции на произвольном сеточном интервале [xn−1, xn]
в виде

L2(u, x) = un−1 +
x− xn−1

hn
(un − un−1). (8)

Теорема 1. Пусть функция u(x) имеет представление (1) с ограниче-
ниями (2). Тогда для заданной сетки Ωh и некоторой постоянной C справедлива
оценка погрешности:

|u(x)− L2(u, x)| ≤ C

N2
, x ∈ [0, 1].

Доказательство. Остановимся на случае ε ≤ e−1. Сначала покажем, что при
всех n для некоторой постоянной C2 справедлива оценка

hn ≤ C2

N
. (9)

Если n > N/2, то неравенство (9) верно, так как сетка на интервале [σ, 1] равно-
мерна.

Рассмотрим случай n ≤ N/2. Учитывая, что в этом случае

xn = −rε

α
ln

[
1− 2(1− ε)n/N

]
, (10)

получаем

hn =
rε

α
ln

[
1 +

2(1− ε)/N
1− 2(1− ε)n/N

]
, n = 1, 2, . . . , N/2. (11)

Несложно убедиться, что последовательность шагов hn, n = 1, 2, . . . , N/2, строго
возрастающая. Из (11) следует

hN/2 =
rε

α
ln

[
1 +

2(1− ε)
Nε

]
.

Отсюда вытекает справедливость оценки (9).
Для погрешности формулы линейной интерполяции справедливо представление

L2(u, x)− u(x) =
1
hn

xn∫

x

xn∫

xn−1

s∫

t

u′′(q) dq dt ds, x ∈ [xn−1, xn]. (12)

Учитывая представление (1), оценим погрешность интерполяции на функциях p(x)
и Φ(x).

Учитывая (2), (9), (12), для некоторой постоянной C получим

|p(x)− L2(p, x)| ≤ C

N2
, x ∈ [xn−1, xn], n = 1, 2, . . . , N. (13)
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Теперь оценим погрешность интерполяции на функции Φ(x).
Остановимся на случае n ≤ N/2. Учитывая оценки (2), из (12) имеем

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ hn

xn∫

xn−1

C1

ε2
e−αx/ε dx.

Следовательно,

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ C1

αε
hn

[
e−αxn−1/ε − e−αxn/ε

]
. (14)

В силу (10) из (14) получаем

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ C1hn

αε

[
br
n − ar

n

]
, (15)

где

an = 1− Kn

N
, bn = an +

K

N
, K = 2(1− ε), 0 ≤ an ≤ 1, 0 ≤ bn ≤ 1. (16)

Очевидно, что

br
n − ar

n = br
n(1− αr

n), αn =
an

bn
, 1− αr

n = (1− αn)(1 + αn + · · ·+ αr−1
n ).

Теперь из (15) вытекает, что

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ C1hn

αε
bn(bn − an)r. (17)

Согласно (11), (16) из (17) имеем

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ C1Kr2

α2N

(
1− K(n− 1)

N

)
ln

[
1 +

K

N −Kn

]
. (18)

Рассмотрим случай n < N/2. Обозначим P = N −Kn. Тогда

P ≥ N − 2(1− ε)(N/2− 1) > K ≥ 2(1− e−1).

Оценка (18) при этом принимает вид

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ C1Kr2

α2N2
(P + K) ln

(
1 +

K

P

)
. (19)

Из оценки (19) следует, что для некоторой постоянной C0

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ C0

N2
, x ∈ [xn−1, xn], n <

N

2
. (20)

Остановимся на случае n = N/2. Тогда в силу (18)

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ C1Kr2

α2N2
(Nε + K) ln

(
1 +

K

Nε

)
. (21)

Из (21) при ε ≥ 1/N для некоторой постоянной C имеем

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ C

N2
, x ∈ [xN/2−1, xN/2], ε ≥ 1/N. (22)



ИНТЕРПОЛЯЦИЯ НА СЕТКЕ БАХВАЛОВА 501

Остановимся на случае ε < 1/N. В соответствии с (2) |Φ(x)| ≤ C1e
−αx/ε. Учи-

тывая (10), получаем

e−αxN/2−1/ε =
(
ε +

K

N

)r

, e−αxN/2/ε = εr.

Поскольку ε < 1/N, r ≥ 2, то

e−αx/ε ≤ C

N2
, x ∈ [xN/2−1, xN/2].

Следовательно, для некоторой постоянной C2

|L2(Φ, x)− Φ(x)| ≤ |L2(Φ, x)|+ |Φ(x)| ≤ C2

N2
, x ∈ [xN/2−1, xN/2], ε < 1/N. (23)

Остается рассмотреть случай n > N/2. В соответствием с (2), (7) при x ≥ σ
справедливо неравенство |Φ′′(x)| ≤ C1. Поэтому для функции Φ(x) выполняется
оценка погрешности

|Φ(x)− L2(Φ, x)| ≤ C

N2
, x ∈ [xn−1, xn], n >

N

2
. (24)

Используя оценки (13), (20), (22)–(24), в случае ε < e−1 получаем утверждение
теоремы.

Если ε ≥ e−1 или σ > 1/2 , то производные функции Φ(x) являются равно-
мерно ограниченными, поэтому на каждом сеточном интервале справедлива оценка
погрешности, соответствующая утверждению теоремы.

Теорема доказана.

2. Погрешность при вычислении производной

Для вычисления производной функции вида (1) рассмотрим формулу

u′(x) ≈ L′2(u, x) =
un − un−1

hn
, x ∈ [xn−1, xn]. (25)

Рассмотрим сначала случай равномерной сетки с шагом h. Пусть u(x) = e−x/ε.
Тогда при ε = h

ε
∣∣∣u(h)− u(0)

h
− u′(0)

∣∣∣ = e−1.

Таким образом, для равномерной сетки относительная погрешность формулы (25)
не является ε-равномерной, при ε = h погрешность является величиной по-
рядка O(1).

В случае сетки Шишкина в [6] получена ε-равномерная оценка погрешности:

ε
∣∣∣un − un−1

hn
− u′(x)

∣∣∣ ≤ C
ln N

N
, x ∈ [xn−1, xn], 1 ≤ n ≤ N. (26)

Оценим погрешность формулы (25) в случае сетки Бахвалова, применяемой
выше для линейной интерполяции.

Для погрешности формулы (25) справедлива оценка

|L′2(u, x)− u′(x)| ≤
xn∫

xn−1

|u′′(s)| ds. (27)
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Пусть n ≤ N/2. Учитывая оценки (2) и используя обозначения из теоремы 1,
из (27) получаем

ε|L′2(Φ, x)− Φ′(x)| ≤ C
[
e−αxn−1/ε − e−αxn/ε

]
= C(br

n − ar
n) ≤ Cbn(bn − an)r ≤ C3

N
.

Итак, для для некоторой постоянной C3

ε|L′2(Φ, x)− Φ′(x)| ≤ C3

N
, x ∈ [xn−1, xn], 1 ≤ n ≤ N

2
. (28)

В силу (2), (27), (28) для некоторой постоянной C имеем

ε|L′2(u, x)− u′(x)| ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn], n ≤ N

2
. (29)

Пусть теперь n > N/2. При x ≥ σ выполняется оценка |Φ′′(x)| ≤ C1 , поэтому
в соответствии с (2), (7), (27) справедлива оценка

|L′2(u, x)− u′(x)| ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn], n >

N

2
. (30)

Итак, для формулы (25) в случае сетки Бахвалова в области пограничного слоя
справедлива оценка погрешности (29), а вне области пограничного слоя справед-
лива оценка (30).

3. Результаты численных экспериментов

Проведено численное сравнение точности формулы линейной интерполяции,
применяемой на равномерной сетке, сетках Шишкина и Бахвалова.

Рассмотрим сетку Шишкина. Учитывая представление (1) для интерполируе-
мой функции u(x), зададим шаги сетки из [4] на основе соотношений:

σ = min
{1

2
,
2ε

α
ln N

}
, hn =

2σ

N
, n ≤ N

2
; hn =

2(1− σ)
N

, n >
N

2
. (31)

В соответствии с [5] в случае такой сетки для некоторой постоянной C

|u(x)− L2(u, x)| ≤ C
ln2 N

N2
, x ∈ [0, 1]. (32)

Зададим функцию вида (1)

u(x) = cos
πx

2
+ e−x/ε, x ∈ [0, 1],

при этом в (1) Φ(x) = e−x/ε. Пусть погрешность интерполяции определяет соот-
ношение

∆N,ε = max
n,j

|L2(u, x̃n,j)− u(x̃n,j)|,

где x̃n,j – узлы более мелкой сетки, образованной делением каждого интервала
[xn−1, xn] исходной сетки на 10 равных подинтервалов.

В табл. 1–3 приведена погрешность ∆N,ε формулы линейной интерполяции (8)
в зависимости от ε и N и вычисленный порядок точности MN,ε = log2[∆N,ε/∆2N,ε].
В таблицах используется принятое обозначение 10−k = e−k.

В табл. 1 приведена погрешность в случае равномерной сетки. Видно, что по-
грешность не уменьшается с уменьшением шага сетки h, если ε = h.
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Табл. 1
Погрешность и вычисленный порядок точности формулы линейной ин-
терполяции на равномерной сетке

ε N
16 32 64 128 256 512

1 7.5e−4 1.9e−4 4.7e−5 1.2e−5 2.9e−6 7.3e−7
2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

16−1 7.6e−2 2.4e−2 6.8e−3 1.8e−3 4.7e−4 1.2e−4
1.66 1.82 1.91 1.95 1.98 1.99

32−1 2.0e−1 7.7e−2 2.4e−2 6.9e−3 1.8e−3 4.7e−4
1.36 1.66 1.82 1.91 1.96 1.98

64−1 3.7e−1 2.0e−1 7.7e−2 2.4e−2 6.9e−3 1.8e−3
0.90 1.37 1.66 1.83 1.91 1.98

128−1 4.8e−1 3.7e−1 2.0e−1 7.7e−2 2.4e−2 6.9e−3
0.36 0.90 1.37 1.66 1.83 1.91

256−1 5.0e−1 4.8e−1 3.7e−1 2.0e−1 7.7e−2 2.4e−2
0.05 0.37 0.90 1.37 1.66 1.83

512−1 5.0e−1 5.0e−1 4.8e−1 3.7e−1 2.0e−1 7.7e−2
0.00 0.05 0.37 0.90 1.37 1.66

Табл. 2
Погрешность и вычисленный порядок точности формулы линейной ин-
терполяции на сетке Шишкина

ε N
16 32 64 128 256 512

1 7.5e−4 1.9e−4 4.7e−5 1.2e−5 2.9e−6 7.3e−7
2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

16−1 4.2e−2 1.9e−2 6.8e−3 1.8e−3 4.7e−4 1.2e−4
1.18 1.46 1.91 1.95 1.99 1.99

32−1 4.3e−2 1.9e−2 7.4e−3 2.7e−3 9.0e−4 2.9e−4
1.18 1.35 1.48 1.57 1.63 1.68

64−1 4.3e−2 1.9e−2 7.4e−3 2.7e−3 9.0e−4 2.9e−4
1.18 1.35 1.48 1.57 1.63 1.68

128−1 4.3e−2 1.9e−2 7.4e−3 2.7e−3 9.0e−4 2.9e−4
1.18 1.35 1.48 1.57 1.63 1.68

256−1 4.3e−2 1.9e−2 7.4e−3 2.7e−3 9.0e−4 2.9e−4
1.18 1.35 1.48 1.57 1.63 1.68

512−1 4.3e−2 1.9e−2 7.4e−3 2.7e−3 9.0e−4 2.9e−4
1.18 1.35 1.48 1.57 1.63 1.68

TN 1.36 1.47 1.56 1.62 1.66 1.70

В табл. 2 приведена погрешность для сетки Шишкина (31). Последняя строка
содержит порядок точности TN = log2

[
4 ln2(N)/ ln2(2N)

]
, соответствующий

оценке погрешности (32). Результаты экспериментов согласуются с оценкой по-
грешности.

В табл. 3 приведена погрешность для сетки Бахвалова, определенной в разд. 1.
Порядок точности близок к двум, что соответствует теореме 1.

Остановимся на погрешности вычисления производной по формуле (25), где
шаг hn зависит от задаваемой сетки.

В табл. 4–6 по аналогии с табл. 1–3 приведены погрешность ∆N,ε и вычислен-
ный порядок точности MN,ε в случаях равномерной сетки, сеткиШишкина и сетки
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Табл. 3
Погрешность и вычисленный порядок точности формулы линейной ин-
терполяции на сетке Бахвалова

ε N
16 32 64 128 256 512

1 7.5e−4 1.9e−4 4.7e−5 1.2e−5 2.9e−6 7.3e−7
2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

16−1 5.4e−3 1.5e−3 4.0e−4 1.1e−4 2.9e−5 7.3e−6
1.84 1.92 1.87 1.93 1.97 1.99

32−1 5.8e−3 1.6e−3 4.3e−4 1.2e−4 3.5e−5 9.1e−6
1.84 1.92 1.80 1.84 1.93 1.97

64−1 6.0e−3 1.7e−3 4.5e−4 1.1e−4 3.4e−5 9.5e−6
1.84 1.92 1.96 1.76 1.83 1.92

128−1 6.1e−3 1.7e−3 4.5e−4 1.2e−4 3.0e−5 8.8e−6
1.84 1.91 1.96 1.98 1.75 1.83

256−1 6.1e−3 1.7e−3 4.6e−4 1.2e−4 3.0e−5 7.5e−6
1.84 1.91 1.96 1.98 1.99 1.76

512−1 6.2e−3 1.7e−3 4.6e−4 1.2e−4 3.0e−5 7.5e−6
1.84 1.91 1.96 1.98 1.99 1.99

Табл. 4
Погрешность и порядок точности при вычислении производной на рав-
номерной сетке

ε N
16 32 64 128 256 512

1 3.8e−2 1.9e−2 9.6e−3 4.8e−3 2.4e−3 1.2e−3
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

16−1 2.7e−1 1.6e−1 9.0e−2 4.7e−2 2.4e−2 1.2e−2
0.73 0.86 0.93 0.96 0.98 0.99

32−1 3.8e−1 2.7e−1 1.6e−1 9.0e−2 4.7e−2 2.4e−2
0.50 0.73 0.86 0.93 0.96 0.98

64−1 4.2e−1 3.9e−1 2.7e−1 1.6e−1 9.0e−2 4.8e−2
0.14 0.50 0.73 0.86 0.93 0.96

128−1 3.2e−1 4.2e−1 3.9e−1 2.7e−1 1.6e−1 9.0e−2
0.39 0.14 0.50 0.73 0.86 0.93

256−1 1.4e−1 3.2e−1 4.2e−1 3.9e−1 2.7e−1 1.6e−1
1.22 0.39 0.14 0.50 0.73 1.86

512−1 3.1e−2 1.4e−1 3.2e−1 4.2e−1 3.9e−1 2.7e−1
2.16 1.22 0.39 0.14 0.50 0.73

Бахвалова, где
∆N,ε = ε max

n,j

∣∣∣un − un−1

hn
− u′(x̃n,j)

∣∣∣.

Применение равномерной сетки неприемлемо для достаточно малых значений ε.
В случае сетки Шишкина результаты вычислений согласуются с оценкой (26).

В случае сетки Бахвалова при всех n подтверждается оценка погрешности (29).

Заключение

Исследован вопрос интерполяции функции одной переменной на сетке Бахва-
лова при наличии пограничного слоя Получены оценки погрешности формулы
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Табл. 5
Погрешность и порядок точности при вычислении производной на сет-
ке Шишкина

ε N
16 32 64 128 256 512

1 3.8e−2 1.9e−2 9.6e−3 4.8e−3 2.4e−3 1.2e−3
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

16−1 2.1e−1 1.4e−1 9.0e−2 4.7e−2 2.4e−2 1.2e−2
0.53 0.69 0.93 0.96 0.98 0.99

32−1 2.1e−1 1.5e−1 9.3e−2 5.7e−2 3.3e−2 1.9e−2
0.54 0.64 0.72 0.77 0.81 0.84

64−1 2.1e−1 1.5e−1 9.4e−2 5.7e−2 3.3e−2 1.9e−2
0.54 0.64 0.72 0.77 0.81 0.84

128−1 2.1e−1 1.5e−1 9.4e−2 5.7e−2 3.3e−2 1.9e−2
0.54 0.64 0.72 0.77 0.81 0.84

Табл. 6
Погрешность и порядок точности при вычислении производной на сет-
ке Бахвалова

ε N
16 32 64 128 256 512

1 3.8e−2 1.9e−2 9.6e−3 4.8e−3 2.4e−3 1.2e−3
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

16−1 8.0e−2 4.3e−2 2.2e−2 1.1e−2 5.7e−3 2.9e−3
0.90 0.95 0.97 0.99 0.99 1.00

32−1 8.3e−2 4.5e−2 2.3e−2 1.2e−2 6.0e−3 3.0e−3
0.90 0.95 0.97 0.99 0.99 1.00

64−1 8.5e−2 4.5e−2 2.4e−2 1.2e−2 6.1e−3 3.1e−3
0.89 0.94 0.97 0.99 0.99 1.00

128−1 8.5e−2 4.6e−2 2.4e−2 1.2e−2 6.1e−3 3.1e−3
0.89 0.94 0.97 0.99 0.99 1.00

256−1 8.5e−2 4.6e−2 2.4e−2 1.2e−2 6.2e−3 3.1e−3
0.89 0.94 0.97 0.99 0.99 1.00

кусочно-линейной интерполяции и соответствующей формулы численного диффе-
ренцирования, равномерные по малому параметру. Приведены результаты вычис-
лительных экспериментов, согласующиеся с полученными оценками погрешности.
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Abstract

Interpolation of the function of one variable with large gradients in the region of the ex-
ponential boundary layer was studied. The interpolated function corresponds to solution of a
boundary value problem for an ordinary differential equation of the second order with the small
parameter ε before the highest derivative. Applying classical polynomial interpolation formu-
las on a uniform mesh to this function can lead to unacceptable errors. In the paper, the error
of the piecewise linear interpolation formula on the Bakhvalov mesh condensing in the region
of the boundary layer was estimated. The Bakhvalov mesh is used in a number of works
when constructing difference schemes for singularly perturbed problems; therefore, estimating
the error of interpolation formulas on this mesh is of interest. An error estimate of the order
of O(1/N2) was obtained uniformly with respect to the parameter ε, where N is the number
of mesh nodes. The problem of computing the derivative of the function with large gradients
given in the nodes of the Bakhvalov mesh was investigated. The classical difference formula
with two nodes was considered obtained by differentiating the linear interpolant studied above.
An estimate of the relative error of the order of O(1/N), uniform in the parameter ε, was
obtained. The results of the numerical experiments consistent with the obtained error esti-
mates were presented. Numerical comparison of the errors obtained during the interpolation
and numerical differentiation on the Bakhvalov mesh with errors on the Shishkin mesh and on
the uniform mesh was carried out.

Keywords: function of one variable, boundary layer, Bakhvalov mesh, piecewise linear
interpolation, numerical differentiation, ε -uniform error estimation
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