
Республиканская олимпиада школьников «Путь к Олимпу» по математике
Заключительный этап, 21 января 2020 г.

8 класс8 класс

1. Карлсон, Малыш и Фрёкен Бок едят конфеты. Пока Фрёкен Бок съедает 3 конфеты,
Малыш успевает съесть 5 конфет. Пока Малыш съедает 3 конфеты, Карлсон уплетает 5
конфет. Малыш и Фрёкен Бок посчитали, что вместе они съели 120 конфет. Сколько
конфет съел Карлсон?

2. Найдите наибольшее трёхзначное число, которое без остатка делится на 4, 5, 6 и
не делится на 7, 8 и 9.

3. На доске 2 × 15 расставлены фишки так, что если в какой-то клетке фишки нет,
то фишка есть хотя бы в одной соседней с ней по стороне клетке. Какое наименьшее
количество фишек может быть на доске?

4. Дан набор попарно различных целых чисел. Каждое из чисел набора является
суммой каких-то двух других чисел, входящих в этот набор. а) Может ли такой набор
состоять из 5 чисел? б ) Каково наименьшее возможное количество чисел в таком наборе?

5. В треугольнике ABC на стороне AB выбраны точки K и L так, что AK = BL, а
на стороне BC — точки M и N так, что BM = CN . Докажите, что KN + LM > AC. В
каком случае KN + LM = AC?
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Республиканская олимпиада школьников «Путь к Олимпу» по математике
Заключительный этап, 21 января 2020 г.

9 класс9 класс

1. Найдите наибольшее четырёхзначное число, которое без остатка делится на 4, 5, 6
и не делится на 7, 8 и 9.

2. Один раджа имел n сыновей и оставил им в наследство 100 бриллиантов. Завещание
гласило, что первый сын получит 1

n
часть всего наследства, второй — 1

n
часть оставшегося

наследства и ещё один бриллиант, третий — 1
n
часть оставшегося после этого наследства и

ещё два бриллианта, четвертый — 1
n
часть оставшегося и ещё три бриллианта и так далее.

Сколько было сыновей у раджи, если в результате все сыновья получили поровну?
3. Два игрока вставляют в запись . . .x+ . . . = . . .x+ . . . вместо пропусков по одно-

му из данных различных чисел a, b, c, d (в любом порядке, но без повторений). Когда все
пропуски заполнятся, решают полученное уравнение. Если его корень — положительное
число, выигрывает первый, иначе — второй. Кто выигрывает при правильной игре?

4. Пусть x и y — различные положительные числа. Какая из дробей больше:

2

x+ y
или

x2 + y2

x3 + y3
?

5. В треугольнике ABC на стороне AB выбраны точки K и L так, что AK = BL, а
на стороне BC — точки M и N так, что BM = CN . Докажите, что KM + LN > AC. В
каком случае KM + LN = AC?
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5. В треугольнике ABC на стороне AB выбраны точки K и L так, что AK = BL, а
на стороне BC — точки M и N так, что BM = CN . Докажите, что KM + LN > AC. В
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Заключительный этап, 21 января 2020 г.

10 класс10 класс

1. а) Существует ли натуральное число n такое, что у n и n+2019 одинаковая сумма
цифр? б) Тот же вопрос про числа n и n+ 2025?

2. Пусть x и y — различные положительные числа. Какая из дробей больше:

x+ y

x2 + y2
или

x3 + y3

x4 + y4
?

3. На доске записаны натуральные числа от 1 до n. Паша выбирает два числа и
находит их произведение, а Саша вычисляет сумму оставшихся (n − 2) чисел. Могут ли
результаты мальчиков совпасть, если а) n = 10? б ) n = 15?

4. Неравнобедренный треугольник ABC вписан в окружность. Высота BH вторично
пересекает эту окружность в точке F . Из точки F провели перпендикуляр к прямой BC
до пересечения с прямой AC в точке D. Найдите отношение AH : HD.

5. Сумма неотрицательных чисел a, b, c, d равна 1. Найдите наибольшее возможное
значение выражения s = ab+ bc+ cd+ da.
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цифр? б) Тот же вопрос про числа n и n+ 2025?

2. Пусть x и y — различные положительные числа. Какая из дробей больше:
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1. а) Существует ли натуральное число n такое, что у n и n+2020 одинаковая сумма
цифр? б) Тот же вопрос про числа n и n+ 2025?

2. Один из корней уравнения x2 + px + q = 0 равен 1 +
√
2020. Найдите числа p и q,

если известно, что они рациональны.
3. Пусть x и y — положительные числа. Какая из дробей больше:

x3 + y3

x4 + y4
или

x5 + y5

x6 + y6
?

4. Неравнобедренный треугольник ABC вписан в окружность. Высота BH вторично
пересекает эту окружность в точке F . Из точки F провели перпендикуляр к прямой BC
до пересечения с прямой AC в точке D. Найдите отношение AB : BD.

5. Произведение положительных чисел a, b и c равно 1. Известно, что
1

a
+

1

b
+

1

c
>

> a+ b+ c. Докажите, что
1

a2
+

1

b2
+

1

c2
> a2 + b2 + c2.
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Решения задач

8 класс8 класс

1. Карлсон, Малыш и Фрёкен Бок едят конфеты. Пока Фрёкен Бок съедает 3 конфеты,
Малыш успевает съесть 5 конфет. Пока Малыш съедает 3 конфеты, Карлсон уплетает 5
конфет. Малыш и Фрёкен Бок посчитали, что вместе они съели 120 конфет. Сколько
конфет съел Карлсон? (Фольклор.)

Ответ: 125 конфет.
Пока Фрёкен Бок ест 3 · 3 = 9 конфет, Малыш успеет съесть 5 · 3 = 15 конфет, а

Карлсон — 5 · 5 = 25 конфет. Таким образом, Фрёкен Бок и Малыш вместе за это время
съедают 9 + 15 = 24 конфеты. А когда они съедят в 5 раз больше, то есть 24 · 5 = 120
конфет, Карлсон съест тоже в 5 раз больше, то есть 25 · 5 = 125 конфет.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Правильное решение — 7 баллов.
2. Найдите наибольшее трёхзначное число, которое без остатка делится на 4, 5, 6 и

не делится на 7, 8 и 9. (Киндер М.)

Ответ: 780.
Так как искомое число делится на 4, 5 и 6, оно делится и на их наименьшее общее

кратное, равное 60. Запишем в порядке убывания несколько трёхзначных чисел, кратных
60: 960, 900, 840, 780, . . . . Первые три числа 960, 900, 840 делятся на 8, 9, 7 соответственно,
и значит, не удовлетворяют условию. Четвёртое по величине число 780 не делится ни на
одно из чисел 7, 8, 9. Оно и будет наибольшим трёхзначным числом.

Критерии. Правильный ответ — 3 балла. Оценка — 3 балла.
3. На доске 2 × 15 расставлены фишки так, что если в какой-то клетке фишки нет,

то фишка есть хотя бы в одной соседней с ней по стороне клетке. Какое наименьшее
количество фишек может быть на доске? (Фольклор.)

Ответ: 8 фишек.
Разобьем доску как показано на рисунке 1 на 8 фигурок, в каждой фигурке есть

хотя бы одна фишка, иначе у центральной клетки в фигуре не будет соседней клетки с
фишкой. Значит, фишек на доске хотя бы 8. Приведем пример для восьми фишек, для
этого поставим в каждую из центральных клеток по одной фишке.

Рис. 1

Критерии. Правильный пример — 3 балла. Оценка — 4 балла.
4. Дан набор попарно различных целых чисел. Каждое из чисел набора является

суммой каких-то двух других чисел, входящих в этот набор. а) Может ли такой набор
состоять из 5 чисел? б ) Каково наименьшее возможное количество чисел в таком наборе?

(Рубанов И., вариация задачи)

Ответ: а) не может; б) 6 чисел.
а) Пусть M — наибольшее число набора. Если оно отрицательно или равно 0, то

остальные числа в наборе отрицательны, и сумма любых двух из них меньшеM , противо-



Решения задач

речие. Значит, наибольшее числоM набора положительно. Очевидно, числа x и y, которые
в сумме дают M , тоже положительны, так что в наборе не менее трёх положительных чи-
сел. Аналогично, рассматривая наименьшее число m набора, доказывается, что в нём не
менее трёх отрицательных чисел. Таким образом, в наборе не меньше шести чисел.

б ) В пункте а) доказано, что в наборе не менее шести чисел. Приведём набор ровно
из шести чисел, удовлетворяющий условию: −3, −2, −1, 1, 2, 3.

Критерии. Баллы за правильное решение пунктов а) и б ) — 5 и 2 соответственно.
5. В треугольнике ABC на стороне AB выбраны точки K и L так, что AK = BL, а

на стороне BC — точки M и N так, что BM = CN . Докажите, что KN + LM > AC. В
каком случае KN + LM = AC? (Богданов И., вариация задачи)

Ответ: в случае KN ‖ AC, при этом также LM ‖ AC.
Первое решение. Рассмотрим для определенности конфигурацию, изображенную

на рис. 2. Пусть точка X такова, что AKNX — параллелограмм. Тогда отрезок NX па-
раллелен и равен AK, а значит, и BL. Отсюда следует, что углы LBM и XNC равны, и
поэтому треугольники LBM и XNC равны по двум сторонам и углу между ними. Отсюда
LM = XC, и значит, KN + LM = AX +XC > AC.

Знак равенства будет в случае, когда точка X лежит на стороне AC, то есть при
условии KN ‖ AC.

Рис. 2 Рис. 3

Второе решение. Рассмотрим конфигурацию, изображенную на рис. 3. Тогда
−→
AC =

−−→
BC −

−→
BA, (1)

−−→
KN =

−−→
BN −

−−→
BK, (2)

−−→
LM =

−−→
BM −

−→
BL. (3)

Поскольку
−−→
BM =

−−→
NC, а

−→
BL =

−−→
KA, то, сложив равенства (2) и (3), получим:

−−→
KN +

−−→
LM = (

−−→
BN +

−−→
BM)− (

−−→
BK +

−→
BL) =

−−→
BC −

−→
BA =

−→
AC.

Следовательно, |
−→
AC | = |

−−→
KN+

−−→
LM | 6 |

−−→
KN |+ |

−−→
LM |. Знак равенства только при условии

KN ‖ LM , а тогда и AC ‖ KN . Заметим, что в приведённом решении не существенно,
как расположены точки K, L, M и N .

Критерии. Доказано неравенство — 6 баллов. Правильно указано, что знак равенства
при условии KN ‖ AC, — 1 балл.
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9 класс9 класс

1. Найдите наибольшее четырёхзначное число, которое без остатка делится на 4, 5, 6
и не делится на 7, 8 и 9. (Киндер М.)

Ответ: 9780.
Так как искомое число делится на 4, 5 и 6, оно делится и на их наименьшее общее

кратное, равное 60. Запишем в порядке убывания несколько четырёхзначных чисел, крат-
ных 60: 9960, 9900, 9840, 9780, . . . . Первые три числа 9960, 9900, 9840 делятся на 8, 9, 8
соответственно, и значит, не удовлетворяют условию. Четвёртое по величине число 9780
не делится ни на одно из чисел 7, 8, 9. Оно и будет наибольшим четырёхзначным числом.

Критерии. Правильный ответ — 3 балла. Оценка числа — 3 балла.
2. Один раджа имел n сыновей и оставил им в наследство 100 бриллиантов. Завещание

гласило, что первый сын получит 1
n
часть всего наследства, второй — 1

n
часть оставшегося

наследства и ещё один бриллиант, третий — 1
n
часть оставшегося после этого наследства

и ещё два бриллианта, четвертый — 1
n
часть оставшегося и ещё три бриллианта и так

далее. Сколько было сыновей у раджи, если в результате все сыновья получили поровну?
(Фольклор.)

Ответ: 10 сыновей.
Первый сын получит

100

n
бриллиантов, а второй

(
100− 100

n

)
· 1
n
+1 =

100

n
− 100

n2
+1.

Эти величины равны, поэтому
100

n
=

100

n
− 100

n2
+ 1. Отсюда n2 = 100, и значит, n = 10.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Правильное решение — 7 баллов.
3. Два игрока вставляют в запись . . .x + . . . = . . .x + . . . вместо пропусков по

одному из данных различных чисел a, b, c, d (в любом порядке, но без повторений). Когда
все пропуски заполнятся, решают полученное уравнение. Если его корень — положитель-
ное число, выигрывает первый, иначе — второй. Кто выигрывает при правильной игре?

(Шорин В.)

Ответ: выигрывает второй.
Можно считать, что a < b < c < d. Разобьём числа на пары {a, b} и {c, d}. После

хода первого игрока второй ставит второе число той же пары в ту же (левую или правую)
сторону уравнения. В результате коэффициенты с одной стороны (скажем, с левой) будут
меньше, чем с другой. Поэтому при любом x левая часть будет строго меньше, чем правая,
так что ни одно положительное число не будет корнем уравнения.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Правильное решение — 7 баллов.
4. Пусть x и y — различные положительные числа. Какая из дробей больше:

2

x+ y
или

x2 + y2

x3 + y3
? (Киндер М.)

Ответ: первая дробь больше.
Составим разность между дробями:

2

x+ y
− x2 + y2

x3 + y3
=
x3 + y3 − x2y − xy2

(x+ y)(x3 + y3)
.
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Числитель полученной разности раскладывается на множители: x2(x − y) − y2(x − y) =
= (x2− y2)(x− y) = (x+ y)(x− y)2. Поскольку x 6= y, числитель положительный, и значит,
первая дробь больше.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Приведено решение с разбором всех случаев
x 6 y и y 6 x — 7 баллов. Разобран только один из этих случаев — 5 баллов.

5. В треугольнике ABC на стороне AB выбраны точки K и L так, что AK = BL, а
на стороне BC — точки M и N так, что BM = CN . Докажите, что KM + LN > AC. В
каком случае KM + LN = AC? (вариация задачи Богданова И.)

Ответ: в случае KM ‖ AC, при этом также LN ‖ AC.
Первое решение. Рассмотрим для определенности конфигурацию, изображенную

на рис. 1. Пусть точка X такова, что AKMX — параллелограмм. Тогда отрезок MX
параллелен и равен AK, а значит, и BL. Отсюда следует, что углы LBN и XMC равны, и
поэтому треугольники LBN и XMC равны по двум сторонам и углу между ними. Отсюда
LN = XC, и значит, KM + LN = AX +XC > AC.

Знак равенства будет в случае, когда точка X лежит на стороне AC, то есть при
условии KM ‖ AC.

Рис. 1 Рис. 2

Второе решение. Рассмотрим конфигурацию, изображенную на рис. 2. Тогда

−→
AC =

−−→
BC −

−→
BA, (4)

−−→
KM =

−−→
BM −

−−→
BK, (5)

−→
LN =

−−→
BN −

−→
BL. (6)

Поскольку
−−→
BM =

−−→
NC, а

−→
BL =

−−→
KA, то, сложив равенства (5) и (6), получим:

−−→
KM +

−→
LN = (

−−→
BM +

−−→
BN)− (

−−→
BK +

−→
BL) =

−−→
BC −

−→
BA =

−→
AC.

Следовательно, |
−→
AC | = |

−−→
KM+

−→
LN | 6 |

−−→
KM |+ |

−→
LN |. Знак равенства только при условии

KM ‖ LN , а тогда и AC ‖ KM . Заметим, что в приведённом решении не существенно,
как расположены точки K, L, M и N .

Критерии. Доказано неравенство — 6 баллов. Правильно указано, что знак равенства
при условии KM ‖ AC, — 1 балл.



Решения задач

10 класс10 класс

1. а) Существует ли натуральное число n такое, что у n и n+2019 одинаковая сумма
цифр? б) Тот же вопрос про числа n и n+ 2025? (Фольклор.)

Ответ: а) не существует; б) существует; например, n = 5.
а) По признаку делимости число n и сумма его цифр S(n) при делении на 9 имеют

равные остатки. Другими словами, числа A = n − S(n) и B = (n + 2019) − S(n + 2019)
делятся на 9. По условию S(n) = S(n+2019), поэтому разность A−B равна 2019 и должна
делиться на 9, как разность чисел, кратных 9. Но 2019 не делится на 9, противоречие.

б) Подходит, например, n = 5. Тогда суммы цифр чисел n и n+ 2025 равны 5.
Критерии. Только ответ в пунктах а) и б ) — 0 баллов. Пример в пункте б ) — 2 балла.
Рассуждение «по признаку делимости на 9 разность (n + 2019) − n = 2019 должна

делиться на 9, противоречие» можно считать полным решением.
2. Пусть x и y — различные положительные числа. Какая из дробей больше:

x+ y

x2 + y2
или

x3 + y3

x4 + y4
? (Киндер М.)

Ответ: первая дробь больше.
Составим разность между дробями:

x+ y

x2 + y2
− x3 + y3

x4 + y4
=
x4y + xy4 − x3y2 − x2y3

(x2 + y2)(x4 + y4)
.

Числитель полученной разности раскладывается на множители: x3y(x− y)− xy3(x− y) =
= xy(x2 − y2)(x − y) = xy(x + y)(x − y)2. Поскольку x 6= y, числитель положительный, и
значит, первая дробь больше.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Приведено решение с разбором случаев x 6 y и
y 6 x — 7 баллов. Разобран только один из этих случаев — 6 баллов.

3. На доске записаны натуральные числа от 1 до n. Паша выбирает два числа и
находит их произведение, а Саша вычисляет сумму оставшихся (n − 2) чисел. Могут ли
результаты мальчиков совпасть, если а) n = 10? б ) n = 15? (Фольклор.)

Ответ: а) могут; б) не могут.
а) Паша берёт числа 6 и 7, и тогда сумма оставшихся восьми чисел будет равна (1 +

+ 2 + . . .+ 10)− 6− 7 = 42, то есть совпадает с произведением Пашиных чисел 6 и 7.
б) Сумма исходных чисел равна s = 1 + 2 + . . .+ 15 = 120. Пусть Паша забрал числа

a и b (a < b), и тогда, если числа мальчиков равны: s− a− b = a · b, или 120 = a+ b+ ab.
Добавив 1 к обеим частям, получим: 121 = (a+1)(b+1). Левая часть равенства делится на
121, значит, и правая кратна 121. Поскольку a < b, вариант a+1 = b+1 = 11 невозможен.
Значит, a + 1 = 1, b + 1 = 121, но числа должны быть больше 0 и меньше 15, поэтому и
этот вариант невозможен. Значит, результаты совпасть не могли.

Критерии. Правильный пример и решение в пунктах а) и б ) — 3 и 4 балла соответ-
ственно. Только ответ — 0 баллов. При потере одного случая (a + 1 = 1, b + 1 = 121 или
a+1 = b+1 = 11) — 3 балла. При решении перебором за потерю одного случая — снимать
по 1 баллу.
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4. Неравнобедренный треугольник ABC вписан в окружность. Высота BH вторично
пересекает эту окружность в точке F . Из точки F провели перпендикуляр к прямой BC
до пересечения с прямой AC в точке D. Найдите отношение AH : HD. (Киндер М.)

Ответ: 1.
(Рис. 1.) Прямые CH и FD перпендикулярны сторонам BF и BC треугольника FBC,

поэтому D — точка пересечения высот этого треугольника. По теореме о высотах прямая
BD будет также высотой треугольника FBC, то есть BD ⊥ FC. Пусть K — точка пере-
сечения FC с прямой BD.

Рис. 1 Рис. 2

Вписанные углы ∠BAC и ∠BFC опираются на одну и ту же дугу окружности, и
значит, равны. Пусть ∠BAC = ∠BFC = α. Так как FK ⊥ BK, то ∠FBK = 90◦ − α, и
значит, в прямоугольном треугольнике BHD угол BDH равен 90◦ − ∠HBD = α. Таким
образом, ∠BAD = ∠BDA = α, то есть треугольник ABD — равнобедренный. Но тогда H
— середина AD, и значит, AH : HD = 1.

Замечание. Решение не зависит от типа треугольника ABC. Для тупоугольного треугольника ABC
см. рис. 2.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Доказано, что BD ⊥ FC — 2 балла. Решение
лишь для одного типа треугольника — 7 баллов.

5. Сумма неотрицательных чисел a, b, c, d равна 1. Найдите наибольшее возможное
значение выражения s = ab+ bc+ cd+ da. (Фольклор.)

Ответ: 1
4
.

Сгруппируем слагаемые попарно и запишем S в виде (a + c)(b + d). Воспользуемся
неравенством о средних 2

√
xy 6 x+ y, взяв в качестве x и y неотрицательные числа a+ c

и b+ d:
2
√

(a+ c)(b+ d) 6 (a+ c) + (b+ d) ⇐⇒ 2
√
s 6 1,

то есть s 6 1
4
, и значит, наибольшее значение s равно 1

4
. Оно достигается, например, в

случае a = b = c = d = 1
4
.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Пример — 2 балла. Оценка — 5 баллов.



Решения задач

11 класс11 класс

1. а) Существует ли натуральное число n такое, что у n и n+2020 одинаковая сумма
цифр? б) Тот же вопрос про числа n и n+ 2025? (Фольклор.)

Ответ: а) не существует; б) существует; например, n = 5.
а) По признаку делимости число n и сумма его цифр S(n) при делении на 3 имеют

равные остатки. Другими словами, числа A = n − S(n) и B = (n + 2020) − S(n + 2020)
делятся на 3. По условию S(n) = S(n+2020), поэтому разность A−B равна 2020 и должна
делиться на 3, как разность чисел, кратных 3. Но 2020 не делится на 3, противоречие.

б) Подходит, например, n = 5. Тогда суммы цифр чисел n и n+ 2025 равны 5.
Критерии. Только ответ в пунктах а) и б ) — 0 баллов. Пример в пункте б ) — 2 балла.
Рассуждение «по признаку делимости на 3 разность (n + 2020) − n = 2020 должна

делиться на 3, противоречие» можно считать полным решением.
2. Один из корней уравнения x2 + px + q = 0 равен 1 +

√
2020. Найдите числа p и q,

если известно, что они рациональны. (Фольклор.)

Ответ: p = −2, q = −2019.
Подставляя в уравнение корень x = 1 +

√
2020, приходим к равенству

(2021 + p+ q) + (p+ 2)
√
2020 = 0.

Так как
√
2020 — иррациональное число, такое равенство возможно только, когда 2021 +

+ p+ q = 0 и p+ 2 = 0. Отсюда находим значения p и q.
Критерии. Только ответ — 0 баллов. Использован (без обоснования) факт, что урав-

нение имеет корень 1−
√
2020, — 3 балла.

3. Пусть x и y — различные положительные числа. Какая из дробей больше:

x3 + y3

x4 + y4
или

x5 + y5

x6 + y6
? (Киндер М.)

Ответ: первая дробь больше.
Составим разность между дробями:

x3 + y3

x4 + y4
− x5 + y5

x6 + y6
=
x6y3 + x3y6 − x5y4 − x4y5

(x4 + y4)(x6 + y6)
.

Числитель полученной разности раскладывается на множители: x5y3(x−y)−x3y5(x−y) =
= x3y3(x2 − y2)(x− y) = x3y3(x+ y)(x− y)2. Поскольку x 6= y, числитель положительный,
и значит, первая дробь больше.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Приведено решение с разбором случаев x 6 y и
y 6 x — 7 баллов. Разобран только один из этих случаев — 6 баллов.

4. Неравнобедренный треугольник ABC вписан в окружность. Высота BH вторично
пересекает эту окружность в точке F . Из точки F провели перпендикуляр к прямой BC
до пересечения с прямой AC в точке D. Найдите отношение AB : BD. (Киндер М.)

Ответ: 1.
(Рис. 1.) Прямые CH и FD перпендикулярны сторонам BF и BC треугольника FBC,

поэтому D — точка пересечения высот этого треугольника. По теореме о высотах прямая
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BD будет также высотой треугольника FBC, то есть BD ⊥ FC. Пусть K — точка пере-
сечения FC с прямой BD.

Рис. 1 Рис. 2

Вписанные углы ∠BAC и ∠BFC опираются на одну и ту же дугу окружности, и
значит, равны. Пусть ∠BAC = ∠BFC = α. Так как FK ⊥ BK, то ∠FBK = 90◦ − α, и
значит, в прямоугольном треугольнике BHD угол BDH равен 90◦ − ∠HBD = α. Таким
образом, ∠BAD = ∠BDA = α, то есть треугольник ABD — равнобедренный, и значит,
AB : BD = 1.

Замечание. Решение не зависит от типа ∆ABC. Для тупоугольного ∆ABC см. рис. 2.

Критерии. Только ответ — 0 баллов. Доказано, что BD ⊥ FC — 2 балла. Решение
лишь для одного типа треугольника — 7 баллов.

5. Произведение положительных чисел a, b и c равно 1. Известно, что
1

a
+

1

b
+

1

c
>

> a+ b+ c. Докажите, что
1

a2
+

1

b2
+

1

c2
> a2 + b2 + c2. (Злобин С.)

Первое решение. Возведём в квадрат данное неравенство и запишем полученное в
виде: 1

a2
+

1

b2
+

1

c2
− (a2 + b2 + c2) > 2(ab+ bc+ ca)−

(
2

ab
+

2

bc
+

2

ca

)
.

Поскольку abc = 1, перепишем левую часть неравенства так:

2

(
1

c
+

1

a
+

1

b
− c− a− b

)
.

Последнее выражение неотрицательно по условию, отсюда следует требуемое.
Второе решение. Исходное неравенство в силу условия abc = 1 можно переписать

в виде
bc+ ca+ ab > a+ b+ c ⇐⇒ (a− 1)(b− 1)(c− 1) 6 0.

Кроме того, числа t−1 и t2−1 имеют при 0 < t 6 1 одинаковый знак, поэтому неравенство
(a− 1)(b− 1)(c− 1) 6 0 равносильно (a2 − 1)(b2 − 1)(c2 − 1) 6 0. После раскрытия скобок:

b2c2 + c2a2 + a2b2 > a2 + b2 + c2 ⇐⇒ 1

a2
+

1

b2
+

1

c2
> a2 + b2 + c2.

Критерии. Правильная, но не аккуратная реализация идеи (например, в решении ис-
пользуется требуемое неравенство) — не более 5 баллов.


