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Аннотация
В статье рассматривается правомерность использования числа Стокса в качестве

единственного определяющего критерия подобия при представлении результатов иссле-
дования двухфазных струйных течений в критериальной форме. Методом исследования
является численное моделирование с использованием разработанной математической мо-
дели двухфазной турбулентной струи. После приведения уравнений этой модели к безраз-
мерному виду получены критерии подобия, которые нужно использовать при моделирова-
нии двухфазного турбулентного струйного течения. Одним из критериев динамического
подобия является число Стокса, которое можно представить в виде произведения числа
Рейнольдса, относительного диаметра частиц и относительной плотности фаз. Показано,
что значение числа Стокса однозначно связано с изменением параметров двухфазной
струи только при числе Стокса, меньшем 0.14–0.15. Для того чтобы двухфазные струй-
ные течения были геометрически и кинематически подобными при бо́льших значениях
числа Стокса, необходимо выдерживать равенство трех критериев подобия: числа Рей-
нольдса, относительного диаметра частиц и относительной плотности фаз. Полученные
результаты позволяют не допускать грубых ошибок при обобщении данных эксперимен-
тального и аналитического исследований двухфазных турбулентных струйных течений.
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Введение

При математическом моделировании гетерогенных течений возможны различ-
ные варианты использования критериев подобия.

Одним из таких вариантов является использование критериев подобия при раз-
работке классификаций двухфазных течений, позволяющих оценить сложность
выбираемой или разрабатываемой модели при решении конкретной задачи [1–4].

В статье [1] в качестве критерия, с помощью которого можно оценить границы
применимости различных моделей, рассматривается объемная концентрация ча-
стиц. Согласно [1], при объемной концентрации частиц, не превышающей 10−6 ,
можно не учитывать влияния частиц на параметры газовой фазы и рассчитывать
движение газа и частиц независимо друг от друга. В области концентрации частиц
10−6 – 10−3 необходимо решать совместно уравнения, описывающие движение газа
и частиц, а при объемной концентрации частиц, большей 10−3 , следует учитывать
и взаимодействие частиц при их соударениях.

В [2] даются рекомендации по выбору методов расчета двухфазных течений
в зависимости от отношения времени динамической релаксации частиц к лаг-
ранжеву временному масштабу турбулентности. Это отношение обозначается Ωu
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и является аналогом числа Стокса. В соответствии с [2] при Ωu < 1 целесообраз-
но применять метод Эйлера. При этом могут использоваться следующие модели:
односкоростные диффузионная (Ωu < 10−2 ) и диффузионно-инерционная (Ωu <
< 5 · 10−1 ), двускоростные локальная (10−2 < Ωu < 1) и нелокальная (10−2 <
< Ωu < 10). По мнению авторов [2], лагранжев траекторный метод целесообразно
применять при Ωu>1, причем при Ωu < 50 следует использовать стохастические
методы, а при Ωu > 50 – детерминированные модели, когда параметры частиц
рассчитываются без учета пульсаций газовой фазы.

В монографиях [3, 4] приводятся классификации двухфазных турбулентных
потоков в зависимости от безразмерного параметра, характеризующего инерцион-
ность частиц, – числа Стокса. При этом рассматриваются числа Стокса, определя-
емые в осредненном, крупномасштабном и мелкомасштабном пульсационных дви-
жениях. В этих классификациях наряду с числами Стокса используются числа Рей-
нольдса для осредненного и пульсационного движений. В зависимости от порядка
величин перечисленных чисел Стокса и Рейнольдса все гетерогенные турбулентные
течения делятся на пять групп: равновесные, квазиравновесные, неравновесные те-
чения, течения с крупными частицами и обтекание неподвижной «замороженной»
частицы.

Важным является то, что при разработке классификаций двухфазных течений
используются не конкретные численные значения критериев подобия, а порядки их
величин. Это замечание касается главным образом числа Стокса, которое можно
представить в виде произведения трех критериев подобия, каждый из которых
является определяющим критерием.

Вторым вариантом использования критериев подобия при моделировании двух-
фазных течений является представление результатов расчетов в виде критериаль-
ных уравнений. При этом важны численные значения критериев подобия. Двух-
фазные течения характеризуются большим количеством параметров непрерывной
и дискретной фаз (скоростями, температурами, плотностями, концентрациями,
размерами частиц и т. д.), причем фазы при движении могут обмениваться массой,
импульсом и энергией. Обезразмеривая уравнения математической модели двух-
фазного течения, можно получить большое количество критериев подобия, многие
из которых являются определяющими. Выдержать подобие по всей совокупности
критериев подобия практически не представляется возможным, поэтому исследо-
ватели выбирают ограниченное количество критериев подобия (часто один), ока-
зывающих, по их мнению, определяющее влияние на параметры течения.

В настоящей работе на примере двухфазного турбулентного струйного течения
рассматривается правомерность использования одного критерия подобия (числа
Стокса) при представлении результатов расчетов этого течения в критериальном
виде.

Число Стокса характеризует инерционность частиц и в качестве определяю-
щего критерия подобия используется в критериальных уравнениях в [5, 6]. В этих
работах приводятся результаты численного моделирования двухфазной струи, ис-
текающей из трубы. Расчет параметров газовой фазы проводится прямым числен-
ным моделированием (direct numerical simulation – DNS), расчет параметров ча-
стиц – методом Лагранжа. Результаты расчетов представляются в безразмерном
виде, для оценки инерционности частиц используются два числа Стокса Stk0 =
= ρfD2

fum0/(18µR0) и Stkm = ρfD2
fum/(18µr1/2 ) (в этих формулах используются

обозначения, принятые в настоящей статье: ρf и Df – плотность и диаметр ча-
стиц; µ – динамический коэффициент вязкости газа; um0 – скорость газа на оси
начального сечения струи радиусом R0 ; um – скорость газа на оси струи в сечении
с радиусом r1/2 , определенным по половине скорости газа). В результате расчетов
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получены в безразмерном виде зависимости изменения скорости и концентрации
частиц вдоль оси и в поперечных сечениях струи для различных чисел Стокса
Stk0 . В статьях [5, 6] также приводятся зависимости безразмерных скорости и
концентрации частиц на оси струи от числа Стокса Stkm .

В работе [7] исследуется влияние параметров частиц на характеристики двух-
фазной турбулентной изотерической струи. В ней приводится математическая мо-
дель двухфазной струи, в которой несущей фазой является газ, а дискретной
фазой – твердые или жидкие частицы, не взаимодействующие друг с другом.
Описание движения газовой и дискретной фаз проводятся в переменных Эйлера.
При выводе осредненных уравнений дискретной фазы ее мгновенные параметры
осредняются с использованием плотности вероятности распределения частиц по
координатам, скоростям и температурам частиц, а осредненные уравнения газовой
фазы получаются осреднением мгновенных уравнений по ансамблю турбулентных
реализаций. Для замыкания системы осредненных уравнений фаз используется
модель турбулентности дискретной фазы, включающая дифференциальные урав-
нения переноса рейнольдсовых напряжений. В работе [7] практически все резуль-
таты расчетов представлены в размерном виде, но в ряде случаев вместо размера
частиц в микронах используется число Стокса. При этом делается замечание, что
«. . . величина числа Стокса зависит как от размера частиц, так и от плотности
их материала. Вероятнее всего, что одинаковое число Стокса, рассчитанное для
различных размеров и плотностей частиц, приведет к различным результатам по
влиянию дисперсной фазы на параметры струи. Данный вопрос требует дополни-
тельного изучения. . . ».

Ниже приводится относительно простая математическая модель двухфазной
турбулентной струи, с помощью которой проведены расчеты, позволившие отве-
тить на вопрос, сформулированный в статье [7] относительно использования числа
Стокса при представлении результатов расчетов в критериальном виде: существует
ли однозначная связь между безразмерными зависимостями изменения параметров
фаз в двухфазной турбулентной струе и величиной числа Стокса.

1. Математическая модель двухфазной турбулентной струи

Математическая модель двухфазного турбулентного струйного течения вклю-
чает в себя осредненные по пространству и времени уравнения, описывающие дви-
жение каждой фазы в переменных Эйлера, а также выражения для моментов кор-
реляции пульсационных параметров фаз, входящих в осредненные уравнения.

В связи с тем что цель настоящей работы состоит в том, чтобы проанализиро-
вать влияние числа Стокса на изменение параметров фаз в двухфазной турбулент-
ной струе, струя считается изотермической, непрерывной фазой ее является газ,
а дисперсной фазой – монодисперсные твердые или жидкие частицы, не взаимо-
действующие друг с другом. Это позволяет не учитывать фазовые превращения,
коагуляцию и дробление частиц. Кроме того, струйное течение принимается ста-
ционарным и осесимметричным.

Вывод осредненных уравнений проводится в следующей последовательности.
В области течения выделяется произвольный элементарный макрообъем. Для каж-
дой фазы, находящейся в этом объеме, записываются микроуравнения, в данном
случае – уравнения баланса массы и количества движения. Все параметры фаз,
входящие в эти уравнения, осредняются по пространству с использованием ме-
тода осреднения Р.И. Нигматулина [8], в результате чего получаются уравнения
для мгновенных параметров фаз, осредненных по пространству (модель двух-
скоростного континуума). К этим уравнениям применяется процедура осреднения



344 Ю.В. ЗУЕВ

по времени О. Рейнольдса и проводится оценка порядка членов полученных урав-
нений с учетом особенностей струйных течений [9]. Уравнения баланса количества
движения фаз упрощаются с использованием уравнений баланса массы соответ-
ствующих фаз, в результате чего получаются уравнения, которые обычно называ-
ются уравнениями движения.

В конечном виде уравнения, описывающие течение в двухфазной стационарной
изотермической турбулентной осесимметричной струе в цилиндрической системе
координат, записываются следующим образом:

1) уравнение баланса массы газовой фазы

∂

∂x
ραu +

1
r

∂

∂r
r(vρα + ρ〈α′v′〉) = 0; (1)

2) уравнение баланса массы частиц

∂

∂x
ρfαfuf +

1
r

∂

∂r
r(vfρfαf + ρf 〈α′fv′f 〉) = 0; (2)

3) уравнение движения газовой фазы:
– в проекции на ось x (совпадает с осью струи)

ραu
∂u

∂x
+ ρ(vα + 〈α′v′〉∂u

∂r
= −1

r

∂

∂r
rρα〈u′v′〉 − ∂p

∂x
− Fcfx; (3)

– в проекции на ось r
∂p

∂x
= 0; (4)

4) уравнение движения частиц
– в проекции на ось x

ρfαfuf
∂uf

∂x
+ ρf (αfvf + 〈α′fv′f 〉)

∂uf

∂r
= −1

r

∂

∂r
rρfαf 〈u′fv′f 〉+ Fcfx; (5)

– в проекции на ось r

ρfαfuf
∂vf

∂x
+ ρf (αfvf + 2〈α′fv′f 〉)

∂vf

∂r
= − ∂

∂x
ρf (αf 〈u′fv′f 〉+ uf 〈α′fv′f 〉)−

− vf

r

∂

∂r
rρf 〈α′fv′f 〉 −

1
r

∂

∂r
rρfαf 〈v

′2
f 〉+ Fcfy; (6)

5) уравнения состояния фаз

p = ρRT, ρf = const; (7)

6) уравнение, связывающее объемные концентрации фаз

α + αf = 1. (8)

При записи уравнений (1)–(8) введены следующие обозначения: x , r – оси
цилиндрической системы координат; ρ – физическая плотность; α – объемная
концентрация; u , v – проекции вектора скорости на оси координат x и r ; p –
давление; Fcfx , Fcfr – проекции силы сопротивления частиц на оси координат x
и r ; R – удельная газовая постоянная. Параметры газа индексов не имеют, па-
раметры частиц обозначены нижним индексом f , угловыми скобками обозначены
моменты корреляции пульсационных величин, штрихами сверху – пульсационные
параметры фаз.



ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ КРИТЕРИЯ СТОКСА. . . 345

Для расчета силы сопротивления частиц, отнесенной к единице объема среды,
используется формула [10]

Fcf =
3

4Df
αfCDfρ(W −Wf )|W −Wf |

в которой W и Wf – векторы скорости газа и частиц соответственно; CDf –
коэффициент сопротивления частиц диаметром Df , определяемый по формуле
CDf = 0.32 + 4.4/

√
Re + 24/Re [10].

Система уравнений (1)–(8) решается при следующих граничных условиях:

x = 0 : u = u(r), uf = uf (r), vf = vf (r), αf = αf (r),

r = ∞ : u = ue, uf = ufe, vf = 0, αf = αfe,

r = 0 : v = 0, vf = 0, ∂u/∂r = 0, ∂uf/∂r = 0.

Индексом e обозначены параметры фаз на границе струи.
Система осредненных уравнений, описывающих двухфазную струю, замыка-

ется с помощью выражений для моментов корреляции пульсационных параметров
фаз [11]

〈u′v′〉 = −KuKvl2
∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
∂u

∂r
;

〈u′fv′f 〉 = −CuKufKvf l2
∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
∂u

∂r
; 〈v′2f 〉 = K2

vf l2
(

∂u

∂r

)2

;

〈α′fv′f 〉 = −CαfKvKvf

ScT
l2

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
∂αf

∂r
; 〈α′v′〉 = −CαK2

v

ScT
l2

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
∂α

∂r
.

(9)

В выражениях (9) Ku = u′/u′0; Kv = v′/v′0; Kuf = u′f/u′0; Kvf = v′f/v′0; u′,
v′, u′f и v′f – пульсационные скорости фаз в двухфазном потоке; Cu, Cα, Cαf –
коэффициенты (при проведении расчетов приняты равными 1); ScT – турбулентное
число Шмидта; u′

0
и v′0 – пульсационные скорости газовой фазы, определяемые

по формулам u′
0

= l|∂u/∂r| и v′
0

= Ku′
0
(K – эмпирический коэффициент; для

круглой струи K = 0.7) [12]; l – путь перемешивания Прандтля, равный l =
=
√

B|∆umax/(∂u/∂r)max | (B – эмпирический коэффициент, использующийся при
расчете газовых струй; для круглой струи B = 0.013) [13]. Пульсационные скорости
фаз, входящие в выражения (9), определяются с помощью модели турбулентности,
изложенной в [14].

Аппроксимация дифференциальных уравнений в частных производных (за ис-
ключением уравнения баланса массы газа) разностными уравнениями проводится с
использованием неявной шеститочечной конечно-разностной схемы, имеющей вто-
рой порядок точности [O(∆x)2 + O(∆y)2 ] (схема Кранка –Николсона с весовым
коэффициентом 1/2) и являющейся безусловно устойчивой [15]. Уравнение балан-
са массы газовой фазы аппроксимируется по явной четырехточечной схеме. По-
дробное описание использовавшегося метода расчета двухфазной струи приведено
в монографии [16].

2. Валидация математической модели
двухфазной турбулентной струи

С целью определения степени соответствия приведенной выше математической
модели реальной двухфазной струе проведено сравнение результатов расчетов, вы-
полненных с использованием этой модели, с данными эксперимента [17]. В этом
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а) б)

Рис. 1. Изменение параметров частиц в двухфазной струе: а – вдоль оси струи; б – в по-
перечном сечении струи на расстоянии x∗ = 33 от среза трубы. 1 – скорость частиц; 2 –
объемная концентрация частиц; сплошные кривые – расчет; точки – эксперимент [17]

эксперименте с помощью лазерного анемометра измерялись скорость и объемная
концентрация частиц на оси и в поперечных сечениях воздушной струи с частицами
корунда (ρf = 3950 кг/м3 ) размером 32 мкм, истекающей из длинной трубы диа-
метром 15.2 мм в неподвижное воздушное пространство. Средние скорости газовой
фазы и частиц на срезе трубы равнялись 30 м/с. Массовая расходная концентра-
ция частиц (отношение массового расхода частиц к массовому расходу газа) была
равна 0.62. В эксперименте поперечная скорость частиц не измерялась. При прове-
дении расчетов граничные условия для поперечной скорости частиц на срезе сопла
задавались в виде полинома v∗f = 9.480 · 10−2r∗ − 0.02148r∗2 − 3.576 · 10−6r∗3 (r∗ =
= r/R0 ; v∗f = vf/uf0 ; uf0 – продольная скорость частиц на оси начального сечения
струи; R0 – радиус этого сечения), при котором достигалось удовлетворительное
совпадение значений объемной концентрации частиц на оси струи, полученных при
проведении расчета и эксперимента. Проведено сравнение результатов расчетов с
экспериментом: на рис. 1, а показано изменение безразмерных продольной скоро-
сти и объемной концентрации частиц вдоль оси струи, а на рис. 1, б – изменение
этих параметров частиц в поперечном сечении струи на расстоянии x∗ = x/R0 = 33
от среза трубы.

На рис. 1 используются следующие обозначения: x∗ = x/R0 ; r∗ = r/R0 ; u∗fm =
= ufm/ufm0 ; u∗f = uf/ufm ; α∗fm = αfm/αfm0 ; α∗f = αf/αfm ; ufm , αfm – про-
дольная скорость и объемная концентрация частиц на оси струи; ufm0 , αfm0 –
продольная скорость и объемная концентрация частиц на оси начального сечения
струи; r , R0 – радиусы текущего и начального сечений струи.

Из графиков, представленных на рис. 1, следует, что приведенная выше ма-
тематическая модель двухфазной струи удовлетворительно описывает изменение
параметров в реальной струе.

3. Критерии подобия для моделирования течения
в двухфазной изотермической струе

Критерии подобия, которые необходимо использовать при моделировании тече-
ния в изотермической двухфазной струе, можно получить, обезразмеривая урав-
нения математической модели этого течения [9]. В случае струйного течения в ка-
честве масштабов физических параметров фаз целесообразно выбрать значения
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соответствующих параметров в начальном сечении струи (α0 , ρ0 , u0 , µ0 , p0 , ρf0 ,
uf0 , α0f , Df0 ), а в качестве масштаба линейного размера – диаметр этого сечения
D0 . В результате обезразмеривания уравнений (1) и (2) получаются три критерия
подобия: критерий геометрического подобия x∗ = x/D0 и объемные концентрации
фаз α0 и αf0 , а в результате обезразмеривания уравнения (3) – еще четыре кри-
терия подобия: число Рейнольдса Re = ρ0u0Df0/µ0 , число Эйлера Eu = p0/(ρ0u

2
0) ,

критерий геометрического подобия D∗
f = Df0/D0 и коэффициент скольжения фаз

νfg = uf0/u0 . При обезразмеривании уравнения (5) получается комплекс

18
Re

D0

Df0

ρ0

ρf0

(
u0

uf0

)2
x

D0
(10)

В теории струй в качестве масштаба линейного размера часто выбирается не
диаметр начального сечения струи D0 , а его радиус R0 [12]. При этом комплекс
(10) принимает вид

36
Re

R0

Df0

ρ0

ρf0

(
u0

uf0

)2
x

2R0

или
x∗

2 · Stk · ν2
fg

, (11)

а критерии геометрического подобия x∗ и D∗
f записываются следующим образом:

x∗ = x/R0 , D∗
f = Df0/R0 . В выражении (11) число Стокса Stk имеет вид

Stk =
ρf 0D2

f 0u0

36µ0R0
=

1
36

ReD∗
f ρ∗. (12)

Предполагается, что число Стокса позволяет оценить инерционность частиц и
представляет собой отношение времени динамической релаксации стоксовой ча-
стицы τf = ρfD2

f/(18µ) к характерному времени несущей фазы τ = R/u (R –
характерный размер течения): Stk = τf/τ [3–6]. Следует отметить, что в литера-
туре в формуле для числа Стокса численное значение коэффициента может быть
разным в зависимости от того, какой размер течения выбран за характерный –
радиус (коэффициент 18) или диаметр (коэффициент 36) течения.

Из вышеизложенного следует, что при моделировании течения в двухфаз-
ной изотермической струе необходимо использовать следующие критерии подо-
бия: объемные концентрации фаз α0 и αf0 , относительную плотность фаз ρ∗ =
= ρf0/ρ0 , критерии геометрического подобия x∗ = x/D0 , D∗

f = Df0/R0 , критерий
кинематического подобия νfg = uf0/u0 и критерии динамического подобия Re =
= ρ0u0Df0/µ0 , Eu = p0/(ρ0u

2
0) , Stk = ρf0D

2
f0u0/(36µ0R0) , причем число Стокса

Stk может быть представлено в виде произведения трех критериев подобия: Re,
D∗

f и ρ∗ . Имеющаяся в литературе информация свидетельствует о том, что все
эти критерии подобия являются определяющими и, следовательно, должны учи-
тываться при моделировании двухфазных струй. Ниже будет показано, что при
одном и том же значении числа Стокса, но разных значениях критериев Re , D∗

f

и ρ∗ , получаются различные законы изменения параметров фаз в двухфазной тур-
булентной струе.

4. Результаты расчетов

В работе [14] показано, что при значении числа Стокса Stk < 0.14 пульса-
ционные скорости частиц различного размера и различной плотности становятся
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Табл. 1
Значения критериев подобия, составленных из размерных па-
раметров в начальном сечении струи

Вариант Stk Re = ρuDf/µ D∗
f ρ∗

1 0.0987 17.2 2.5 · 10−4 826.4
2 17.2 5 · 10−4 413.2
3 171.9 2.5 · 10−3 826.4
4 9.87 343.8 1.25 · 10−3 826.4
5 171.9 5 · 10−3 413.2
6 343.8 2.5 · 10−3 413.2
7 343.8 5 · 10−3 826.4
8 39.46 687.5 2.5 · 10−3 826.4
9 343.8 10−2 413.2
10 687.5 5 · 10−3 413.2

равными пульсационным скоростям газа, то есть частицы в этом случае становятся
пассивной примесью, размер которой не влияет на параметры газовой фазы. В ста-
тьях [5, 6] в результате сопоставления осредненных продольных скоростей фаз на
оси двухфазной струи и значения числа Стокса принимается, что частицы стано-
вятся пассивной примесью (при записи формулы для числа Стокса в приведенном
выше виде) при Stk < 0.15 . При Stk > 0.14–0.15 на результаты расчетов наряду
с другими параметрами должны оказывать влияние размер и плотность частиц.
Поэтому с использованием приведенной выше математической модели двухфазной
струи проведены расчеты этой струи при числах Стокса, рассчитанных по значе-
ниям параметрам фаз в начальном сечении струи, бо́льших и меньших 0.14–0.15.
При проведении этих расчетов размерные параметры фаз имели следующие зна-
чения: u0 = uf0 = (12.5−50) м/с, T0 = Tf0 = 288 K, αf0 = 1.2 ·10−3 , ue = ufe = 0 ,
Te = Tfe = 288 K, αfe = 0 , µ0 = 1.76 · 10−5 Па ·с, Df0 = (5− 200) · 10−6 м,
ρ0 = (1.21−2.42) кг/м3 , ρf0 = (0.5−2.0) · 103 кг/м3 , R0 = (10−80) · 10−3 м.
Поперечные поля всех параметров фаз в начальном сечении струи принимались
равномерными. Значения критериев подобия Stk , Re , D∗

f и ρ∗ при проведении
этих расчетов приведены в табл. 1.

На рис. 2 приведены результаты расчетов двухфазной струи в вариантах 1 и 2.
На рис. 2, а показано изменение продольных скоростей газа и частиц вдоль оси

струи, а на рис. 2, б изменение этих параметров в поперечном сечении струи x∗ =
= 300 . В этих расчетах значения критериев подобия D∗

f и ρ∗ менялись так, что ве-
личина числа Стокса оставалась равной 0.0987. При этом скорость газа равна ско-
рости частиц и кривые, изображающие изменение этих скоростей вдоль оси струи
и в ее поперечном сечении, сливаются друг с другом, а зависимости u∗ = u∗(r∗)
и u∗f = u∗f (r∗) близки к профилю Шлихтинга однофазной струи [12]. Результаты
расчетов, представленные на рис. 2, свидетельствуют о том, что при Stk < 0.14–
0.15, когда частицы можно считать пассивной примесью, значение числа Стокса
однозначно определяет изменение параметров фаз в двухфазной струе независимо
от значения критериев подобия ρ∗ , Re и D∗

f .
Результаты расчетов в вариантах 3–10 приведены на рис. 3.
В расчетах 3–6 при сохранении значения числа Стокса 9.87 значения критериев

подобия Re , D∗
f и ρ∗ изменялись в диапазонах: Re = 171.9–343.8; D∗

f = (1.25−
−5) · 10−3 ; ρ∗ = 413.2–826.4. В вариантах расчетов 7–10 число Стокса равно 39.46,
а значения критериев подобия Re , D∗

f и ρ∗ варьировались в следующих пределах:
Re = 343.8–687.5; D∗

f = 2.5·10−3 – 10−2 ; ρ∗ = 413.2–826.4. На этом рисунке исполь-
зуются обозначения: x∗ = x/R0 , u∗m = um/u0 , u∗fm = ufm/uf0 , α∗fm = αfm/αf0
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а) б)

Рис. 2. Изменение безразмерных скоростей газа и частиц вдоль оси и в поперечном се-
чении x∗ = 300 двухфазной струи при Stk = 0.0987 . Цифры соответствуют номерам
расчетов

а) б)

Рис. 3. Изменение безразмерных скоростей фаз вдоль оси двухфазной струи при двух
значениях числа Стокса и различных значениях критериев подобия Re , D∗

f и ρ∗ : а –
Stk = 9.87 ; б – Stk = 39.46 . Цифры соответствуют номерам расчетов; сплошные линии –
скорость частиц; пунктирные линии – скорость газа

(индексом “m” обозначены параметры на оси струи, а индексом “0” – параметры
в начальном сечении струи).

Из рис. 3 следует, что при фиксированных значениях числа Стокса, превыша-
ющих 0.14–0.15, на изменение скоростей фаз вдоль оси двухфазной струи сильное
влияние оказывает критерий подобия ρ∗ : при увеличении величины этого критерия
увеличивается дальнобойность двухфазной струи. Различие результатов расчетов
с разными значениями Stk заключается в том, что при увеличении величины числа
Стокса увеличивается дальнобойность двухфазной струи и увеличивается разли-
чие в скоростях фаз на оси струи. В вариантах расчетов 3–6 (рис. 3, a) максималь-
ное значение коэффициента скольжения фаз на оси струи νfg = ufm/um равно
1.15, а в вариантах расчетов 7–10 (рис. 3, б) – 1.35. Кроме того, при увеличении
числа Стокса растет различие в скоростях газа и различие в скоростях частиц на
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а) б)

Рис. 4. Зависимость радиуса струи, определенного по половине скорости газа, от рас-
стояния до начального сечения струи в вариантах расчетов 3–10: а – Stk = 9.87 ; б –
Stk = 39.46 . Цифры соответствуют номерам расчетов; штрих-пунктирные линии – гра-
ницы однофазной изотермической струи

оси струи при Stk = const и ρ∗ = const . Так, в вариантах 3, 4 отличие скорости газа
на оси струи при одном и том же значении x∗ может достигать 2.8% , в вариантах
5, 6 – 2.3%, в вариантах 7, 8 – 4.5% и в вариантах 9, 10 – 3.6%. При этом макси-
мальные различия в скоростях частиц на оси струи равны: в вариантах 3, 4 – 2.6%,
в вариантах 5, 6 – 2.0%, в вариантах 7, 8 – 6.2% и в вариантах 9, 10 – 5.9%. Таким
образом, при увеличении числа Стокса на зависимости изменения скоростей фаз
вдоль оси двухфазной струи, кроме ρ∗ , оказывают влияние и критерии подобия
Re и D∗

f , но их влияние при Stk < 40 незначительно.
Следует отметить, что в вариантах расчетов 3–10 поперечные поля продольных

скоростей фаз автомодельны и совпадают с поперечными полями этих скоростей
в вариантах 1–2, изображенных на рис. 2, б.

На рис. 4 представлены зависимости изменения радиуса струи r∗1/2 от рассто-
яния до ее начального сечения x∗ (r∗1/2 – расстояние от оси струи, для которого
выполняется условие: (u− ue)/(um − ue) = 0.5 [12]). Рис. 4, а соответствует числу
Стокса, равному 9.87, а рис. 4, б – 39.46.

Из рис. 4 следует, что при одном и том же значении числа Стокса на зави-
симости r∗1/2 = r∗1/2 (x

∗ ), так же как и на зависимости u∗m = u∗m (x∗ ) и u∗fm =
u∗fm (x∗ ), сильное влияние оказывает критерий подобия ρ∗ и менее выраженное
влияние – критерии подобия Re и D∗

f . Причем при увеличении величины числа
Стокса влияние двух последних критериев на результаты расчетов возрастает.

Заключение

В механике двухфазных сред критерии подобия используются как при разра-
ботке классификаций двухфазных течений, позволяющих оценить сложность вы-
бираемой или разрабатываемой математической модели при решении конкретной
задачи, так и при представлении результатов расчетов или экспериментов в виде
критериальных уравнений. В первом случае используются не конкретные числен-
ные значения критериев подобия, а порядки их величин. Во втором случае важны
численные значения критериев подобия, так как эти значения связываются с ре-
зультатами расчетов или экспериментов.

Одним из основных критериев подобия, использующихся как при составлении
классификаций двухфазных течений, так и при представлении результатов рас-
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четов этих течений в безразмерном виде, является число Стокса. Обычно прини-
мается, что этот критерий подобия является критерием, значение которого одно-
значно определяет изменение параметров двухфазных течений. Результаты данной
работы свидетельствуют о том, что это предположение справедливо только при
небольших значениях числа Стокса.

Путем обезразмеривания уравнений математической модели двухфазного изо-
термического струйного течения получены критерии подобия, которые должны
использоваться при моделировании этого течения. Одним из полученных критери-
ев является число Стокса, которое можно представить в виде произведения трех
критериев подобия: числа Рейнольдса Re, относительного диаметра частиц D∗

f и
относительной плотности фаз ρ∗ .

В результате проведенных расчетов с использованием приведенной математи-
ческой модели двухфазной струи показано, что в случае Stk > 0.14–0.15 при одном
и том же значении числа Стокса на изменение параметров фаз двухфазной струи
сильное влияние оказывает критерий ρ∗ и менее выраженное влияние – критерии
Re и D∗

f . Влияние двух последних критериев на результаты расчетов двухфазной
струи возрастает при увеличении величины числа Стокса. При Stk < 0.14–0.15 ча-
стицы можно считать пассивной примесью, и в этом случае значение числа Стокса
однозначно определяет изменение параметров фаз в двухфазной струе независимо
от значения критериев подобия Re , D∗

f и ρ∗ .
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Abstract

The appropriateness of using the Stokes number as a single similitude parameter for rep-
resentation of the results of research on two-phase jet flows in a criteria form was considered.
Numerical modeling with the help of the developed mathematical model of a two-phase tur-
bulent jet was applied. After putting the equations of this model in the dimensionless form,
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the similitude parameters needed for two-phase turbulent jet flow modeling were obtained. One
of the criteria for dynamic similarity is the Stokes number, which can be presented as a product
of the Reynolds number, the relative diameter of particles, and the relative density of phases.
It was shown that the value of the Stokes number is uniquely related to changes in the pa-
rameters of the two-phase jet only when its value is smaller than 0.14–0.15. The two-phase jet
flows can be geometrically and kinematically similar at higher values of the Stokes number if
the equality of the following three criteria of similarity are maintained: Reynolds numbers, rela-
tive diameter of particles, and relative density of phases. The obtained results allow avoiding
gross errors during generalization of experimental and analytical data on two-phase turbulent
jet flows.

Keywords: two-phase jet, gas, particle, criteria of similarity, calculation results

Figure Captions

Fig. 1. Change of the particles parameters in a two-phase jet: a – along the jet axis;
b – in the cross section of the jet at distance x∗ = 33 from the pipe end. 1 – the speed of
particles; 2 – the volume concentration of particles; continuous curves calculation; points of
the experiment [17].

Fig. 2. Change of the dimensionless gas velocity and particles velocity along the axis and
in the cross section x∗ = 300 of the two-phase jet at Stk = 0.0987. The number of curves
corresponds to the number of calculations.

Fig. 3. Change of the dimensionless speeds of phases along the axis of the two-phase jet
at two values of the Stokes number and various values of similarity criteria Re, D∗

f and ρ∗ ;
a – Stk = 9.87; b – Stk = 39.46. Figures correspond to the number of calculations; continuous
lines show the velocity of particles; dashed lines indicate gas velocity.

Fig. 4. Dependence of the dimensionless radius of jet r∗1/2 on the distance to the initial
section of the jet in calculations 3–10: a – Stk = 9.87; b – Stk = 39.46. Figures correspond
to the number of calculations; dash-dotted lines are the borders of the single-phase isothermal
jet.
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