
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 154, êí. 4 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2012
ÓÄÊ 51-7 ÑÒÅÏÅÍÜ ÓËÜÒ�ÀÌÅÒ�È×ÍÎÑÒÈÌÅÒ�È×ÅÑÊÎ�Î Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÌ.Ä. ÌèññàðîâÀííîòàöèÿÂâåäåíî ïîíÿòèå ñòåïåíè óëüòðàìåòðè÷íîñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Âû÷èñëåíàñòåïåíü óëüòðàìåòðè÷íîñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷å-ñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïî âû÷èñëåíèþ ýòîé ñòåïåíè â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê çàäàííîé äëèíûäëÿ ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà è ðåäàêöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòåïåíü óëüòðà-ìåòðè÷íîñòè ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ñòðîêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîý��èöèåíò óëüòðàìåòðè÷íîñòè, ñòåïåíü óëüòðàìåòðè÷íîñòè,åâêëèäîâà ìåòðèêà, ðàññòîÿíèå Õýììèíãà, ðåäàêöèîííîå ðàññòîÿíèå.ÂâåäåíèåÍàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåòðèêîé ρ íàçûâàåòñÿ óëüòðà-ìåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà çàìåíÿåòñÿ íà áîëååñèëüíîå íåðàâåíñòâî óëüòðàìåòðè÷íîñòè: äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê x, y, z ∈ X

ρ(x, y) ≤ max(ρ(x, z), ρ(y, z)).Óëüòðàìåòðèêè è óëüòðàìåòðè÷íûå ïðîñòðàíñòâà ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõçàäà÷àõ ñîâðåìåííîé �èçèêè, âû÷èñëèòåëüíîé áèîëîãèè, àíàëèçà äàííûõ è äðó-ãèõ îáëàñòÿõ [1�5℄. Îñíîâíûìè è íàèáîëåå èçó÷åííûìè ïðèìåðàìè óëüòðàìåòðè÷-íûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ p-àäè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
p-àäè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, âûòåêàþùàÿ èç óëüòðàìåòðè÷íîñòè p-àäè÷åñêîé ìåò-ðèêè, ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü òî÷íûé àíàëèç ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû [6℄. Âû-ÿñíèëîñü òàêæå, ÷òî æàäíûå àëãîðèòìû äàþò òî÷íûå ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè â p-àäè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå [7℄. Ýòî ïîçâîëèëî îïè-ñàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [8℄.Èíòåðåñåí âîïðîñ î òîì, â êàêîé ñòåïåíè óëüòðàìåòðè÷íî òî èëè èíîå ìåòðè÷å-ñêîå ïðîñòðàíñòâî. Èç óñëîâèÿ óëüòðàìåòðè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëü-íèêå äâå íàèáîëüøèå ¾ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà¿ ðàâíû äðóã äðóãó. �àññìîòðèì ïðî-èçâîëüíóþ òðîéêó òî÷åê x, y, z â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X (óñëîâíî íàçîâåìýòó òðîéêó ¾òðåóãîëüíèêîì¿), à òàêæå íàáîð ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ýòèìèòî÷êàìè (ρ(x, y), ρ(x, z), ρ(y, z)) è îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ1(x, y, z) íàèìåíüøåå çíà÷åíèåâ ýòîì íàáîðå, ÷åðåç ρ2(x, y, z) � âòîðîå ïî âåëè÷èíå çíà÷åíèå, ÷åðåç ρ3(x, y, z) �íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â íàáîðå.Îïðåäåëèì êîý��èöèåíò óëüòðàìåòðè÷íîñòè òðîéêè (x, y, z) êàê âåëè÷èíó

u(x, y, z; ρ) = 2
ρ2(x, y, z)

ρ3(x, y, z)
− 1. (1)Åñëè ñîâïàäàþò äâå òî÷êè èç òðåõ, òî êîý��èöèåíò óëüòðàìåòðè÷íîñòè ðàâåí 1ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ. Åñëè x = y = z , òî ïîëîæèì u(x, y, z) = 1 . Çàìåòèì,



140 Ì.Ä. ÌÈÑÑÀ�ÎÂ÷òî êîý��èöèåíò óëüòðàìåòðè÷íîñòè ëþáîé òðîéêè ëåæèò â äèàïàçîíå îò 0 äî 1.Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà ρ(x, y) = ρ(x, z) = ρ(y, z)/2 êîý��èöèåíò
u(x, y, z) = 0 . Â ñëó÷àå óëüòðàìåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà êîý��èöèåíò u(x, y, z) =
= 1 äëÿ ëþáîé òðîéêè x, y, z .Íàçîâåì ñòåïåíüþ óëüòðàìåòðè÷íîñòè u(X ; ρ) ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ñðåäíåå çíà-÷åíèå êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå:

u(X ; ρ) = 〈u(x, y, z; ρ)〉.Çäåñü óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì òðîéêàì âåðøèí â ïðîñòðàí-ñòâå (X, ρ) . Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñðåäíåå îïðåäåëÿåòñÿêàê ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè ïî âñåìâîçìîæíûì òðîéêàì. Â ñëó÷àå, êîãäà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî âåðîÿò-íîñòíîé ìåðîé, ñðåäíåå íàäî ïîíèìàòü êàê ñðåäíåå ïî ýòîé ìåðå. Â ñëó÷àå, êîãäàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ìåðîé Õààðà (êàê, íàïðèìåð, åâ-êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé Ëåáåãà), ñðåäíåå íàäî ïîíèìàòü êàê èíòåãðàë ïî ýòîéìåðå ñ ó÷åòîì �àêòîðèçàöèè ìíîæåñòâà âñåõ òðîåê ïî êëàññàì òðîåê ñ îäèíàêîâûìçíà÷åíèåì êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè. Èìåííî òàêîé ñëó÷àé ðàññìîòðåíâ ðàçä. 2.1. Ñòåïåíü óëüòðàìåòðè÷íîñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâàÇàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà êîý��èöèåíò óëüòðàìåòðè÷íî-ñòè òðîéêè èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, ðàñòÿæåíèé è ïîâîðîòîâ:
u(x, y, z; ρE) = u(x + a, y + a, z + a; ρE), a ∈ Rd,

u(x, y, z; ρE) = u(λx, λy, λz; ρE), λ ∈ R, λ 6= 0,

u(Ox, Oy, Oz; ρE) = u(x, y, z; ρE), O ∈ O(d).

(2)Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåèìåþò îäèí è òîò æå êîý��èöèåíò óëüòðàìåòðè÷íîñòè. Åñëè d > 1 è òðåóãîëüíèêíåâûðîæäåííûé, òî åãî ìîæíî âïèñàòü â îêðóæíîñòü. Ïóñòü x, y, z � çàäàííûåòî÷êè. Âûáåðåì â êàæäîì êëàññå ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ òðåóãîëüíèê, âïèñàííûéâ çàäàííóþ îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà òàê, ÷òî òî÷êà x çàíèìàåò �èêñèðî-âàííîå ïîëîæåíèå â çàäàííîé òî÷êå îêðóæíîñòè A . Óñðåäíåíèå áóäåì ïðîâîäèòüïî òî÷êàì y è z , íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì ïî ýòîé îêðóæíîñòè.Òîãäà ñòåïåíü óëüòðàìåòðè÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå ïî y è z : u(Rd; ρE) =
= Eu(A, y, z; ρE) . Îáîçíà÷èì äèñïåðñèþ êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè êàê
σ2(Rd; ρE) = Du(A, y, z; ρE) . Çäåñü ρE îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó ìåòðèêó.Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ u(R1; ρE) = 1/2 , σ2(R1; ρE) = 1/12.Â ñëó÷àå d > 1

u(Rd; ρE) =
24 ln 2

π2
− 1, σ2(Rd; ρE) = 4

(

3

π2
(1 + ln 4) −

(

12

π2
ln 2

)2
)

.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå âñå òðåóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿâûðîæäåííûìè è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü x = 0 , z = 1 ,
0 ≤ y ≤ 1 . Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî y , ãäå y ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî íà îòðåçêå
[0, 1] . Òîãäà

E
ρE,2

ρE,3
=

1
∫

0

max(y, 1 − y) dy =
3

4
,
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E

(

ρE,2

ρE,3

)2

=

1
∫

0

(max(y, 1 − y))2 dy =
7

12
.Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû.Ïóñòü d > 1 , x çàíèìàåò �èêñèðîâàííîå ïîëîæåíèå íà îêðóæíîñòè, äóãà ìåæäó

x è y çàäàåòñÿ óãëîì ϕ1 , à ìåæäó x è z � óãëîì ϕ2 , ãäå ϕ1 è ϕ2 íåçàâèñèìî è ðàâ-íîìåðíî ðàñïðåäåëåíû îò 0 äî 2π . Òàê êàê á�îëüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ëåæèòïðîòèâ á�îëüøåãî óãëà, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè äó-ãàìè. Òðè äóãè ïî âåëè÷èíå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ øåñòüþ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè,è èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü îäèí èç âàðèàíòîâ:
ϕ1 ≤ ϕ2 − ϕ1 ≤ 2π − ϕ2. (3)Ôèãóðà â êâàäðàòå 0 ≤ ϕ1 ≤ 2π, 0 ≤ ϕ2 ≤ 2π , çàäàâàåìàÿ íåðàâåíñòâàìè (3),èìååò âèä òðåóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ π2/3 . Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî 0 ≤ ϕ1 ≤ 2/3π,

2ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ π + ϕ1/2 . Òîãäà
ρE,2

ρE,3
=

sin(ϕ2 − ϕ1)/2

sin(2π − ϕ2)/2
=

sin(ϕ2 − ϕ1)/2

sin ϕ2/2
.Îòñþäà

E
ρE,2

ρE,3
=

3

π2

2/3π
∫

0

dϕ1

π+ϕ1/2
∫

2ϕ1

dϕ2 ·
sin(ϕ2 − ϕ1)/2

sin ϕ2/2
=

12 ln2

π2
.Ìîæíî òàêæå âû÷èñëèòü

E

(

ρE,2

ρE,3

)2

=
3

π2

2/3π
∫

0

dϕ1

π+ϕ1/2
∫

2ϕ1

dϕ2

(

sin(ϕ2 − ϕ1)/2

sin ϕ2/2

)2

= (1 + ln 4)
3

π2
.Îòñþäà ñðåäíåå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè ðàâíî

u(Rd; ρE) =
24 ln 2

π2
− 1 ≈ 0.6854.Äèñïåðñèÿ êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè åñòü

σ2(Rd; ρE) = 4

(

3

π2
(1 + ln 4) −

(

12

π2
ln 2

)2
)

≈ 0.06136.Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå σ(Rd; ρE) ≈ 0.2477. Òåîðåìà äîêàçàíà.Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ãèñòîãðàììà âûáîðêè èç 106 íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèéêîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè â åâêëèäîâîì ñëó÷àå ïðè d > 1 . Ïî ðåçóëüòàòàìýòîãî ýêñïåðèìåíòà âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ðàâíî 0.6857, à ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå �0.2458. 2. Ñòåïåíü óëüòðàìåòðè÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà ñòðîêÏóñòü äàí íåêîòîðûé àë�àâèò G . �àññìîòðèì ìíîæåñòâî X ñòðîê ñèìâîëîâèç àë�àâèòà G äëèíû n :
a ∈ X, a = a1a2 . . . an, ai ∈ G, i = 1, . . . , n.
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�èñ. 1. �èñòîãðàììà êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè äëÿ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿÒàáë. 1
n 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000.776 0.826 0.852 0.869 0.880 0.889 0.897 0.903 0.907 0.9120.186 0.137 0.115 0.102 0.092 0.085 0.079 0.075 0.075 0.068�àññòîÿíèå ïî Õýììèíãó [2℄ ìåæäó ñòðîêàìè A = a1 . . . an è B = b1 . . . bn îïðåäå-ëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî íåñîâïàäàþùèõ ïîçèöèé â ýòèõ ñòðîêàõ:

ρH(A, B) = |I|,ãäå I = {i ∈ (1, . . . , n) : ai 6= bi} . Òîãäà ìíîæåñòâî X ñ ìåòðèêîé ρH ÿâëÿåòñÿìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àë�àâèòñîñòîèò èç 4 áóêâ (àë�àâèò ãåíåòè÷åñêîãî êîäà îïðåäåëÿåòñÿ 4 íóêëåîòèäàìè).Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàññòîÿíèÿïî Õýììèíãó 106 íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà òàáëèöû. Çäåñü nîáîçíà÷àåò äëèíó ñòðîêè, âåðõíåå ÷èñëî â ÿ÷åéêå ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèìêîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè, íèæíåå � âûáîðî÷íûì ñòàíäàðòíûì îòêëîíå-íèåì. Ìû âèäèì, ÷òî ñòåïåíü óëüòðàìåòðè÷íîñòè äëÿ ìåòðèêè Õýììèíãà ðàñòåòñ äëèíîé ñòðîêè, â òî âðåìÿ êàê ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå óìåíüøàåòñÿ. Íà ðèñ. 2èçîáðàæåíà ãèñòîãðàììà âûáîðêè èç 106 íàáëþäåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñòðîêäëèíû 100. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñòåïåíü óëüòðàìåòðè÷íîñòè áëèçêà ê 1 (ðàâíà0.912).�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ðåäàêöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòðîêàìè, êîòîðîåøèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â áèîèí�îðìàòèêå äëÿ ñðàâíåíèÿ ãåíîìîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâè ïîñòðîåíèÿ �èëîãåíåòè÷åñêèõ äåðåâüåâ [2℄. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòðîêè
A è B èìåþò äëèíó n . Ïðè ïðîöåäóðå âûðàâíèâàíèÿ â îáå ñòðîêè âñòàâëÿþòñÿïðîáåëû ��� òàê, ÷òî ðàñòÿíóòûå ñòðîêè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó l . Ïîëó÷àå-ìûå ñòðîêè îáîçíà÷èì êàê A′ = a′

1 . . . a′

l è B′ = b′1 . . . b′l . Ïðè ñðàâíåíèè äâóõâûðàâíèâàåìûõ ñòðîê øòðà�óåòñÿ íåñîâïàäåíèå ñèìâîëîâ ñ ïîìîùüþ øòðà�íîé�óíêöèè d(a, b) . Â äàëüíåéøåì ìû ïîëîæèì, ÷òî d(a, b) = 0 , åñëè a = b ; d(a, b) =
= γ , 0 ≤ γ ≤ 1 , åñëè a � áóêâà èç àë�àâèòà, b � ïðîáåë è íàîáîðîò; d(a, b) = 1 ,åñëè a è b � íåñîâïàäàþùèå áóêâû. �åäàêöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòðîêàìè Aè B îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ(A, B) = min

l
∑

i=1

d(a′

i, b
′

i),
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�èñ. 2. �èñòîãðàììà êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè äëÿ ðàññòîÿíèÿ ÕýììèíãàÒàáë. 2
γ/n 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000.1 0.761 0.817 0.848 0.865 0.880 0.891 0.899 0.906 0.912 0.9190.227 0.159 0.129 0.112 0.097 0.089 0.082 0.077 0.071 0.0660.2 0.762 0.815 0.846 0.867 0.882 0.891 0.901 0.906 0.913 0.9180.225 0.160 0.130 0.109 0.098 0.090 0.081 0.076 0.070 0.0670.3 0.759 0.815 0.847 0.866 0.879 0.892 0.899 0.907 0.914 0.9170.225 0.161 0.129 0.110 0.098 0.088 0.081 0.075 0.071 0.0660.4 0.763 0.815 0.849 0.865 0.880 0.890 0.899 0.908 0.911 0.9170.225 0.159 0.128 0.110 0.097 0.088 0.082 0.076 0.071 0.0670.5 0.761 0.814 0.847 0.866 0.880 0.894 0.898 0.907 0.912 0.9170.226 0.161 0.130 0.111 0.097 0.080 0.082 0.075 0.071 0.0660.6 0.762 0.817 0.852 0.873 0.884 0.896 0.903 0.911 0.915 0.9210.182 0.135 0.112 0.097 0.087 0.080 0.074 0.068 0.065 0.0610.7 0.767 0.822 0.856 0.874 0.888 0.897 0.905 0.912 0.917 0.9220.172 0.131 0.108 0.095 0.085 0.078 0.073 0.067 0.063 0.0600.8 0.773 0.828 0.860 0.878 0.891 0.901 0.907 0.914 0.920 0.9240.171 0.127 0.106 0.093 0.083 0.075 0.071 0.065 0.062 0.0580.9 0.772 0.833 0.860 0.881 0.894 0.903 0.911 0.916 0.923 0.9260.174 0.127 0.106 0.090 0.081 0.075 0.068 0.063 0.059 0.0561.0 0.785 0.839 0.865 0.882 0.897 0.905 0.911 0.919 0.923 0.9280.190 0.135 0.110 0.096 0.082 0.076 0.070 0.065 0.061 0.057ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì âûðàâíèâàíèÿì. �åäàêöèîííîå ðàññòîÿ-íèå âû÷èñëÿåòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èçâåñòåí ñëåäóþùèéàëãîðèòì [2℄: ïóñòü A = a1 . . . an , B = b1 . . . bn , îïðåäåëèì

ρi,j = ρ(a1 . . . ai; b1 . . . bj); ρ0,0 = 0;

ρ0,j =

j
∑

k=1

d(−, bk) = γj, ρi,0 =

i
∑

k=1

d(ak,−) = γi.Òîãäà
ρi,j = min{ρi−1,j + d(ai,−), ρi−1,j−1 + d(ai, bj), ρi,j−1 + d(−, bj)}.
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�èñ. 3. �èñòîãðàììà êîý��èöèåíòà óëüòðàìåòðè÷íîñòè äëÿ ðåäàêöèîííîãî ðàññòîÿíèÿÅñëè d(a, b) � ìåòðèêà íà àë�àâèòå, òî ρ(A, B) � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå ñòðîêâ ýòîì àë�àâèòå, ρ(A, B) = ρn,n .Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïðè ðàçëè÷-íûõ çíà÷åíèÿõ øòðà�à γ è ðàçëè÷íîé äëèíå ñòðîê n . Êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîââ êàæäîì ñëó÷àå ðàâíÿëîñü 10000. Âåðõíåå ÷èñëî â ÿ÷åéêå ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íûìñðåäíèì êîý��èöèåíòîì óëüòðàìåòðè÷íîñòè, íèæíåå � âûáîðî÷íûì ñòàíäàðòíûìîòêëîíåíèåì. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû øòðà�à γ ñòåïåíüóëüòðàìåòðè÷íîñòè äëÿ ðåäàêöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ ðàñòåò ñ äëèíîé ñòðîêè, â òîâðåìÿ êàê ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå óìåíüøàåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîý��èöèåíòóëüòðàìåòðè÷íîñòè â ñðåäíåì ðàñòåò è âñå áîëüøå êîíöåíòðèðóåòñÿ âîêðóã ñðåäíå-ãî çíà÷åíèÿ. Ïðè �èêñèðîâàííîé äëèíå ñòðîêè êîý��èöèåíò óëüòðàìåòðè÷íîñòèâ ñðåäíåì ïî÷òè íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øòðà�à γ (ðàñòåò î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî).Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà ãèñòîãðàììà âûáîðêè èç 104 íàáëþäåíèé äëÿ ïðîñòðàí-ñòâà ñòðîê äëèíû 100 è âåëè÷èíîé γ = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêàñòåïåíè óëüòðàìåòðè÷íîñòè ðàâíà 0.928 ïðè ñòàíäàðòíîì îòêëîíåíèè 0.057. Ìîæ-íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè n çàäàííîå ìíîæåñòâîñòðîê èìååò (ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ) èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó îòíîñèòåëüíîðåäàêöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñòóäåíòó ÈÂÌèÈÒ Êàçàíñêîãî �åäåðàëü-íîãî óíèâåðñèòåòà Èëüå Êàëèíèíó çà ïîìîùü â ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ â ïàêåòåMathemati
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