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Аннотация

В работе рассмотрена задача оценки несущей способности панелей со складчатыми
заполнителями из волокнистых материалов, в частном рассматриваемом случае – из кар-
тона. Путем испытаний образцов картона на растяжение, сжатие, трехточечный изгиб
и сдвиг определены прочностные и жесткостные характеристики картона вдоль и попе-
рек волокон. По результатам экспериментов выявлено, что при деформировании картона
после достижения некоторого значения наблюдается площадка текучести. Это позволяет
рассчитывать конструкцию из картона по теории предельного равновесия.

Построена модель деформирования конструкции заполнителя из картона и разрабо-
тана методика оценки ее предельной нагрузки. На основе кинематической и статической
теорем теории предельного равновесия определена максимальная нагрузка, при которой
конструкция разрушается. Предельная нагрузка найдена с помощью метода вариации
упругих характеристик, который позволяет получать нижнюю и верхнюю оценки пре-
дельной нагрузки одновременно. В качестве критерия прочности картона использовался
критерий Цая –Ву. Для дискретизации области расчета был использован метод конечных
элементов.

Проведен сравнительный анализ численных расчетов с результатами, полученными
аналитически. Проведены численные эксперименты и выявлены закономерности влияния
геометрических параметров заполнителя на предельную нагрузку конструкции. Опреде-
лены оптимальные параметры геометрии заполнителя из условия минимума веса кон-
струкции при его максимальной несущей способности.

Ключевые слова: предельная нагрузка, эксперимент, идентификация, оптимизация,
метод конечных элементов

Введение

При производстве и использовании строительных и отделочных материалов
(сэндвич-панелей, облицовочных и кровельных плит, межкомнатных перегородок,
звукоизоляционных и теплоизоляционных панелей), а также при изготовлении упа-
ковок важными являются вопросы экологии. Одним из способов решения экологи-
ческих задач является использование материалов с возможностью вторичной пе-
реработки. К таковым относится, в частности, слоистый (гофрированный) картон
(рис. 1). Он является экономичным (по стоимости и трудоемкости изготовления),
а также экологичным ввиду возможности его переработки. Слоистый картон мо-
жет быть использован для изготовления трехслойных панелей. Поэтому возникает
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Рис. 1. Гофрокартон

потребность создания такой геометрии заполнителя, которая приводит к макси-
мальной несущей способности панели при минимальном его весе.

На сегодняшний день проведен ряд исследований по проектированию слоистых
материалов. Известны разработки, связанные с проектированием заполнителей ти-
па z -гофр и технологического оснащения для их производства [1–4], однако ис-
следования, связанные с изучением формообразования высоких заполнителей из
слоистых материалов, нам неизвестны.

При проектировании картонов и гофрокартонов используют в основном экспе-
риментальные методы (см., например, [5]), которые являются весьма затратными
из-за необходимости проведения множества экспериментов по исследованию запол-
нителей разной геометрии для каждого типа материала.

Слоистые и волокнистые материалы легко расслаиваются, кроме того, в силу
его малой жесткости может происходить потеря устойчивости элементов заполни-
теля даже при небольших нагрузках. Поэтому при изготовлении предварительной
биговкой необходимо знать, каким образом следует деформировать заготовку из
картона, чтобы получить качественную деталь. В связи с этим требуется решение
следующих задач:

1) создание модели деформирования конструкции заполнителя из картона и
разработка методики расчета предельной нагрузки, при которой конструкция раз-
рушается;

2) определение механических характеристик картона в конструкции заполни-
теля из экспериментов;

3) выявление закономерностей влияния геометрических параметров заполните-
ля на величину предельной нагрузки на основе численных экспериментов;

4) определение оптимальных по весу и несущей способности параметров гео-
метрии заполнителя.

1. Определение механических характеристик картона

С целью определения прочностных и жесткостных характеристик картона был
проведен ряд испытаний образцов картона на растяжение, сжатие, трехточечный
изгиб и сдвиг с использованием универсальной электродинамической испытатель-
ной системы Instron Electropuls E1000. Изготовление образцов и их испытания про-
водились согласно ГОСТам [6–8]. Испытания на изгиб проводились для длинных
и коротких образцов. В результате были получены зависимости напряжений от
деформаций (рис. 2–5).

Аналогичные испытания были проведены на растяжение, сжатие, изгиб образ-
цов из картона в поперечном направлении. Согласно построенным по эксперимен-
тальным данным диаграмм растяжения и изгиба картона видно, что после до-
стижения напряжениями некоторого предельного значения они практические не
растут, значит, возникает площадка текучести. Это позволяет аппроксимировать
диаграмму деформирования идеализированной кусочно-линейной диаграммой. На-
личие площадки текучести позволяет рассчитывать конструкции из картона по
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Рис. 2. Испытание образцов на сжатие Рис. 3. Испытание образцов на растяжение

Рис. 4. Испытание образцов на изгиб Рис. 5. Испытание образцов на сдвиг

теории предельного равновесия.
На основе данных, полученных в результате экспериментов на растяжение плос-

ких образцов из картона, определяется предел прочности в машинном (то есть в
направлении изготовления картона) и поперечном направлениях. Когда затрудни-
тельно экспериментальное определение пределов прочности на сжатие, вычисление
этого предела можно провести на основе более простых испытаний длинных балок
на трехточечный изгиб. При этом допустимо использование теории предельного
равновесия, тогда в задаче о трехточечном изгибе балки из разнопрочного мате-
риала эпюры напряжений в сечении примут вид, приведенный на рис. 6.

Для определения предела прочности на сжатие сначала находится положение
нейтральной линии из уравнения равновесия сил, изображенных на рис. 6:

∫

A1

σ+dA +
∫

A2

σ−dA = 0. (1)

Для балки с прямоугольным сечением положение этой нейтральной линии из
уравнения (1) определяется величиной

h1 =
σ+h

σ+ + σ−
,

где h – высота балки, h1 – положение нейтральной линии, l – длина балки, σ+ –
предел прочности на растяжение, σ− – предел прочности на сжатие.
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Рис. 6. Напряжения в сечении

Тогда из уравнения равновесия моментов

h−h1∫

0

b · σ · y dy +

0∫

−h1

b · σ · y dy = M

находим предел прочности на сжатие по формуле

σ− =
Pl/2− σ+(h− h1)2

h2
1

,

где P – предельная нагрузка.
При рассмотрении задачи изгиба короткой балки прогиб в центре содержит

изгибную и сдвиговую части:

w = wизг + wсдвиг =
Pl3

48EIизг
+

Pla

G12A
,

где a – коэффициент, зависящий от формы сечения [9] (в случае прямоугольного
сечения a = 0.3). Поскольку изгибная жесткость EIизг и модуль сдвига G12 неиз-
вестны, то для их определения необходимо составить систему уравнений. Для этого
следует провести не менее двух серий испытаний образцов с различными геометри-
ческими характеристиками. В нашем случае изгибная жесткость определялась из
экспериментов на изгиб длинных образцов, так как можно пренебречь величиной
wсдвиг .

Задача определения модуля сдвига G12 решалась следующим образом. Состав-
лялась невязка между экспериментальными и численными значениями прогибов

∆ =

√[
w1 −

(
Pl3

48EIизг
+

Pla

G12A

)]2

+ . . .

и при заданных геометрических размерах картона из условия минимума невязки
отыскивалось значение G12 [10, 11].

В табл. 1 представлены прочностные и жесткостные характеристики картона
толщиной 3 мм, полученные из экспериментов на растяжение, сжатие, сдвиг и
трехточечный изгиб в машинном (0◦ ) и поперечном (90◦ ) направлениях.

Для оценки несущей способности конструкции из картона использовался кри-
терий Цая –Ву [12]

F1σ1 + F2σ2 + F11σ
2
1 + F22σ

2
2 + F33τ

2
12 + 2F12σ1σ2 = 1, (2)

где

F1 =
1

σ+
1
+

1
σ−1

, F2 =
1

σ+
2
+

1
σ−2

, F11 = − 1
σ+

1σ−1
, F22 = − 1

σ+
2σ−2

, F33 =
1

τ2
12

.
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Табл. 1
Характеристики картона

Наименование Значение (МПа)
Предел прочности при растяжении 0◦ 15.127
Предел прочности при растяжении 90◦ 8.776
Предел прочности при сжатии 0◦ 10.067
Предел прочности при сжатии 90◦ 7.771
Кажущийся предел прочности при межслойном сдвиге 0.92
Модуль упругости при растяжении 0◦ 2582
Модуль упругости при растяжении 90◦ 1321
Модуль сдвига в плоскости G12 44.7

Коэффициент F12 необходимо определять на основе двухосного испытания,
проведение которого является довольно трудным. В работе [13] показано, что этот
коэффициент, как правило, является небольшим, поэтому в этой работе им прене-
брегалось.

Согласно экспериментальным данным (см. рис. 2, 4) на диаграммах растяже-
ния и изгиба картона видно, что после достижения напряжений некоторого зна-
чения они растут мало. Это позволяет аппроксимировать их идеализированными
кусочно-линейными диаграммами с площадкой текучести. Такая модель позволяет
рассчитывать конструкции по теории предельного равновесия.

2. Расчет по теории предельного равновесия

Максимальную нагрузку q∗ , которая гарантированно разрушает конструкцию
из картона, будем искать по теории предельного равновесия. В настоящей работе
задача решается методом вариации упругих характеристик [14, 15], который поз-
воляет получать нижнюю и верхнюю оценки предельной нагрузки без привлече-
ния сложного математического аппарата минимизации функционала при заданных
ограничениях.

Запишем уравнение поверхности текучести по критерию Цая –Ву (2) в виде

f({σ}) = 1. (3)

Из принципа максимума Мизеса [14] вытекает закон пластического течения

d{εp} = dµ
∂f({σ})

∂{σ} . (4)

Здесь dµ – вектор, коллинеарный нормали к поверхности текучести.
Для решения задачи о предельном состоянии преобразуем уравнение (3) к мат-

ричному виду [15]:
({σ} − {s})T [A]({σ} − {s}) = 1, (5)

Начнем с задачи оценки коэффициента предельной нагрузки снизу. Согласно
статической теореме [14], для оценки снизу необходимо найти вектор напряжений
{σ−} , который должен удовлетворять уравнениям равновесия и не выходить за
пределы поверхности текучести.

В теории предельного равновесия утверждение статической теоремы может
быть записано в виде

∫

Ω

{σ−}T {ξ+} dΩ ≤
∫

Ω

{q∗}T {u̇+∗} dΩ +
∫

S

{P∗}T {u̇+} dS,
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где {σ−} – статически допускаемое поле напряжений, {q∗}, {P∗} – компоненты
объемных и поверхностных предельных нагрузок, {u̇+}, {ξ+} – кинематически
возможные поля скоростей перемещений и скоростей пластических деформаций.

Запишем уравнение равновесия в операторной форме

L({σ}) = {Q∗}, (6)

где нагрузка {Q∗} имеет вид

{Q∗} = {Qc}+ {Q0}θ.

Здесь {Qc} – постоянная нагрузка (в частности, удельный вес), {Q0} – внешняя
нормированная нагрузка, θ – параметр нагрузки, описывающий процесс деформи-
рования.

Чтобы свести задачу к задаче для равнопрочного материала, введем обозначе-
ние

{τ0} =
{σ} − {s}

θ
.

Тогда уравнение (6) примет вид

L({τ0}) =
{qc}

θ
+ {q0} − L({s})

θ
.

Так как напряжения не должны выходить за пределы поверхности текучести,
можно допустить лишь то, что в некоторой точке вектор напряжений достигнет
поверхности текучести. В этом случае нижняя граница коэффициента предельной
нагрузки будет определяться соотношением

θ− =
1

max
x

√
f({τ0})

.

Если матрица [A] является неособенной, из соотношений (4) и (5) можно полу-
чить выражение

{σ+} =
[A]−1

√
{ξ}T [A]−1{ξ}

{ξ}+ {s},

где {ξ} = {dε/dθ} – вектор скорости пластических деформаций, {σ+} – вектор
напряжений.

Таким образом, задача оценки снизу коэффициента предельной нагрузки θ−
сводится к решению задачи деформирования конструкции из нелинейно-упругого
материала. Полученные уравнения равновесия можно решать методом простых
итераций.

Согласно [14], результаты, полученные в ходе определения нижней границы
предельной нагрузки, можно использовать для отыскания верхней границы θ+ .
По кинематической теореме верхняя граница коэффициента предельной нагрузки
θ+ вычисляется как отношение работы пластических деформаций к работе внеш-
них сил U , то есть

θ+ =
W

U
=

∫

Ω

{σ+}T {ε+} dΩ−
∫

Ω

{qc}T {u+} dΩ

∫

S

{q0}T {u+} dS

.
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3. Модельная задача

Рассмотрим задачу изгиба элемента панели из картона. Оценим предельную
нагрузку сверху по кинематической теореме теории предельного равновесия. Для
этого рассмотрим механизм разрушения картона, задаваемой схемой, изображен-
ной на рис. 7. Здесь

ψ = π − α, γ = α− β, β =
∆1

l1
,

θ =
∆− δ

l2
, ϕ = π − θ − γ, δ = l1(sinα− sin γ).

Рис. 7. Расчетная схема

Тогда оценка предельной нагрузки сверху находится из соотношения

P+ = MT (β + ψ − ϕ + θ),

где MT – предельный момент.
Предельную нагрузку оценим с помощью статической теоремы, согласно кото-

рой она ограничивается снизу величиной

P− = 2MT /a.

Задача вычисления P+, P− решалась и методом конечных элементов. Для
этого была разработана программа расчета конструкции из картона по теории
предельного равновесия на основе метода вариации упругих характеристик [15].
На рис. 8 представлено сеточное разбиение конструкции.

Рис. 8. Конечно-элементная сетка

На рис. 9 представлена диаграмма сходимости коэффициентов предельной на-
грузки сверху и снизу в зависимости от количества итераций.

Были получены значения предельных нагрузок, при которых конструкция до-
стигает предельного состояния при разных размерах толщины, высотах и углах
наклона картона в конструкции.
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Рис. 9. Сходимость предельной нагрузки

Рис. 10. Сравнительный анализ разных методов расчета

Для оценки результатов эта задача решалась также с помощью расчетного ком-
плекса ANSYS. В отличие от авторской программы, комплекс ANSYS позволяет
определять НДС по упруго-пластической модели деформирования, когда достиже-
ние предельного состояния определяется достижением нагрузки такого значения,
при котором отношение нормы приращения деформаций к норме приращения на-
грузки превышает некоторое значение (то есть когда решение задачи расходится).
Недостаток этого подхода заключается в том, что он позволяет оценить предель-
ную нагрузку лишь снизу [16, 17].

На рис. 10 представлены результаты расчетов предельной нагрузки в зависимо-
сти от угла наклона складчатого заполнителя по инженерной методике, по теории
предельного равновесия методом конечных элементов и с помощью расчетного ком-
плекса ANSYS.

Оптимальные параметры геометрии конструкции определяются из критерия
максимума отношения предельной нагрузки к весу конструкции. Ниже представ-
лены уровни значений удельной предельной нагрузки при разных значениях углов
наклона, толщины и высоты картона (см. рис. 11, 12), по которым можно выбрать
оптимальные параметры при наличии на них ограничений.

Заключение

Представлены результаты экспериментов, на основе которых получены проч-
ностные и жесткостные характеристики картона. Анализ этих результатов пока-
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Рис. 11. Зависимость предельной нагрузки от угла наклона α и толщины картона t
(слева – для высоты заполнителя h=0.01 м, справа – для h=0.02 м)

Рис. 12. Зависимость предельной нагрузки от угла наклона α и толщины картона t
(слева – для высоты заполнителя h=0.03 м, справа – для h=0.04 м)

зал возможность аппроксимации диаграмм деформирования кусочно-линейными
зависимостями, что позволяет рассчитывать конструкции по теории предельного
равновесия. Для оценки предельной нагрузки, приложенной к заполнителю из кар-
тона, разработана методика с использованием инженерного и конечно-элементного
методов. Приведены результаты расчетов, позволяющие выбрать оптимальные па-
раметры геометрии заполнителя из гофрированного картона.
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Abstract

The problem of estimation of the bearing capacity of panels with a folded filler from
cardboard has been considered.

The strength and stiffness characteristics of the cardboard along and across the fibers
have been determined by testing the cardboard samples for tension, compression, three-point
bending, and shear. The results of the experiments demonstrate that when the cardboard
is deformed after reaching a certain value, the yield surface is observed. This enables us to
calculate the structure of cardboard according to the theory of limit equilibrium.

A model of deformation of the structure of a core from cardboard has been constructed.
A technique for estimating its ultimate load has been developed. Based on the kinematic and
static theorems of the theory of limit equilibrium, the maximum load at which the structure
collapses is determined. The limiting load has been found using the method of variation of
elastic characteristics, which allows to obtain the lower and upper bounds of the limiting load
simultaneously. As a criterion for cardboard strength, the Tsai–Wu criterion has been used.
To sample the calculation area, the finite element method has been used.

The comparative analysis of the numerical calculations with the results obtained from ana-
lytical formulas has been carried out. Numerical experiments have been performed. The regu-
larities of the influence of geometrical parameters of the filler on the maximum load of the struc-
ture have been revealed. The optimal parameters of the geometry of the aggregate have been
determined from the condition of the minimum weight of the structure with its maximum
bearing capacity.

Keywords: limit load, experiment, identification, optimization, finite element method
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Figure Captions

Fig. 1. Corrugated cardboard.

Fig. 2. Compression test.

Fig. 3. Tensile Testing.

Fig. 4. Bending test.

Fig. 5. Shear test.

Fig. 6. Stresses in section.

Fig. 7. Calculation scheme.

Fig. 8. Finite-element mesh.

Fig. 9. Maximum load convergence.

Fig. 10. Comparative analysis of different calculation methods.

Fig. 11. Dependence of the maximum load on the angle of inclination α and the thickness
of the cardboard t (on the left – for h = 0.01 m, on the right – for h = 0.02 m).

Fig. 12. Dependence of the maximum load on the angle of inclination α and the thickness
of the cardboard t (on the left for h = 0.03 m, on the right for h = 0.04 m).
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