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Уважаемые участники!
Свои вопросы Вы можете задать по электронному адресу kazan-mat@mail.ru.
Общие комментарии по задачам и правила отправки работы смотрите на сайте

http://www.kazan-math.com. Рекомендуем Вам периодически обновлять страницу, чтобы
видеть самые последние общие комментарии.

Желаем успеха!

В следующем блоке задач оценивается полное решение, с обоснованием. Максимальный
балл за каждую из задач равен 7.

1. Мама с Вовочкой могут вскопать огород за 12 часов, папа с Вовочкой — за 4 часа,
а мама и папа, работая вдвоём — за 3 часа. За сколько времени Вовочка вскопает огород в
одиночку? Интенсивность работы каждого считаем постоянной.

2. Действительные числа a, b, c таковы, что a+ b
c

= b+ c
a

= c+ a
b

= M. Какие
значения может принимать величина M?

3. Площадь поверхности прямоугольного параллелепипеда равна 18. Чему равно
наименьшее возможное значение длины диагонали у такого параллелепипеда?

4. Трапеция ABCD с основаниями AB и CD вписана в окружность. На дуге AB, не
содержащей C и D, выбрана произвольная точка X. Докажите, что центры вписанных
окружностей треугольников AXD и BXC равноудалены от середины этой дуги.

5. Натуральное число n называется полусовершенным, если сумма всех или некото-
рых различных делителей, меньших n, совпадает с этим числом. Например, число 12 —
полусовершенное, так как его можно представить в виде суммы некоторых (не всех) его
делителей: 12 = 1 + 2 + 3 + 6.

а) Докажите, что каждое число вида 2k(2k+1 − 1), где k — натуральное, является
полусовершенным.

б) Докажите, что если k — натуральное, а p — нечётное простое число и p < 2k+1, то
2k · p — полусовершенное число.

Для каждой из следующих задач приведено «решение». В этом «решении» необходимо
найти ошибки, если таковые имеются, и написать верное решение. Максимальный балл за
каждую из задач этого блока также равен 7.

6. Трапеция ABCD с основаниями AD = 10 и BC = 7 такова, что треугольники ABD
и ACD равнобедренные, для одного из них AD является основанием. Найдите боковые
стороны трапеции.

«Решение». Пусть для определенности AD является основанием треугольника ABD.
Ясно, что сторона AD не может быть основанием треугольника ACD, иначе было бы
B = C. Значит, основанием равнобедренного треугольника ACD будет сторона CD или
диагональ AC.

Пусть, для определенности, CD — основание, и значит, AC = AD = 10. При этом
предположении найдём длину основания BC. Опустим из вершин B и C высоты BH и CM .
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Имеем AM2 = 102−h2, AM < 10. Далее, BC = HM = AM−AH = AM− 1
2
AD < 1

2
AD = 5,

так что верхнее основание не может быть равно 7.
«Ответ:» такой трапеции не существует.
7. Найдите наибольшее значение функции f(x) = (x2 + 2)

√
6− (x2 + 2)2.

«Решение». Обозначим t = x2 + 2, и найдём наибольшее значение функции g(t) =
= t

√
6− t2. Так как t ⩾ 0, то t =

√
t2, и значит, g(t) =

√
t2 · (6− t2).

Воспользуемся неравенством о средних
√
ab ⩽ 1

2
(a + b) для неотрицательных чисел

a = t2 и b = 6− t2, тогда g(t) ⩽ 1
2
(t2 + 6− t2), и значит, наибольшее значение функции g(t)

равно 3. Но max f(x) = max g(t), поэтому
«Ответ:» max f(x) = 3.
8. Решите уравнение: 3 sin 2x− cos 2x = 1.
«Решение». Воспользуемся формулами sin 2x = 2 tg x

1+tg2 x
, cos 2x = 1−tg2 x

1+tg2 x
. Обозначив

t = tg x, приходим к уравнению

6t

1 + t2
− 1− t2

1 + t2
= 1,

откуда 6t− 1 + t2 = 1 + t2, то есть t = 1
3
. Итак, получаем

«Ответ:» x = arctg 1
3
+ πn, где n — любое целое число.

9. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение имеет ровно два корня
на отрезке [0; π]: √

x− a · tg x =
√
x− a · ctg x.

«Решение». Уравнение приводится к виду
√
x− a · (tg x − ctg x) = 0. Произведение

множителей равно 0 только в случае, когда хотя бы один из них равен 0, и значит,[√
x− a = 0,

tg x = ctg x.

Из первого уравнения следует, что x = a, а второе равносильно tg2 x = 1, и поскольку
x ∈ [0; π], получаем x = π/4 или x = 3π/4. Если a отлично от значений π/4 и 3π/4, то
уравнение имеет три корня, что противоречит условию задачи. Значит, два корня будет
только в случае a = π/4 или a = 3π/4.

«Ответ:» a = π/4 или a = 3π/4.
10. При подготовке к зачёту студент выучил 25 вопросов из 36. Преподаватель задаёт

ему последовательно несколько вопросов. Зачёт ставится, когда он ответит правильно на
два вопроса. После ответа на два вопроса преподавателя студент ещё не получил зачёт.
Какова вероятность, что зачёт будет получен после ответа на третий вопрос?

«Решение». Возможны следующие варианты получить зачёт с третьей попытки. Отве-
ты студента на вопросы могут распределяться как A) «+−+» или B) «−++», где символ
«+» (или «−») означает, студент правильно (или неправильно) ответил на вопрос.

Вероятности этих событий соответственно равны

P (A) =
25

36
· 36− 25

36− 1
· 25− 1

36− 2
=

55

357
и P (B) =

36− 25

36
· 25

36− 1
· 25− 1

36− 2
=

55

357
.

Значит, искомая вероятность равна P (A) + P (B) = 2 · 55
357

= 110
357

.
«Ответ:» 110

357
.
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1. Ответ: никогда.
Выясним, сколько огородов вскопала бы каждая пара родственников за 12 часов. Мама

и Вовочка вскопают, очевидно, один огород, папа и Вовочка — 3 огорода, а мама и папа —
4 огорода. Заметим, что 3 + 1 = 4, то есть Вовочка в работе не участвовал.

2. Ответ: −1 или 2.
Прибавим 1 к каждой дроби, тогда получим

a+ b+ c

c
=

a+ b+ c

a
=

a+ b+ c

b
.

Последние равенства выполняются при a+ b+ c = 0. Если же a+ b+ c ≠ 0, то a = b = c. В
первом случае, величина M равна −1, во втором — M = 2.

3. Ответ: 3.
Пусть рёбра прямоугольного параллелепипеда — a, b и c. По условию задачи площадь

поверхности параллелепипеда равна 2(ab + bc + ca) = 18, и значит, ab + bc + ca = 9.
По теореме Пифагора квадрат длины его диагонали равен d2 = a2 + b2 + c2. Докажем
неравенство ab+ bc+ ca ⩽ a2 + b2 + c2. Действительно, умножим обе части на 2 и запишем
его в равносильной форме

2ab+ 2bc+ 2ca ⩽ 2a2 + 2b2 + 2c2 ⇐⇒ 0 ⩽ (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2.

Из этого неравенства следует, что значение d2 не меньше 9, то есть d ⩾ 3, причём
знак равенства возможен только в случае прямоугольного параллелепипеда, у которого
все рёбра равны a = b = c =

√
3, то есть для куба с ребром

√
3.

4. Если AX = BX, то утверждение задачи очевидно. Пусть для определённости AX <
BX (рис. 1). Обозначим через I1, I2 центры вписанных окружностей треугольниковAXD
и BXC соответственно, через P и Q — вторые точки пересечения прямых XI1 и XI2 с опи-
санной окружностью трапеции ABCD, а через R — середину дуги AXB этой окружности.

Рис. 1

По лемме о трезубце PA = PD = PI1 и QB = QC = QI2.
Действительно, XP — биссектриса, поэтому ∠AXP = ∠PXD, и значит, дуги AP и PD равны,

тогда PA = PD как хорды, стягивающие эти равные дуги. Внешний угол AI1P треугольника AI1X
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равен сумме углов XAI1 и AXI1, и так как AI1 и XI1 — биссектрисы, то ∠AI1P = 1
2∠A+ 1

2∠X.
Угол I1AP равен сумме углов I1AD и DAP . Но ∠I1AD = 1

2A, а ∠DAP = ∠PXD = 1
2∠X — как

вписанные. Отсюда следует, что ∠I1AP = 1
2∠A+ 1

2∠X = ∠AI1P , и значит, треугольник API1 —
равнобедренный, PA = PI1.

Так как ABCD — трапеция, то дуги APD и BQC равны, а значит, PD = QC как
хорды, стягивающие половины равных дуг. Следовательно, PI1 = QI2. Далее, PR = QR
как хорды, стягивающие равные дуги, а I1PR = I2QR как углы, опирающиеся на одну
дугу XR. Тогда треугольники I1PR и I2QR равны по двум сторонам и углу между ними.
Отсюда следует, что I1R = I2R, что и требовалось.

5. а) Представим число n = 2k · p, где p = 2k+1 − 1, в виде суммы его некоторых
собственных делителей (то есть делителей, меньших n). Используя формулу для суммы
членов геометрической прогрессии, запишем числа 2k−1 и 2k+1−1 в виде суммы различных
степеней двоек, тогда

n = (2k − 1)p+ p = (1 + 2 + 22 + . . .+ 2k−1)p+ (1 + 2 + 22 + . . .+ 2k).

В этом равенстве все слагаемые различны, так как каждое слагаемое первой группы больше
любого слагаемого второй. Кроме того, все слагаемые меньше n и являются его делителями.
Значит, число n — полусовершенное.

Замечание. Если число p = 2k+1 − 1 — простое, то n = 2k · p будет совершенным числом; у таких
чисел сумма всех собственных делителей равна самому числу n.

б) Представим число n = 2k · p в виде суммы его некоторых собственных делителей
(то есть делителей, меньших n). Запишем нечётное число p в двоичной системе счисления:

p = 1 + 2k1 + . . .+ 2ks .

Поскольку p < 2k+1, наибольшее слагаемое в этой записи не больше 2k, и значит, 0 < k1 <
. . . < ks ⩽ k. Теперь исходное число n можно представить требуемым образом:

n = (2k − 1)p+ p = (1 + 2 + 22 + . . .+ 2k−1)p+ (1 + 2k1 + . . .+ 2ks).

Здесь каждое слагаемое первой группы является делителем 2k−1 · p, а каждое слагаемое
второй группы — делителем 2k. Значит, все слагаемые в равенстве являются различными
собственными делителями n, поэтому n — полусовершенное число.

6. В «решении» не разобран случай, когда основанием равнобедренного треугольника
ACD является AC. Он не аналогичен предыдущему.

(Рис. 2.) Пусть AC — основание треугольника ACD, тогда CD = AD = 10. Найдём
высоту h = DM трапеции из прямоугольного треугольника CMD: h2 + 22 = 102, то есть
h2 = 96. Тогда AB2 = h2 + AH2 = 96 + 25 = 112.

7. Ответ: max f(x) = 2
√
2.

Выясним, при каком x функция f принимает своё наибольшее значение.
Равенство g(t) = 3 выполняется только при условии t2 = 6− t2, то есть t2 = 3. Однако

область значений переменной t = x2 + 2 — это промежуток [2;+∞), и значит, t2 ⩾ 4, то
есть функция f(x) не может принимать значение 3 ни при каком x.

Введём переменную u = (x2 + 2)2, которая с учётом ОДЗ принимает значения в
промежутке [4; 6], то есть 22 ⩽ (x2 + 2)2 ⩽ 6. Тогда f(x) =

√
u(6− u). Имеем u(6 − u) =

= 9− (u2 − 6u+ 9) = 9− (u− 3)2. График этой функции — парабола с вершиной в точке



Решения задач 3

3 и ветвями, направленными вниз. Значит, её максимальное значение на отрезке [4; 6]
достигается при u = 4 и равно 8, при этом наибольшее значение функции f(x) равно 2

√
2

и достигается при x = 0.
8. Ответ: есть ещё корни x = π

2
+ πn, n – любое целое число.

Формулы, указанные в «решении», можно использовать только в предположении, что
tg x ̸= 0, то есть при условии, что x ̸= π

2
+ πn, где n — целое. Несложно проверить, что эти

значения тоже удовлетворяют исходному уравнению, поэтому окончательный ответ нужно
дополнить указанной совокупностью.

Рис. 2 Рис. 3

9. Ответ: (−∞; 0 ] ∪
[
π
4
; π
2

)
∪
(
π
2
; 3π

4

)
.

В «решении» не учтено, что некоторые «корни» не входят в область допустимых
значений, и значит, число решений будет отлично от двух.

Приведём правильное решение. Из условия задачи следует, что x − a ⩾ 0, то есть
x ⩾ a. Кроме того, x ̸= 0; π/2;π. Изобразим на плоскости Oxa множество точек x ⩾ a с
абсциссами x ∈ [0; π], а также прямые x = π/4 и x = 3π/4 (рис. 3).

Множество решений уравнения состоит из отрезка прямой a = x, 0 ⩽ x ⩽ π, с исклю-
чённой точкой (π/2;π/2), двух лучей x = π/4 и x = 3π/4 (с ординатами a ⩽ x). Прямые
a = const пересекают множество решений в двух точках только в случае, если a ⩽ 0,
π/4 ⩽ a < π/2 или π/2 < a < 3π/4.

10. В задаче подсчитана вероятность другого события. Полученное в «решении» зна-
чение — это доля студентов, получивших зачёт после третьего вопроса, относительно всех
студентов с такими знаниями, а нужно найти долю студентов среди тех, кто не сдал зачёт
за два вопроса.

Итак, сначала подсчитаем долю студентов, не сдавших зачёт после двух вопросов. Она
равна

1− 25

36
· 25− 1

36− 1
=

11

21
.

Среди них доля сдавших зачёт с третьего вопроса равна

P = 2 · 55

357
:

(
1− 25

36
· 25− 1

36− 1

)
=

110

357
:
11

21
=

10

17
.

Это и есть искомая вероятность (она называется условной).


