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Аннотация

Работа посвящена исследованию внутренне вычислимо перечислимых отношений
на линейных порядках, таких как отношение соседства на вычислимых линейных по-
рядках и отношение блока на 1 -вычислимых линейных порядках. Для удобства изложе-
ния линейные порядки, сигнатура которых обогащена отношением соседства, называются
1 -вычислимым линейным порядком. Этот термин согласуется с известными результатами.

Доказывается, что для каждого 0′ -вычислимого линейного порядка L существует 1 -
вычислимый линейный порядок, спектр отношения блока которого совпадает с Σ0

1 -спект-
ром линейного порядка L . Спектром отношения блока линейного порядка R называется
класс тьюринговых степеней образа отношения блока на вычислимых представлениях R ,
а Σ0

1 -спектром линейного порядка L – класс тьюринговых перечислимых степеней пред-
ставлений L .

Этот результат позволяет получить ряд примеров спектров отношения блока 1 -вычис-
лимых линейных порядков. В частности, класс всех перечислимых n -высоких степеней
и класс всех перечислимых степеней, не являющихся n -низкими, реализуются спектрами
отношения блока некоторых 1 -вычислимых линейных порядков.
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Введение

В настоящей работе изучаются внутренне вычислимые и внутренне перечис-
лимые отношения на вычислимых алгебраических структурах и, в частности, на
линейных порядках. Алгебраическая структура с конечной сигнатурой называется
вычислимой, если основное множество и все отношения и функции структуры вы-
числимы. В частности, линейный порядок вычислим, если его основное множество
и отношение порядка вычислимы. Отношение на вычислимой структуре называ-
ется внутренне вычислимым или внутренне перечислимым, если оно является
вычислимым или, соответственно, перечислимым в любом вычислимом представ-
лении этой структуры (аналогично определяются внутренне Σn -отношения).

Исследования внутренне вычислимых и внутренне перечислимых отношений
берут свое начало с работы 1981 года К. Эша и А. Нероуда [1] и продолжаются
в большом количестве работ различных авторов. Например, здесь можно выделить
работу Д. Хиршфельдта [2], которая несет в себе ценность как самостоятельной
большой исследовательской работы, так и обзорной, в которой собрано большин-
ство известных на тот момент результатов в этом направлении исследований.

Самым естественным отношением на линейном порядке является отношение со-
седства. Два элемента линейного порядка называются соседними, если между ними
нет другого элемента этого порядка. Исследования алгоритмических свойств отно-
шения соседства имеет широкий спектр применения. Например, А.Н. Фролов [3] и
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А. Монталбан [4] независимо доказали, что линейный порядок имеет низкое пред-
ставление тогда и только тогда, когда он имеет 0′ -вычислимое представление
с 0′ -вычислимым отношением соседства. Дж. Реммел [5] показал, что вычисли-
мый линейный порядок является вычислимо категоричным тогда и только тогда,
когда он имеет лишь конечное число соседних элементов.

Очевидно, что дополнение отношения соседства является внутренне перечисли-
мым отношением. М. Мозес [6] показал, что линейный порядок имеет внутренне вы-
числимое отношение соседства тогда и только тогда, когда порядок содержит лишь
конечное число пар соседних элементов. Д. Хиршфельдт [7] доказал, что отношение
соседства либо внутренне вычислимо, либо его спектр бесконечен. А.Н. Фролов [8]
обобщил предыдущий результат, показав, что либо отношение соседства вычисли-
мого линейного порядка внутренне вычислимо, либо спектр отношения соседства
содержит в точности все перечислимые степени1. Понятие спектра отношений вы-
числимых алгебраических структур введено В. Харизановой [10] и сейчас является
широко используемым понятием.

Определение 1. Спектром отношения P вычислимой алгебраической струк-
туры A называется класс DgSpA(P ) = {degT (PB) | (∃B ∼= A) (B ≡T ∅)}.

М. Мозес [11] показал, что линейный порядок является 1 -вычислимым тогда
и только тогда, когда сам порядок и его отношение соседства вычислимы. Линей-
ный порядок называется 1-вычислимым (или 1 -разрешимым), если все формулы
над его сигнатурой с одним квантором равномерно вычислимы. Таким образом,
все внутренне перечислимые отношения, а также их дополнения, заданные фор-
мулой над сигнатурой линейного порядка, вычислимы относительно отношения
соседства.

Другим естественным отношением на линейном порядке является отношение
блока. Говорим, что два элемента находятся в отношении блока, если между ними
лишь конечное число элементов. Отношение блока (вместе с отношением соседства)
используется в описании 2-низких линейных порядках, это отношение играет осо-
бенную роль в описании 2 -низких дискретных, квазидискретных и разреженных
линейных порядках (см., например, [12–14]).

В работах [15–20] изучались вопросы алгоритмической независимости есте-
ственных отношений вычислимых линейных порядков, в том числе и отношений
соседства и блока.

Отметим, что отношение блока является внутренне Σ2 -отношением. М. Мозес
в [6] показал, что линейный порядок имеет внутренне вычислимое отношение блока
тогда и только тогда, когда порядок содержит конечное число точек, интервалы
между которыми либо пусты, либо имеют тип η , ω или ω∗ .

В настоящей работе рассматриваются вычислимые линейные порядки, сигна-
тура которых обогащена отношением соседства, которое также является вычисли-
мым. Другими словами, рассматриваются вычислимые алгебраические структуры
с двумя бинарными отношениями, первое из которых является отношением ли-
нейного порядка, а второе – отношением соседства, согласованным с отношением

1На самом деле в работе [8] показано, что спектр отношения соседства замкнут наверх в классе
перечислимых степеней для широкого класса вычислимых линейных порядков. Еще один пример
класса порядков, спектр отношения соседства которого замкнут наверх в перечислимых степенях
получен в [9]. Вопрос о замкнутости наверх в классе перечислимых степеней спектра отношения
соседства произвольного вычислимого линейного порядка с бесконечным числом пар соседних
элементов остается открытым. К сожалению, следующая работа Р.Доуни, Ш.Лемпп, Г.Ву, даю-
щая положительный ответ на поставленный вопрос, содержит неустранимую ошибку: Downey R.,
Lempp S., Wu G. On the complexity of the successivity relation in computable linear orderings // J.
Math. Log. – 2010. – V. 10. – P. 83–100.
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порядка. Такие вычислимые обогащенные порядки будем называть 1-вычисли-
мыми линейными порядками, что согласовывается с вышеприведенным резуль-
татом М. Мозеса [11].

Очевидно, что отношение блока 1 -вычислимого линейного порядка является
внутренне перечислимым отношением. М. Мозес [6] получил также описание 1 -
вычислимых линейных порядков, отношение блока которых является внутренне
вычислимым. А именно показано, что 1 -вычислимый линейный порядок имеет
внутренне вычислимое отношение блока тогда и только тогда, когда порядок со-
держит конечное число точек, интервалы между которыми либо пусты, либо яв-
ляются сильно η -схожими, либо имеют тип ω , ω∗ или ω + ω∗ . Линейный порядок
называется сильно η -схожим, если существует некоторое натуральное число k та-
кое, что если два элемента находятся в отношении блока, то количество элементов
между ними не превосходит k .

В настоящей работе также показывается, что для каждого 0′ -вычислимого ли-
нейного порядка L существует 1 -вычислимый линейный порядок, спектр отноше-
ния блока которого совпадает с Σ0

1 -спектром порядка L . Этот результат позво-
ляет получить ряд примеров спектров отношения блока 1 -вычислимых линейных
порядков. Впервые ограниченные спектры на линейных порядках ввел Р. Мил-
лер [21], им был построен пример ∆0

2 -спектра, содержащего в точности все нену-
левые степени. Затем А.Н. Фролов [22] построил вычислимые линейные порядки,
чьи ∆0

2 -спектры состоят в точности из всех n -высоких ∆0
2 -степеней и всех ∆0

2 -сте-
пеней, не являющихся n -низкими, для любого наперед заданного натурального n .
Впервые Σ0

1 -спектр использовался в [23] для исследования спектров отношения
соседства, примеры построенных в настоящей работе спектров будут приведены
ниже.

Определение 2. Σ0
1 -спектром линейного порядка L называется класс

SpecΣ0
1(L) = Spec(L)

⋂
Σ0

1 . Другими словами,

SpecΣ0
1(L) = {degT (L̃) ∈ Σ0

1 | L̃ ∼= L}.

1. Спектр отношения блока
1-вычислимых линейных порядков

В данном разделе докажем, что для каждого 0′ -вычислимого линейного по-
рядка A существует 1 -вычислимый линейный порядок B , спектр отношения блока
которого совпадает с Σ0

1 -спектром линейного порядка A . Для этого необходимо
следующие предложение и лемма.

Предложение 1. Пусть L – 1-вычислимый линейный порядок вида ζ · B для
некоторого бесконечного линейного порядка B . Тогда спектр отношения блока
замкнут наверх в перечислимых степенях.

Доказательство. Зафиксируем перечислимое множество A такое, что
FL ≤T A . Пусть As – эффективное перечисление множества A , то есть
As ⊆ As+1 и A =

⋃
s∈N

As . Построим вычислимый линейный порядок R ∼= L та-

кой, что FR ≡T A . Для этого в конструкции строится f – функция изоморфизма
из L в R .

Основная идея кодирования множества A в линейный порядок R заключа-
ется в построении последовательности (ax

s , bx
s ) такой, что x /∈ A тогда и толь-

ко тогда, когда ∃s¬FR(ax
s , bx

s ) . В этом случае множество A является перечисли-
мым относительно FR и, следовательно, A ≤T FR . На каждом шаге конструкции
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будем строить конечный линейный порядок Rs и изоморфизм

fs : Ls = (|Ls|, <L) → Rs = (|Rs|, < R).

Обозначим

Fs,L(x, y) = SuccL(x, y) ∨ (∃x1, . . . , xn ∈ Ls)(SuccL(x, x1)&
&SuccL(x1, x2)& · · ·&SuccL(xn, y)).

Тогда отношение Ps(x, y) = Fs,L(x, y) ∨ Fs,L(y, x) задает отношение эквивалент-
ности на множестве Ls . Таким образом, множество |Ls| является объединением
попарно непересекающихся классов эквивалентности. Обозначим через [a]s класс
эквивалентности на шаге s , содержащий элемент a .

Конструкция порядка R .
Шаг s = 0 . Пусть R = ∅ , f0 = ∅ и все наборы (ax

0 , bx
0) не определены.

Шаг s + 1 . Предположим, что на шаге s уже определены наборы (ax
s , bx

s ) для
любого x < s и построены конечный линейный порядок Rs и изоморфизм fs : Ls =
= (|Ls|, <L) → Rs = (|Rs|, < R) такие, что

a) {0, 1, . . . , s} ⊆ |Ls| и {0, 1, . . . , s} ⊆ |Rs| ;
b) ax

s <Rbx
s ;

c) пары элементов (f−1(ax
s ), f−1(bx

s )) лежат в различных классах эквивалент-
ности Ls тогда и только тогда, когда x /∈ As .

Пусть x ∈ L . Под добавлением элемента x в Ls+1 будем понимать следую-
щую процедуру. Найдем такие y, z ∈ Ls+1 , что y < L x<L z и ¬(y <L c<L z) для
всех c ∈ Ls . Выберем наименьшее натуральное число d , еще не использованное
в построении Rs+1 , и поместим его между элементами fs+1(y) и fs+1(z) . Добавим
элемент x в Ls+1 и определим fs+1(x) = d .

Под добавлением нового элемента будем понимать следующую конструкцию.
Выберем наименьшее натуральное число x ∈ |L| , еще не перечисленное в |Ls+1| ,
и добавим элемент x .

Добавим новый элемент.
Выполним следующие действия последовательно для каждого x < s , начиная с

0 . Назовем эту процедуру циклом x . В каждом цикле будем определять множество
Ix,s+1 ⊆ |L| .

Описание цикла x .
Определим I<x,s+1 =

⋃
y<x

Iy,s+1 , I<0,s+1 = ∅ , где Iy,s+1 – множество, которое

определяется на предыдущем цикле y .
Случай 1. Пусть x /∈ As+1 . Если в множестве |Ls+1| не существует пары эле-

ментов (a, b) такой, что a, b /∈ I<x,s+1 , a < b , ¬(Fs+1,L(a, b)) и ¬(a < z < b) для
любого z ∈ I<x,s+1 , то добавляем новый элемент и начинаем выполнение всех цик-
лов сначала. В противном случае выберем наименьшую такую пару в множестве
|Ls+1| и обозначим её через ax, bx . Определим (ax

s+1, b
x
s+1) = (fs+1(ax), fs+1(bx)) .

Определяем Ix,s+1 = [ax]s+1

⋃
[bx]s+1

⋃
[x]s+1 .

Случай 2. Пусть x ∈ As+1 . Если пара (ax
s , bx

s ) не определена или между элемен-
тами f−1(ax

s ) и f−1(bx
s ) есть элементы из I<x,s+1 , то выбираем наименьшую пару

элементов ax, bx ∈ Ls+1 , лежащих в одном предблоке (если такой пары нет, то до-
бавляем новый элемент и начинаем выполнение всех циклов сначала), определяем
ax

s+1 = fs+1(ax) и bx
s+1 = fs+1(bx) . Полагаем Ix,s+1 = [ax]s+1 .

Предположим, что пара (ax
s , bx

s ) определена. Обозначим a = f−1
s+1(a

x
s ) , b =

= f−1
s+1(b

x
s ) . Если элементы a, b лежат в одном предблоке, то переходим к следую-

щему циклу, полагая Ix,s+1 = Ix,s

⋃
[x]s+1 , если x ∈ As , и Ix,s+1 = [a]s+1

⋃
[x]s+1

в противном случае.
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Пусть элементы a, b не лежат в одном классе эквивалентности. Заметим, что
благодаря вычислимости отношения соседства на L для любого предблока можно
эффективно найти правого соседа для крайнего правого элемента этого предблока,
будем называть эти элементы правыми соседями предблока. Для каждого предб-
лока, лежащего между предблоками [a]s+1, [b]s+1 и предблока [a]s+1 , найдем их
правых соседей в L и добавим их. Обозначим T = {x | a < x, [x]s+1 ≤ [b]s+1} ,
V = fs+1(T ) . Найдем |T | правых соседей элемента a и перечислим их в Ls+1 .
Обозначим U = {x | a < x, x ∈ [a]s+1} .

Добавим |U | + |T \ U | − |V | новых элементов в Rs+1 между множеством V и
соседним справа от V элементом и обозначим множество добавленных элементов
через W . Изменим fs+1 , отобразив элементы из U

⋃
T на V

⋃
W с сохранением

порядка. Определяем ax
s+1 = ax

s , bx
s+1 = bx

s и Ix,s+1 = [a]s+1

⋃
[x]s+1

⋃ ⋃
z∈T

[z]s+1 .

Описание цикла x завершено. Определим SuccR(x, y) = SuccL(f−1
s+1(x), f−1

s+1(y))
для всех x, y ∈ Rs+1 .

Описание шага s + 1 и конструкции порядка R завершено.
Заметим, что для каждого x пары (ax

s , bx
s ) стабилизируются начиная с некото-

рого шага s0(x) (пара для x не стабилизируется, пока не стабилизируются пары
для всех y < x), причем шаг s0(x) вычислим относительно оракула A . Так как
x ∈ Ix,s для каждого x , то для любого s > s0(x) и y > x не могут быть вы-
полнены неравенства f−1(ay

s) < x < f−1(by
s) . Таким образом, подслучай случая 2,

в котором изменяется f , не изменит значение f на x . Поэтому fs(x) = fs0(x)(x)
для любого s > s0(x) . Значит, конструкция R корректно определяет отображе-
ние f , вычислимое относительно оракула A . Причем в силу условия a) f является
изоморфизмом. Так как f вычислимо относительно оракула A , то f−1 также вы-
числимо относительно оракула A . Таким образом, FR ≤T A .

Пусть s−1 = 0 . Заметим, что x ∈ A тогда и только тогда, когда x ∈ Asx , где
шаг sx > sx−1 – наименьший такой, что либо x ∈ Asx , либо ¬FR(ax

sx
, bx

sx
) . Итак,

множество A вычислимо относительно оракула FR . Значит, A ≡T FR .

Лемма 1. Пусть A – линейный порядок, вычислимый относительно перечис-
лимого множества X и deg(X) = x . Тогда существует x-вычислимый линейный
порядок B ∼= A , лежащий в классе Π0

1 .

Доказательство. Зафиксируем некоторую гёделеву нумерацию {q0, q1, . . .}
рациональных чисел Q . Без ограничения общности предполагаем, что ∆0

2 -ап-
проксимация {As}s∈ω универсума A линейного порядка A обладает свойством
A0(qi) = 0 для всех i . Построение Π0

1 -представления B начинаем с копии N×Q ,
упорядоченной по типу ω · η . В случае, если на шаге s для некоторого qi имеем
As(qi) = 0 , то удаляем все элементы вида (n, qi) для n ≤ s . В противном случае
оставляем наименьший к началу шага s элемент вида (n, qi) и удаляем следующий
за ним по порядку. Очевидно, что построенный таким образом линейный порядок
будет изоморфен A .

Нетрудно видеть, что функция наименьшего модуля

m(qi) = (µs)(∀t ≥ s)[At(qi) = A(qi)]

вычислима относительно множества X . Таким образом, элемент (n, qi) принадле-
жит универсуму B линейного порядка B тогда и только тогда, когда A(qi) = 1
и на шаге m(qi) выполнено (B(n, qi) = 1) & (∀k < n)(B(k, qi) = 0).

Другими словами, линейный порядок B вычислим относительно множества X .
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Теорема 1. Для каждого 0′ -вычислимого линейного порядка A существует
1-вычислимый линейный порядок B , спектр отношения блока которого совпада-
ет с Σ0

1 -спектром линейного порядка A . Другими словами, выполнено равенство
DgSpB(F ) = SpecΣ0

1(A) .

Доказательство. Пусть A является 0′ -вычислимым линейным порядком.
В [23] показано, если L является 0′ -вычислимым линейным порядком, то ζ · L
имеет вычислимое представление с вычислимым отношением соседства. Положим
B = ζ · A .

Пусть x ∈ DgSpB(F ) . Нетрудно видеть, что x ∈ Σ0
1 и x вычисляет некоторую

копию Ã линейного порядка A . Поскольку спектр линейного порядка замкнут
наверх, то x ∈ SpecΣ0

1(A) .
Докажем обратное. Пусть x ∈ SpecΣ0

1(A) . Тогда x ∈ Σ0
1 и по лемме 1 суще-

ствует x-вычислимый, принадлежащий классу Π0
1 линейный порядок A1

∼= A .
Аналогично [23] строим 1 -вычислимый линейный порядок B1

∼= B в виде следую-
щей суммы блоков

∑
qi∈A1

V (qi) . До тех пор, пока qi ∈ A1,s , естественным образом

строим блок V (qi) типа ζ . Если на некотором шаге qi /∈ A1,s , то присоединяем
блок V (qi) к ближайшему блоку V (qj) , где j < i . Стандартные приоритетные
рассуждения завершают конструкцию.

Заметим, что FB1(x, y) тогда и только тогда, когда для некоторого s эле-
менты x, y ∈ Vs(qi) и выполнено {0, . . . , i}⋂

A1 = {0, . . . , i}⋂
A1,s . Таким образом,

degT (FB1) ≤ x . В силу предложения 1 имеем, что спектр отношения блока по-
рядка B замкнут наверх в перечислимых степенях. Следовательно, существует
1 -вычислимый линейный порядок B′ ∼= B такой, что degT (FB′) = x . Значит,
DgSpB(F ) = SpecΣ0

1(A) .

Следствие 1. Для каждого натурального n существует 1-вычислимый ли-
нейный порядок A такой, что DgSpA(F ) состоит в точности из всех n-высоких
перечислимых степеней.

Следствие 2. Для каждого натурального n существует 1-вычислимый ли-
нейный порядок A такой, что DgSpA(F ) состоит в точности из всех перечис-
лимых степеней, не являющихся n-низкими.

В работе [23] показано, что для каждого натурального n существуют вычис-
лимые линейные порядки A1 и A2 такие, что SpecΣ0

1(A1) состоит в точности из
всех n -высоких перечислимых степеней, а SpecΣ0

1(A2) состоит в точности из всех
перечислимых степеней, не являющихся n -низкими2. Отсюда непосредственно из
теоремы 1 следуют оба следствия.
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Abstract

In this paper, we study the intrinsically computably enumerable relations on linear orde-
rings, such as the successor relation on computable linear orderings and the block relation on
1-computable linear orderings. For ease of reading, the linear ordering , in which the signature
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is enriched with the successor relation, is called 1-computable linear ordering. This notion is
consistent with the known results.

We have proved that for any 0′ -computable linear ordering L there exists a 1-computable
linear ordering, in which the degree spectrum of the block relation coincides with the Σ0

1 -
spectrum of the linear ordering L . The degree spectrum of the block relation of a linear
ordering R is called the class of Turing degrees of the images of the block relation on com-
putable presentations of R ; and Σ0

1 -spectrum of a linear ordering L is called the class of
Turing enumerable degrees of L .

This obtained result provides a number of examples of the spectra of the block relation of
1-computable linear orderings. In particular, the class of all enumerable highn degrees and
the class of all enumerable non-lown degrees are realized by the spectra of the block relation
of some 1-computable linear orderings.

Keywords: linear orders, 1-computability, block relation, successivity relation, spectra of
relations, intrinsically computably enumerable relations
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