
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 152, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2010
ÓÄÊ 519.958ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×ÈÎ �ÀÂÍÎÂÅÑÈÈ Ìß�ÊÎÉ ÑÅÒ×ÀÒÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈÏ�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÒÎ×Å×ÍÎÉ ÍÀ��ÓÇÊÈÈ.Á. Áàäðèåâ, Â.Â. Áàíäåðîâ, Î.À. ÇàäâîðíîâÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ìÿãêîé ñåò÷àòîéîáîëî÷êè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè, îïèñûâàþ-ùèå �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â íèòÿõ, îáðàçóþùèõ îáîëî÷êó, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè,íåóáûâàþùèìè è èìåþò ëèíåéíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñ�îðìóëèðîâàíà îáîáùåííàÿçàäà÷à â âèäå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà è óñòàíîâëåíà åå ðàçðåøèìîñòü.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìÿãêàÿ ñåò÷àòàÿ îáîëî÷êà, òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, ìîíîòîííûé îïå-ðàòîð, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèèìÿãêîé ñåò÷àòîé îáîëî÷êè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Ïîä ñåò÷àòîé ïîíè-ìàåòñÿ îáîëî÷êà, ñèëîâîé îñíîâîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñåòêà, îáðàçîâàííàÿ äâóìÿ ñå-ìåéñòâàìè âçàèìíî ïåðåêðåùèâàþùèõñÿ, àáñîëþòíî ãèáêèõ, óïðóãèõ íèòåé. Ïðåä-ïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè, îïèñûâàþùèå �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â íèòÿõ, ÿâëÿ-þòñÿ íåïðåðûâíûìè, íåóáûâàþùèìè è èìåþò ëèíåéíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè.Çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìÿãêîé ñåò÷àòîé îáîëî÷êè ðàññìàò-ðèâàëèñü è ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ïðè ýòîì îáîáùåííûå çàäà÷è �îðìóëèðî-âàëèñü â âèäå óðàâíåíèé èëè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îïåðàòîðîì, äåéñòâóþ-ùèì â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ðîñòà �óíêöèé, îïèñûâàþùèõ �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿâ íèòÿõ, èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà V =

[ ◦

W
(1)
2

]3 â ñîïðÿæåííîå ñ íèì, è ñî-îòâåòñòâåííî ðàññìàòðèâàëàñü ñèòóàöèÿ, êîãäà �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïëîòíîñòüâíåøíèõ èñòî÷íèêîâ, îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íà V .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷ òåîðèè ìÿãêèõ ñåò÷àòûõîáîëî÷åê ñ ìåíåå ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòüþ: â íåîäíîìåðíîì ñëó÷àå äåëüòà-�óíêöèÿÄèðàêà, ìîäåëèðóþùàÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó, ñîïðÿ-æåííîìó ñ V . Îáîéòè óêàçàííóþ âûøå òðóäíîñòü óäàëîñü áëàãîäàðÿ àääèòèâíîìóâûäåëåíèþ îñîáåííîñòè, ñâÿçàííîé ñ äåëüòà-�óíêöèåé.Îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ�îðìóëèðîâàíà â âèäå èíòåãðàëüíîãî òîæäå-ñòâà îòíîñèòåëüíî �óíêöèè èç [ ◦

W
(1)
1

]3 . Çàòåì ââåäåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷àñ ïðàâîé ÷àñòüþ, çàäàâàåìîé äåëüòà-�óíêöèåé. Äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è èç-âåñòíî ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå. Áëàãîäàðÿ ýòîìó îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà ñâåëàñüê`íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ â V . Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà îïåðà-òîðà, âõîäÿùåãî â ýòî óðàâíåíèå: îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü, ìîíîòîííîñòü,êîýðöèòèâíîñòü, ÷òî äàëî âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìûñóùåñòâîâàíèÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðè-ìåð, [2, 3℄). Äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé îáîáùåííîé çàäà÷è íåïóñòî, âûïóê-ëî è çàìêíóòî. Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèå îáîáùåííîé çàäà÷è íååäèíñòâåííî. Îäíàêîóñòàíîâëåíî, ÷òî óñèëèÿ â íèòÿõ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.



94 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ È Ä�.Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí ïðè ðàññìîòðåíèè ñòàöèî-íàðíûõ çàäà÷ �èëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñëåäóþùåé çàêîíó �èëüòðàöèèñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì, ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà (ñì. [4, 5℄).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííóþ çàäà÷ó î ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ìÿãêîé ñåò÷à-òîé îáîëî÷êè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óçëû ñåòè�èêñèðîâàíû, ìàòåðèàë, çàïîëíÿþùèé ïðîìåæóòêè ìåæäó íèòÿìè, íå ñîïðîòèâëÿ-åòñÿ äå�îðìàöèè è íè â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, íè â ïðîöåññå äå�îðìàöèè ñîñåäíèåíèòè íå ñîïðèêàñàþòñÿ. ß÷åéêè ñåòè ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè è íå ñîïðîòèâëÿþùèìèñÿñäâèãîâûì äå�îðìàöèÿì. Äå�îðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ äîïóñêàþòñÿ êîíå÷íûìè.Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, x2, x3) . Ñ÷èòàåì, ÷òîâ íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îáîëî÷êà ìîæåò áûòü îïèñàíà ïîâåðõíîñòüþ
ξ(α) = (ξ1(α), ξ2(α), ξ3(α)),ãäå α = (α1, α2) ∈ Ω � ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç R 2ñ íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó ãðàíèöåé Γ ; ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ ξ óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì:

ξ ∈
[

C1(Ω)
] 3

,
∣

∣

[

∂1ξ(α), ∂2ξ(α)
]
∣

∣ ≥ c > 0 ∀α ∈ Ω.Ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû (α1, α2) âûáåðåì òàê, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñîíà-ïðàâëåíû ñ íèòÿìè, îáðàçóþùèìè îáîëî÷êó.×åðåç w(α) = (w1(α), w2(α), w3(α)) îáîçíà÷èì �óíêöèþ, îïèñûâàþùóþ ïîâåðõ-íîñòü îáîëî÷êè â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, G(α) =
∣

∣

[

∂1w(α), ∂2w(α)
] ∣

∣

2 � äèñ-êðèìèíàíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïîâåðõíîñòè äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè.Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: ∂j = ∂/∂αj , j = 1, 2 , [·, ·] , (·, ·) è | · | �âåêòîðíîå, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìà â R 3 ñîîòâåòñòâåííî.Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ (äëÿ j = 1, 2): j∗ = 3 − j ; r j = ∂j w �âåêòîðà, îáðàçóþùèå êîâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ íà äå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõ-íîñòè; gj = | ∂j ξ | , Gj = | ∂j w | � ïàðàìåòðû Ëÿìå íåäå�îðìèðîâàííîé è äå�îð-ìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòåé îáîëî÷êè ñîîòâåòñòâåííî; r 1 , r 2 � âåêòîðà, îáðàçóþùèåêîíòðâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ íà äå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè: (rj , r m) =
= δj m.Îáîçíà÷èì ÷åðåç F j âíóòðåííþþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäèíèöó äëèíû α j∗-éêîîðäèíàòíîé ëèíèè (α j = const) äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè ñ òîé ñòîðîíû îáî-ëî÷êè, êóäà íàïðàâëåí âåêòîð r j , j = 1, 2 , ÷åðåç F j m � êîý��èöèåíòû ðàçëîæå-íèÿ ýòîé ïëîòíîñòè ñèë ïî åäèíè÷íûì âåêòîðàì ëîêàëüíîãî áàçèñà:

Fj =

2
∑

m=1

F j m

Gm
rm .Òîãäà êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé

T =

2
∑

j,m=1

T j mrj rmñâÿçàíû ñ ïîãîííûìè óñèëèÿìè F j m ñîîòíîøåíèÿìè √GT j m = F j m Gj∗/Gm (ñì.[6, ñ. 50℄).



ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 95Äëÿ ñåò÷àòîé îáîëî÷êè â ñèëó òîãî, ÷òî â âûáðàííîé ëàãðàíæåâîé ñèñòåìåêîîðäèíàò íàïðàâëåíèÿ îñåé ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè íèòåé, èìååì (ñì. [7℄):
F 1 2 = F 2 1 = 0 (òî åñòü ÿ÷åéêà ñåòè íå îêàçûâàåò ñîïðîòèâëåíèÿ ïîâîðîòó íè-òåé â óçëàõ ñêðåïëåíèÿ), F j j = bj(λj) ρj gj∗/Gj∗ , ãäå λj = Gj/gj � îòíîñèòåëüíûåñòåïåíè óäëèíåíèÿ.Çäåñü b1, b2 : R+ → R+ � �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå �èçè÷åñêèå ñâîéñòâàíèòåé, ρj : Ω → R+ � êîëè÷åñòâî íèòåé, ñîíàïðàâëåííûõ ñ αj-é êîîðäèíàòíîéîñüþ, íà åäèíèöó äëèíû αj∗-é êîîðäèíàòíîé îñè â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.Ýòè �óíêöèè îïðåäåëåíû êîíñòðóêöèåé ñåò÷àòîé îáîëî÷êè, è îòíîñèòåëüíî íèõñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ:

bj ∈ C(R+), (1)
bj(ζ) = 0 ïðè ζ ≤ 1 (2)(òî åñòü íèòè íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé),

bj(λ) > bj(ζ) ïðè λ > ζ ≥ 1, (3)ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c0, c1, k > 0 òàêèå, ÷òî ïðè λ ≥ 0 äëÿ j = 1, 2

ρj ∈ C(Ω), (4)
ρj(α) ≥ c0 > 0 ∀α ∈ Ω. (5)
k ζ − c1 ≤ bj(ζ) ≤ k ζ. (6)Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íàïðàâëåíèÿ rj íå ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè äëÿ òåí-çîðà T , õîòÿ ñìåøàííûå êîìïîíåíòû T j m (j 6= m) è ðàâíû íóëþ.Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë,â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. [6, ñ. 88℄):

2
∑

j=1

∂j

(

bj (|∂jw|/gj)

|∂j w|
ρj gj∗ ∂j w

)

+
√

GP +
√

Gγ Q = 0 , (7)ãäå P , Q � âåêòîðà ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîé è ìàññîâîé íàãðóçîê ñîîòâåòñòâåííî,
γ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû √

Gγ =
∣

∣

[

∂1ξ(α), ∂2ξ(α)
] ∣

∣

◦

γ , ãäå ◦

γ: Ω → R1 �çàäàííàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà íåäå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ðàâíà åäèíèöå ( ◦

γ= 1) è ρ1 = ρ2 = 1 . Ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêàïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ: P = 0 . Ïîýòîìó â ñèëó òîãî, ÷òî ∣∣ [∂1ξ, ∂2ξ
] ∣

∣ = 1 ,
g1 = g2 = 1 , óðàâíåíèå (7) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

2
∑

j=1

∂j

(

bj(|∂j w|)
|∂j w|

∂jw

)

+ Q = 0 , (8)Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü êðàÿ îáîëî÷êè çàêðåïëåííûìè:
w(α1, α2)

∣

∣

∣

Γ
= ξ(α1, α2)

∣

∣

∣

Γ
. (9)



96 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ È Ä�.Ïðèâåäåì âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (8), (9) â ïåðåìåùåíèÿõ: èñêîìîéáóäåò âåêòîð-�óíêöèÿ v = w − ξ òàêàÿ, ÷òî
2
∑

j=1

∫

Ω

(

bj (|∂j(v + ξ)|)
|∂j(v + ξ)|

∂j(v + ξ), ∂jη

)

dα −

−
∫

Ω

(Q(α), η(α)) dα = 0 ∀ η ∈ [C∞

0 (Ω)]3. (10)Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàññîâàÿ íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà îáîëî÷êó, ñîñðåäîòî÷å-íà âî âíóòðåííåé òî÷êå α∗ ìíîæåñòâà Ω è èìååò èíòåíñèâíîñòü q = (q1, q2, q3) ,
q1 = const , q2 = const , q3 = const .Íàðÿäó ñ ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷åé, ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷ ñ ìàññîâûìèíàãðóçêàìè Qε , ε → +0 ,

Qε : Ω → R3 : Qε(α) =











0, α /∈ Sε,

1

mes (Sε)
q, α ∈ Sε.ãäå Sε = {α ∈ Ω : |α − α∗| ≤ ε } .Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè η ∈

[

C1(Ω)
]3 èìååì:

∫

Ω

(Qε(α), η(α)) dα =

∫

Sε

(Qε(α), η(α)) dα =
1

mes (Sε)

∫

Sε

( q, η(α)) dα =

=
1

mes (Sε)
(q, η(α))

∣

∣

∣

∣

α=α′

ε
∈Sε

mes (Sε) = (q, η(α′

ε)) .Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷èì:
lim
ε→0

∫

Ω

(Qε(α), η(α)) dα = (q, η(α∗)) =

∫

Ω

(B(α − α∗), η(α)) dα,ãäå B(α) = (q1 δ(α), q2 δ(α), q3 δ(α)), δ � äåëüòà �óíêöèÿ Äèðàêà:
∫

Ω

δ(α) p(α) dα = p(0) ∀ p ∈ C∞

0 (Ω).Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ìàññîâóþ íàãðóçêó Q , ñîñðåäîòî÷åííóþ âîâíóòðåííåé òî÷êå α∗ , èíòåíñèâíîñòè q çàïèøåì â âèäå: Q(α) = B(α − α∗).Ïðèâåäåì îáîáùåííóþ �îðìóëèðîâêó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îïðåäåëèìïðîñòðàíñòâî ◦

W1
1(Ω) êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C∞

0 (Ω) ïî íîðìå
‖η‖ ≡ ‖∂1η‖L1

+ ‖∂2η‖L1
.Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (10) áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ v ∈

[

◦

W1
1(Ω)

]3òàêóþ, ÷òî
2
∑

j=1

∫

Ω

(

bj(|∂j(ξ + v)|)
|∂j(ξ + v)| ∂j(ξ + v), ∂jη

)

dα = (q, η(α∗)) ∀ η ∈
[

C∞

0 (Ω)
]3

. (11)
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W1
2(Ω) êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C∞

0 (Ω) ïî íîðìå
‖ζ‖ ≡ ‖∂1ζ‖L2

+ ‖∂2ζ‖L2
, ãäå ∥∥∂jζ

∥

∥

2

L2

=

∫

Ω

|∂jζ|2 dα, j = 1, 2,è îáîçíà÷èì V =
[

◦

W1
2(Ω)

]3

.�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ïîèñêà �óíêöèè φ = (φ1, φ2, φ3) òàêîé,÷òî










−k△φi = qiδ(α − α∗), α ∈ Ω,

φi(α) = 0, α ∈ Γ,

i = 1, 2, 3. (12)Çäåñü k � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ (6).�åøåíèå çàäà÷è (12) ñóùåñòâóåò è φi ∈
◦

W 1
1(Ω) äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, 3 (ñì.íàïðèìåð [8, ñ. 163℄). Ïîýòîìó φ ∈

[

◦

W1
1(Ω)

]3

.Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (12) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:Íàéòè φ : k

2
∑

j=1

∫

Ω

(∂jφ, ∂jη) dα = (q, η(α∗)) ∀ η ∈
[

C∞

0 (Ω)
]3

. (13)�åøåíèå çàäà÷è (11) áóäåì èñêàòü â âèäå v = u + φ , ãäå u ∈ V � íåèçâåñòíàÿ�óíêöèÿ, à φ � ðåøåíèå çàäà÷è (13). Ââåäåì äàëåå â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû
Λj : V →

[

L2(Ω)
]3

, Bj : R 3 → R 3 , j = 1, 2 , ïî �îðìóëàì:
Λj(u) = ∂j(ξ + u + φ), u ∈ V, (14)

Bj(y) =











bj(|y|)
|y| y, y 6= 0,

0, y = 0.

(15)Îòìåòèì, ÷òî Bj (Λj(u)(α)), α ∈ Ω , j = 1, 2 , � óñèëèÿ â òî÷êàõ íèòè.Ñ ó÷åòîì (13)�(15) çàäà÷à (11) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó �óíêöèè u ∈ V òàêîé, ÷òî
2
∑

j=1

∫

Ω

(Bj(Λj(u)), ∂jη) dα = k
2
∑

j=1

∫

Ω

(∂jφ, ∂jη) dα ∀ η ∈
[

C∞

0 (Ω)
]3

. (16)Â ñèëó (16) äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè η èç [C∞

0 (Ω)
]3

0 =
2
∑

j=1

(

∫

Ω

(

Bj(Λj(u)), ∂jη
)

dα − k

∫

Ω

(∂jφ, ∂jη)dα
)

=

=

2
∑

j=1

(

∫

Ω

( Bj(Λj(u)), ∂j η) dα−k

∫

Ω

(∂j(ξ+u+φ), ∂jη) dα+k

∫

Ω

(∂j(ξ+u), ∂jη) dα
)

=
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=

2
∑

j=1

(

∫

Ω

([

bj(|Λj(u)|) − k |Λj(u)|
] Λj(u)

|Λj(u)|
, ∂jη

)

dα + k

∫

Ω

(∂j(ξ + u), ∂jη) dα
)

=

=

2
∑

j=1

∫

Ω

([

bj(|Λj(u)|) − k |Λj(u)|
] Λj(u)

|Λj(u)|
, ∂jη

)

dα + k (ξ + u, η)V ,òî åñòü çàäà÷à (16) çàïèøåòñÿ â âèäå:
a1(u, η) + a2(u, η) + k (ξ + u, η)V = 0 ∀ η ∈

[

C∞

0 (Ω)
]3

,ãäå �îðìû aj : V × V → R 1 , j = 1, 2 , îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè:
aj(u, η) =

∫

Ω

([

bj(|Λj(u)|) − k |Λj(u)|
] Λj(u)

|Λj(u)|
, ∂jη

)

dα =

∫

Ω

[ bj (|Λj(u)|)
|Λj(u)|

− k
]

(

Λj(u), ∂jη
)

dα.Èç (6) èìååì, ÷òî
−c 1 = k |Λj(u)| − c 1 − k |Λj(u)| ≤ bj (|Λj(u)|) − k |Λj(u)| ≤ 0,à çíà÷èò,

∣

∣

∣
bj(|Λj(u)|) − k |Λj(u)|

∣

∣

∣
≤ c 1 j = 1, 2.Ïîýòîìó

|aj(u, η)| ≤ c 1

∫

Ω

1

|Λj(u)|

∣

∣

∣

(

Λj(u), ∂j η
)∣

∣

∣
dα ≤ c 1

∫

Ω

∣

∣ ∂j η
∣

∣ dα ≤ c∗1 ‖η‖, (17)ãäå c∗1 = c 1 (mes Ω) 1/2 .Îïðåäåëèì �îðìó a : V × V → R 1 ïî �îðìóëå
a(u, v) = a1(u, η) + a2(u, η) + k (ξ + u, η)V .Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà �îðìà ëèíåéíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, èç íåðàâåíñòâ (17) âûòå-êàåò, ÷òî îíà íåïðåðûâíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû �èññà �Ôèøåðà �îðìà a ïîðîæäàåò îïåðàòîð A : V → V ,

(Au, η)V = a(u, η) ∀u, η ∈ V. (18)Èç îöåíêè (17) ïîëó÷àåì, ÷òî
|a(u, η)| ≤ 2 c∗1 ‖η‖ + k (‖ξ‖ + ‖u‖ ) ‖η‖,ñëåäîâàòåëüíî,

‖Au‖ ≤ k ‖u‖ + k ‖ξ‖ + 2 c∗1,è, òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé îáîáùåííàÿ çàäà÷à (16) ýêâèâàëåíòíà âàðèà-öèîííîìó óðàâíåíèþ:Íàéòè u ∈ V : (Au, η)V = 0 ∀ η ∈ V. (19)



ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 99Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1)�(6). Òîãäà îïåðàòîð A îãðàíè÷åí,íåïðåðûâåí, ìîíîòîíåí, è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
(Au, u)V ≥ k ‖u‖2 − c∗ ‖u‖ ∀u ∈ V. (20)Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A óñòàíîâëåíà âûøå. Íåïðåðûâ-íîñòü îïåðàòîðà A ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè èç óñëîâèé (1), (2), (6) íà �óíêöèè

bj è ñâîéñòâ îïåðàòîðà Íåìûöêîãî (ñì. [9, ñ. 213℄).Äîêàæåì ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A .
(Au − Aη, u − η)V = (Au, u)V − (Au, η)V − (Aη, u)V + (Aη, η)V =

=

2
∑

j=1

∫

Ω

[

bj (Λj(u)|)
|Λj(u)|

− k

]

(

Λj(u), ∂j u
)

dα + k (u, u)V + k (ξ, u)V −

−
2
∑

j=1

∫

Ω

[

bj (|Λj(u)|)
|Λj(u)|

− k

]

(

Λj(u), ∂j η
)

dα − k (u, η)V − k (ξ, η)V −

−
2
∑

j=1

∫

Ω

[

bj (Λj(η)|)
|Λj(η)|

− k

]

(

Λj(η), ∂j u
)

dα − k (η, u)V − k (ξ, u)V +

+

2
∑

j=1

∫

Ω

[

bj (|Λj(η)|)
|Λj(η)|

− k

]

(

Λj(η), ∂j η
)

dα + k (η, η)V + k (ξ, η)V =

=

2
∑

j=1

∫

Ω

{

bj (|Λj(u)|)
|Λj(u)|

(

Λj(u), ∂j (u − η)
)

− k
(

Λj(u), ∂j (u − η)
)

−

− bj (|Λj(η)|)
|Λj(η)|

(

Λj(u), ∂j (u − η)
)

+ k
(

Λj(u), ∂j (u − η)
)

}

dα +

+ k (u, u)V − k (u, η)V − k (η, u)V + k (η, η)V =

=

2
∑

j=1

∫

Ω

( bj (Λj(u)|)
|Λj(u)|

Λj(u) − bj (|Λj(η)|)
|Λj(η)|

Λj(η), ∂j (u − η)
)

dα =

=

2
∑

j=1

∫

Ω

(

Bj(Λj(u)) − Bj(Λj(η)), Λj(u) − Λj(η)
)

dα.Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ z, y èç R3 è j = 1, 2 èìååì:
(Bj (z) − Bj (y) , z − y) =

= bj (|z|) |z| − bj (|z|) (z, y)

|z| − bj (|y|) (z, y)

|y| + bj (|y|) |y| ≥

≥ bj (|z|) |z| − bj(|z|) |y| − bj (|y|) |z| + bj (|y|) |y| =

=
[

(bj (|z|) − bj(|y|)
]

(|z| − |y|).



100 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ È Ä�.Ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèé (2), (3) �óíêöèè bj íå óáûâàþò, òî
(bj(ζ) − bj(µ)) (ζ − µ) ≥ 0, ∀ ζ, µ ≥ 0.Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(Bj(z) − Bj(y), z − y) ≥ 0 ∀ z, y ∈ R3, j = 1, 2. (21)Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (14), (15) è íåðàâåíñòâàìè (21), äëÿ ïðîèç-âîëüíûõ �óíêöèé u, v èç V ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:
(Au − Aη, u − η)V =

=

2
∑

j=1

∫

Ω

(Bj(Λj(u)) − Bj(Λj(η)), Λj(u) − Λj(η)) dα ≥ 0,òî åñòü A � ìîíîòîííûé îïåðàòîð.Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (20). Ïî îïðåäåëåíèþ
(Au, u)V = a(u, u) = a1(u, u) + a2(u, u) + k (ξ + u, u)V ≥

≥ −| a1(u, u) | − | a2(u, u) | − k | (ξ, u, )V | + k ‖u‖2.Èç îöåíîê (17) âûòåêàåò, ÷òî
(Au, u)V ≥ −(2 c∗1 + ‖ξ‖) ‖u‖+ k ‖u‖2,îòêóäà è ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (20).Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1)�(6). Òîãäà:

1) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (16) íåïóñòî, âûïóêëî è çàìêíóòî.
2) Åñëè v � ðåøåíèå çàäà÷è (11), òî v = u + φ , ãäå u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è (16), à φ � ðåøåíèå çàäà÷è (13).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (19) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A â âèäå (18) ñëåäóåò,÷òî çàäà÷à (16) ýêâèâàëåíòíà îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

Au = 0. (22)Â ñèëó ëåììû 1 îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì è íåïðåðûâíûì. Èç íåðàâåí-ñòâà (20) ñëåäóåò êîýðöèòèâíîñòü ýòîãî îïåðàòîðà. Ïîýòîìó íåïóñòîòà, âûïóêëîñòüè çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (22), à çíà÷èò, è çàäà÷è (16), âûòå-êàåò èç òåîðåìû 2.1 [3, ñ. 95℄.Ïóñòü v � ðåøåíèå çàäà÷è (11), φ � ðåøåíèå çàäà÷è (13). Ïîëîæèì u = v − φ .Â ñèëó (11), (13) äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè η ∈
[

C∞

0 (Ω)
]3 èìååì:

2
∑

j=1

∫

Ω

(Bj(Λj(v − φ))∂j(ξ + (v − φ) + φ), ∂jη) dα =

=

2
∑

j=1

∫

Ω

(

bj(|∂j(ξ + v)|)
|∂j(ξ + v)| ∂j(ξ + v), ∂jη

)

dα =

(q, η(α∗)) = k

2
∑

j=1

∫

Ω

(∂jφ, ∂jη) dα,òî åñòü u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (16)



ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 101Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèå çàäà÷è (16) íå åäèíñòâåííî. Îäíàêî ñïðà-âåäëèâàÒåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (6) è, êðîìå òîãî,
| bj(λ) − bj(ζ) | ≤ Lj |λ − ζ |, Lj > 0, j = 1, 2, ∀λ, ζ ≥ 0. (23)Åñëè u � ðåøåíèå çàäà÷è (16), φ � ðåøåíèå çàäà÷è (13), òî óñèëèÿ â íèòÿõ
Bj (Λj (u)) =















bj (|Λj (u)|)
|Λj (u)| Λj (u), |Λj (u)| 6= 0,

0, |Λj (u)| = 0

, j = 1, 2,îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàðÿäó ñ u , �óíêöèÿ u∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è (16), òî åñòü Au = Au∗ = 0 . Â [10℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé(2), (6), (23) ñïðàâåäëèâû òàê íàçûâàåìûå íåðàâåíñòâà ïîä÷èíåíèÿ
|Bj (y) − Bj (z) |2 ≤ Lj (Bj (y) − Bj (z), y − z ) ∀ y, z ∈ R3.Ïîýòîìó

0 = (Au−Au∗, u−u∗)V =

2
∑

j=1

∫

Ω

(

Bj (Λj (u))−Bj (Λj (u∗)) , Λj (u)−Λj (u∗)
)

dα ≥

≥
2
∑

j=1

1

Lj

∫

Ω

∣

∣Bj (Λj(u)) − Bj (Λj(u
∗))
∣

∣

2
dα,à çíà÷èò, Bj (Λj(u)) = Bj (Λj(u

∗)) , j = 1, 2 .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 08-01-00676,09-01-00814, 10-01-00728). SummaryI.B. Badriev, V.V. Banderov, O.A. Zadvornov. Existen
e of Solution of the EquilibriumSoft Network Shell Problem in the Presen
e of a Point Load.A spatial equilibrium soft network shell problem in the presen
e of a point sour
e is
onsidered. We assume that the fun
tions spe
ifying the physi
al relations in the threadsforming the shell are 
ontinuous, non-de
reasing and have linear growth at in�nity. Thegeneralized problem in the form of integral identity is formulated. The existen
e theorem isproved. Key words: soft network shell, point sour
e, monotone operator, existen
e theorem.Ëèòåðàòóðà1. Áàäðèåâ È.Á., Çàäâîðíîâ Î.À. Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äëÿñåò÷àòûõ îáîëî÷åê // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 1992. � � 11. � Ñ. 3�7.2. Ëèîíñ Æ.-Ë. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. � Ì.: Ìèð,1972. � 588 ñ.
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