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ÓÄÊ 519.714Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÎÄÈÍ �ÀÇ ×ÈÒÀÞÙÈÕÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ Ï�Î��ÀÌÌ�.�. ÌóáàðàêçÿíîâÀííîòàöèÿÓïîðÿäî÷åííûå îäèí ðàç ÷èòàþùèå âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîá-íîå ñðåäñòâî îïèñàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñõåì, áóëåâûõ �óíêöèé. Âìåñòå ñ òåì íå òîëüêî äåòåð-ìèíèðîâàííûå, íî è âåðîÿòíîñòíûå ñ îãðàíè÷åíèåì íà îøèáêó óïîðÿäî÷åííûå îäèí ðàç÷èòàþùèå âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû èìåþò íåïðèåìëåìî áîëüøîé (ýêñïîíåíöèàëüíûé) ðàç-ìåð äëÿ ðÿäà èçâåñòíûõ �óíêöèé. Äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ îäèí ðàç ÷èòàþùèõ âåòâÿùèõñÿïðîãðàìì ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè èçâåñòíû ëèøü ïðè î÷åíü ñèëü-íûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Â äàííîé ñòàòüå ýòè îãðàíè÷åíèÿ ÷àñòè÷íî ñíèìàþòñÿ çà ñ÷åò ïåðåõîäàê âåòâÿùèìñÿ ïðîãðàììàì, îïðåäåëÿåìûì ãðà�îì ïîðÿäêà. Äëÿ ýòèõ âû÷èñëèòåëüíûõìîäåëåé óäàåòñÿ äîêàçàòü ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóëåâà �óíêöèÿ, áèíàðíàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà, êëàññ ñëîæíî-ñòè, íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÎïðåäåëåíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì õîðîøî èçâåñòíî [1℄.Ýòà ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì àöèêëè÷åñêèì ãðà�îì, ó êîòîðîãîêàæäàÿ âåðøèíà, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ âûõîäîâ (ñòîêîâ), ñîîòâåòñòâóåò íåêîòî-ðîé ïåðåìåííîé è èìååò äâå èñõîäÿùèå äóãè, ïîìå÷åííûå íóëåì è åäèíèöåé. Äëÿ�èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âû÷èñëåíèå íà÷èíàåòñÿ â åäèíñòâåííîé íà-÷àëüíîé âåðøèíå, èäåò ïî äóãàì â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ è âîç-âðàùàåò çíà÷åíèå, êîòîðûì ïîìå÷åí âûõîä. Åñëè íà êàæäîì ïóòè êàæäàÿ ïåðåìåí-íàÿ âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, òî ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ îäèí ðàç ÷èòàþùåé(BP1 ). Êðîìå òîãî, åñëè ïåðåìåííûå ÷èòàþòñÿ â êàêîì-òî îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå,òî ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé BP1 , èëè OBDD .Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé, åñëè â íåé äîïóñ-êàþòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûå óçëû, òî åñòü óçëû, èç êîòîðûõ âûõîäÿò äâå íåïî-ìå÷åííûå äóãè. Ïðè íàëè÷èè â âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììå âåðîÿòíîñòíûõ óçëîâ, äëÿêîòîðûõ âûõîäíàÿ äóãà îïðåäåëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 , âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììàíàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé [2℄. Äëÿ ε , 0 ≤ ε < 1/2 , áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðîÿò-íîñòíàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà B (1 − ε)-âû÷èñëÿåò �óíêöèþ h , åñëè B âûäàåò
h(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1−ε äëÿ êàæäîãî âõîäà x . Òàêîå âû÷èñëåíèå íàçûâà-åòñÿ (1− ε)-âû÷èñëåíèåì, èëè âåðîÿòíîñòíûì ñ îãðàíè÷åíèåì íà îøèáêó, ðàâíûì
ε . Òàê êàê â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü òàêèå âû÷èñëåíèÿ, áóäåìíàçûâàòü èõ ïðîñòî âåðîÿòíîñòíûìè.Íà âåðîÿòíîñòíûå è äåòåðìèíèðîâàííûå ïðîãðàììû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñ-ïðîñòðàíÿþòñÿ ïîíÿòèÿ BP1 è OBDD . Ïîä ñëîæíîñòüþ (èëè ðàçìåðîì) âåòâÿ-ùåéñÿ ïðîãðàììû ïîäðàçóìåâàåòñÿ êîëè÷åñòâî åå äåòåðìèíèðîâàííûõ óçëîâ. Ïîäñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ (èëè ðåàëèçàöèè) �óíêöèè ïîíèìàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿñëîæíîñòü âû÷èñëÿþùåé åå ïðîãðàììû â ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå.



108 �.�. ÌÓÁÀ�ÀÊÇßÍÎÂÏóñòü M � íåêîòîðûé êëàññ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì, íàïðèìåð, OBDD , BP1 èò. ä. Òîãäà êëàññ áóëåâûõ �óíêöèé, âû÷èñëèìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè (íåäåòåðìè-íèðîâàííûìè) ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà òèïà M , îáîçíà÷èì P -M
(NP -M) . Ïóñòü BPP ε-M � êëàññ �óíêöèé, (1 − ε)-âû÷èñëèìûõ âåðîÿòíîñòíûìèâåòâÿùèìèñÿ ïðîãðàììàìè òèïà M ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà. Òîãäà BPP -M =

=
⋃

0≤ε<1/2

BPPε-M. Îòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè ñëîæíîñòè P,BPP ,NP â êîíòåê-ñòå OBDD õîðîøî èçó÷åíû [3℄. Íàïðèìåð, èçâåñòíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿîöåíêà ñëîæíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ OBDD [4℄. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ ¾öåëî-÷èñëåííîå óìíîæåíèå¿ (MULTn ) ñëîæíà äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ OBDD [5℄. Ôóíêöèÿ
MULTn îïðåäåëÿåòñÿ íà ïåðåìåííûõ x0, . . . , xn−1, y0, . . . , yn−1 êàê n-é áèò ïðî-èçâåäåíèÿ

(x0 . . . xn−1) × (y0 . . . yn−1).�àíåå íàìè áûëà èññëåäîâàíà ñëåäóþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ìîäåëü BP1 [6℄.Îïðåäåëåíèå 1. BP1 P íà n ïåðåìåííûõ X íàçîâåì BP1 ñ áîëüøîé OBDD÷àñòüþ (äëÿ êðàòêîñòè BP1 (OBDD)), åñëè ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî X ′ ⊂ X ïå-ðåìåííûõ ìîùíîñòè O(log2 n) è çíà÷åíèÿ d ïåðåìåííûõ èç X ′ òàêèå, ÷òî ïîäïðî-ãðàììà P ïîñëå �èêñèðîâàíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç X ′ ðàâíûìè d ÿâëÿåòñÿ
OBDD íà X \ X ′ .Â [6℄ íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü âûñîêèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè âåðîÿòíîñòíûõîäèí ðàç ÷èòàþùèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì ñ áîëüøîé OBDD ÷àñòüþ äëÿ ðàçëè÷-íûõ �óíêöèé, â ÷àñòíîñòè è äëÿ �óíêöèè MULTn . Áûëî äîêàçàíî òàêæå, ÷òî

BPP -OBDD ⊂ BPP -BP1 (OBDD) ⊂ BPP -BP1 .Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû, îïðåäåëÿåìûåãðà�îì ïîðÿäêà. Èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè �óíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèìèâåòâÿùèìèñÿ ïðîãðàììàìè.2. Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû, îïðåäåëÿåìûå ãðà�îì ïîðÿäêàÂûñîêèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè îòíîñèòåëüíî ëåãêî ïîëó÷àòü äëÿ OBDDâ ñèëó òîãî, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèëüíî îãðàíè÷åííûé êëàññ âåòâÿùèõñÿïðîãðàìì, îáëàäàþùèõ ðÿäîì óäîáíûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ. Â [7, 8℄ íåçàâèñè-ìî áûëî ïðåäëîæåíî ðàñøèðåíèå êëàññà OBDD çà ñ÷åò �èêñèðîâàíèÿ íå ïîðÿäêà÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ, à ãðà�à ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ.Îïðåäåëåíèå 2. �ðà� G , íàçûâàåìûé ãðà�îì ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿåò-ñÿ îäèí ðàç ÷èòàþùåé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé, èìåþùåé îäèí ñòîê, ïðè÷åì íàêàæäîì ïóòè îò êîðíÿ ê ñòîêó ÷èòàþòñÿ âñå ïåðåìåííûå. �îâîðÿò, ÷òî BP1 Bèìååò ãðà� ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ G , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Äëÿ ëþáîãî íà-áîðà çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn , åñëè ïåðåìåííàÿ xi ÷èòàåòñÿ â Bïåðåä ïåðåìåííîé xj , òî xi ÷èòàåòñÿ â G ïåðåä ïåðåìåííîé xj (çàìåòèì, ÷òî ïóòüâû÷èñëåíèÿ â G îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì).Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû, èìåþùèå ãðà� ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ, â àíãëîÿçû÷íîéëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ graph-driven, è äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðå-�èêñ gd. Îáîçíà÷èì ïðîãðàììó, îïðåäåëÿåìóþ ãðà�îì ÷òåíèÿ G , ÷åðåç G -BP1 .�ðà� ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ G , íàçûâàåìûé òàêæå ãðà�îì ïîðÿäêà, çàäàåò ïîðÿ-äîê, â êîòîðîì áóäóò ÷èòàòüñÿ ïåðåìåííûå, åñëè çà�èêñèðîâàòü èõ çíà÷åíèÿ. Äëÿ
OBDD òàêèì ãðà�îì áóäåò ¾ëèíåéíûé¿ ãðà� 
 n âåðøèíàìè, â êîòîðîì äóãè,



Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ Ï�Î��ÀÌÌ 109âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû, âåäóò â îäíó è òó æå âåðøèíó. Ëþáàÿ äåòåðìèíè-ðîâàííàÿ BP1 èìååò ãðà� ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ. Åñëè çà�èêñèðîâàòü ãðà� ÷òåíèÿïåðåìåííûõ G è ðàññìàòðèâàòü ëèøü îäèí ðàç ÷èòàþùèå âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû,èìåþùèå îäèí è òîò æå ãðà� ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ G , òî ìîæíî ñíîâà ëåãêî ìàíèïó-ëèðîâàòü âåòâÿùèìèñÿ ïðîãðàììàìè, â ÷àñòíîñòè ïðîâåðÿòü èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.Ïðè ðàñøèðåíèè âîçìîæíîñòåé âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì (ïðè ïåðåõîäå ê íåäåòåð-ìèíèðîâàííûì èëè âåðîÿòíîñòíûì ïðîãðàììàì) ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîìó ãðà�óïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì. Äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ (âåðî-ÿòíîñòíûõ) BP1 ãðà� ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ íå âñåãäà îïðåäåëåí, òàê êàê ïðè îäíèõè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ îíè ìîãóò ÷èòàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò íåäåòåðìè-íèðîâàííîãî (âåðîÿòíîñòíîãî) âûáîðà â ðàçëè÷íîì ïîðÿäêå. Òåì íå ìåíåå â ñèëóñëîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ òàêèõ êëàññîâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñóæåíèÿ äàæåêëàññà gd-ïðîãðàìì.Îïðåäåëåíèå 3. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ îäèí ðàç ÷èòàþùàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðî-ãðàììà B , èìåþùàÿ ãðà� ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ G , íàçûâàåòñÿ õîðîøî ñòðóêòóðè-ðîâàííîé (well-stru
tured), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà âåðøèí Bíà ìíîæåñòâî âåðøèí G òàêîå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà v â B è åå îáðàç f(v) â Gïîìå÷åíû îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèéâõîäíûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn : åñëè âû÷èñëåíèå â B ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó v ,òî âû÷èñëåíèå â G ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó f(v) .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåõîä â õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííîé ïðîãðàììå íå òîëüêîñîîòâåòñòâóåò G (êàê äëÿ gd-ïðîãðàìì), íî è îïðåäåëÿåòñÿ óïîìÿíóòûì îòîáðà-æåíèåì. Äëÿ gd-ïðîãðàììû B âåðøèíà v , äîñòèæèìàÿ íà ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ a è
b , ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûì âåðøèíàì G . Äåëî â òîì, ÷òî õîòÿ ïåðåìåí-íûå, ïðî÷èòàííûå â B äî v , íå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ïîñëå v , îíè ìîãóò ÷èòàòüñÿ âðàçíîì ïîðÿäêå. Â çàâèñèìîñòè îò íåäåòåðìèíèðîâàííîãî (âåðîÿòíîñòíîãî) âûáîðàïðîãðàììà ñ êîðíåì B ÷èòàåò ïåðåìåííûå â ðàçëè÷íîì ïîðÿäêå. Íî ýòîò ïîðÿäîêäîëæåí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ çíà÷åíèÿìè ïðî÷èòàííûõ ïåðåìåííûõ.Á. Áîëëèã ïîëó÷èëà ðåçóëüòàòû î ñîîòíîøåíèè êëàññîâ ñëîæíîñòè, îáðàçîâàí-íûõ ïðè ðàññìîòðåíèè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ BP1 , èìåþùèõ â êà÷åñòâå ãðà�à÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ äåðåâî [9℄ (çàìåòèì, ÷òî êëàññ BP1 (OBDD) ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-íèåì ýòèõ ïðîãðàìì), è ïîêàçàëà, ÷òî óìíîæåíèå ñëîæíî è äëÿ òàêèõ âåòâÿùèõñÿïðîãðàìì. Çàòåì â ñîàâòîðñòâå ñ äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè [10, 11℄ ðåçóëüòàò áûëðàñïðîñòðàíåí íà õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííûå íåäåòåðìèíèðîâàííûå BP1 .3. Âåðîÿòíîñòíûå âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû,îïðåäåëÿåìûå ãðà�îì ïîðÿäêàÏðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùèé �àêò:Ëåììà 1. Ïóñòü B � âåðîÿòíîñòíàÿ gd-BP1 îò n ïåðåìåííûõ 
 ãðà-�îì ÷òåíèÿ G , (1 − ε)-âû÷èñëÿþùàÿ �óíêöèþ f äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ [0, 1/2) .Òîãäà ñóùåñòâóåò õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ G-BP1 R , â êî-òîðîé âåðîÿòíîñòíûå âåðøèíû ðàñïîëîæåíû äî ÷òåíèÿ ëþáîé äåòåðìèíèðîâàí-íîé ïåðåìåííîé, (1−ε′)-âû÷èñëÿþùàÿ �óíêöèþ f äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε′ ∈ [ε, 1/2) .Ïðè ýòîì ðàçìåðû (êîëè÷åñòâî âåðøèí) ïðîãðàìì ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì |R| ≤
≤ O(n)|B|.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåðîÿòíîñòíûõ âåðøèí â B íàïóòè äî �èíàëüíîé âåðøèíû ðàâíî m . Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âûáîðîâ âåðî-ÿòíîñòíûõ ïåðåõîäîâ {a1, a2, . . . at}, t ≤ 2m , êàæäûé èç êîòîðûõ �èêñèðóåò äåòåð-ìèíèðîâàííóþ G-BP1 íà äåòåðìèíèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâîñîîòâåòñòâóþùèõ G-BP1 ÷åðåç Q = {B1, B2, . . . Bt} , t ≤ 2m .



110 �.�. ÌÓÁÀ�ÀÊÇßÍÎÂÄëÿ ïðîèçâîëüíîãî r âûáåðåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì íåçàâèñèìî r ïðîãðàìì èçìíîæåñòâà Q è ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíóþ G-BP1 R òàê, ÷òî â íà÷àëå ïðîãðàì-ìû ðàñïîëîæåíû âåðîÿòíîñòíûå óçëû, îáðàçóþùèå äåðåâî, ëèñòüÿ êîòîðîãî ñî-îòâåòñòâóþò êîðíÿì âûáðàííûõ ïðîãðàìì. Äëÿ �èêñèðîâàííîãî íàáîðà çíà÷åíèéïåðåìåííûõ {x1, x2, . . . xn} = y îáîçíà÷èì ÷åðåç PR(y) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó-÷åííàÿ ïðîãðàììà R äàåò íåâåðíîå çíà÷åíèå �óíêöèè f íà y . Ïóñòü P (y) � âåðîÿò-íîñòü òîãî, ÷òî PR(y) äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîé ïðîãðàììû R áîëüøå ε′ ∈ [ε, 1/2) .Èçâåñòíî [12℄, ÷òî P (y) íå ïðåâûøàåò c(ε, ε′)r äëÿ íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî
c(ε, ε′) < 1 . Ïóñòü r > n logc(ε,ε′)(1/2) . Òîãäà P (y) < (1/2)n .Ïðåäñòàâèì ñåáå ïðÿìîóãîëüíèê, ðàçáèòûé íà âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûåïîëîñû îäèíàêîâîé øèðèíû. Âåðòèêàëüíûå ïîëîñû ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæíûìçíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ �óíêöèè f (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî 2n ), à ãîðèçîíòàëüíûåïîëîñû � âñåâîçìîæíûì ïðîãðàììàì R . Çàøòðèõóåì ïåðåñå÷åíèå ïîëîñ, äëÿ êîòî-ðûõ PR(y) áîëüøå ε′ . Çàøòðèõîâàííîé ìîæåò áûòü ìåíåå (1/2)n ïëîùàäè ëþáî-ãî ñòîëáöà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà áåç çàøòðèõîâàííûõýëåìåíòîâ. Îíà ñîîòâåòñòâóåò èñêîìîé ïðîãðàììå R . Äëÿ ðàçìåðîâ ïðîãðàìì âåð-íî íåðàâåíñòâî |R| ≤ r|B| . Òàê êàê r ìîæíî âçÿòü ðàâíûì ⌊n logc(ε),ε′)(1/2)⌋ , òî
|R| ≤ O(n)|B|.Ïî ïîñòðîåíèþ ïðîãðàììó R ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè. Â êîðíåâîé ÷à-ñòè ðàñïîëàãàþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå âåðøèíû è îíè îáðàçóþò äåðåâî. Êàæäûé ëèñòýòîãî äåðåâà ïîðîæäàåò ïîäãðà�, ÿâëÿþùèéñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé G-BP1 . Ñî-õðàíÿÿ ïðèâåäåííûå îöåíêè ðàçìåðà R , ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîãðàììó òàê, ÷òîáûýòè ïîäãðà�û íå ïåðåñåêàëèñü. Òîãäà ñâîéñòâî õîðîøåé ñòðóêòóðèðîâàííîñòè äëÿ
R âûïîëíèòñÿ.Äëÿ ïðîèçâîëüíîé õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííîé âåðîÿòíîñòíîé BP1 âåðíî ñëå-äóþùåå.Ëåììà 2. Ïóñòü B � õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ G′-BP1 îò
n ïåðåìåííûõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãðà� G , ÿâëÿþùèéñÿ ãðà�îì ïîðÿäêà, òàêîé,÷òî B ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííîé âåðîÿòíîñòíîé G-BP1 . Ïðè ýòîìðàçìåðû (êîëè÷åñòâî âåðøèí) ïðîãðàìì ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì |G| ≤ 2(n − 1)|B| .Äîêàçàòåëüñòâî. Óäàëèì èç G′ âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ îòñóòñòâóþò â B âåð-øèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè õîðîøåé ñòðóêòóðèðîâàííîñòè. Åñëè äóãà âåäåòâ óäàëÿåìóþ âåðøèíó v , ïåðåíàïðàâèì åå â ëþáîé íåóäàëÿåìûé ïîòîìîê w âåð-øèíû v . Ñâîéñòâî õîðîøåé ñòðóêòóðèðîâàííîñòè ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âîññòàíî-âèòü w . Â ðåçóëüòàòå ðàçìåð ïîëó÷åííîãî èç G′ ãðà�à íå áîëåå ÷åì |B| . Ïîñêîëü-êó â ãðà�å ïîðÿäêà íà êàæäîì ïóòè îò êîðíÿ äî ñòîêà ÷èòàþòñÿ âñå ïåðåìåííûå,íåîáõîäèìî äîáàâèòü ìåæäó âåðøèíàìè v è w äëÿ êàæäîé äóãè (v, w) �èêòèâíûåâåðøèíû ñ ïîìåòêàìè òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå íå ïðî÷èòàíû íà ïóòÿõ îò êîðíÿäî v , íî ìîãóò áûòü ïðî÷èòàíû íà ïóòÿõ îò êîðíÿ äî w . Òàê êàê èç êàæäîé âåð-øèíû âûõîäèò 2 äóãè, êîòîðûå ìîãóò âåñòè â OBDD äëèíû íå áîëåå ÷åì n − 1 ,ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó .Èç äîêàçàííûõ ëåìì âûòåêàåòÑëåäñòâèå 1. Ïóñòü B � âåðîÿòíîñòíàÿ gd-BP1 îò n ïåðåìåííûõ 
 ãðà-�îì ÷òåíèÿ G , (1 − ε)-âû÷èñëÿþùàÿ �óíêöèþ f äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ [0, 1/2) .Òîãäà ñóùåñòâóåò ãðà� ÷òåíèÿ G è õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
G′ -BP1 R , â êîòîðîé âåðîÿòíîñòíûå âåðøèíû ðàñïîëîæåíû äî ÷òåíèÿ ëþáîéäåòåðìèíèðîâàííîé ïåðåìåííîé, (1−ε′)-âû÷èñëÿþùàÿ �óíêöèþ f äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî ε′ ∈ [ε, 1/2) . Ïðè ýòîì ðàçìåðû (êîëè÷åñòâî âåðøèí) ïðîãðàìì ñâÿçàíû íåðà-âåíñòâîì |G′| ≤ O(n2)|B|.



Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ Ï�Î��ÀÌÌ 111Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ MULTn îò 2n ïåðåìåííûõ Z = X∪Y ýêñïîíåíöèàëüíîñëîæíà äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ îäèí ðàç ÷èòàþùèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì, èìåþùèõãðà� ÷òåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäà-åò ñ äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ [10℄. Äåòàëè ýòîãî äîêàçà-òåëüñòâà äîâîëüíî ñëîæíû, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ëèøü îñíîâíûå èäåè.�àññìàòðèâàåòñÿ ïîä�óíêöèÿ MULT ∗
n �óíêöèè MULTn , îñóùåñòâëÿþùàÿ ïå-ðåìíîæåíèå ëèøü íå÷åòíûõ ÷èñåë (xn−1 = yn−1 = 1). �àññìîòðèì ìíîæåñòâà A,

B, Y äâîè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë, èìåþùèõ íå áîëåå ÷åì n ðàçðÿäîâ, ïðè÷åì Y ñîäåð-æèò ëèøü íå÷åòíûå ÷èñëà. Ïîñòðîèì ìàòðèöó M ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïðî-èçâîëüíûõ ÷èñåë a ∈ A, b ∈ B, y ∈ Y ýëåìåíò ìàòðèöû M íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè,ñîîòâåòñòâóþùåé a , è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî (b, y) , ðàâåí MULT ∗
n(a + b, y) .Â [10℄ äîêàçàíî, ÷òî M ñîäåðæèò òðåóãîëüíóþ ïîäìàòðèöó, íèæíÿÿ îöåíêà äëÿðàçìåðà s êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ìîùíîñòåé ìíî-æåñòâ A, B, Y . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñòðîÿòñÿ òàêèå ïîäìíîæåñòâà

{a1, . . . , as} ⊆ A, {b1, . . . , bs−1} ⊆ B è ÷èñëî y ∈ Y , ÷òî
MULT ∗

n(ai + bj , y) = 1 ⇔ i < j.Äàííûé ïîèñê äàëåêî íå òðèâèàëåí è íå ñâîäèòñÿ (êàê â ñëó÷àå áîëåå ïðîñòûõìîäåëåé) ê ðàññìîòðåíèþ ÷èñåë y , ñîäåðæàùèõ äâå åäèíèöû, êîãäà óìíîæåíèå�àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèåì ¾÷àñòåé¿ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ, è, ñîîòâåòñòâåí-íî, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, îñóùåñòâëÿåòñÿ ëè ïðè ñëîæåíèè ¾ïåðåíîñ¿ ðàçðÿäàèëè íåò. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îöåíêè s íå âàæíî, êàêîâû ìíîæåñòâà A, B, Y , ñóùå-ñòâåííû ëèøü èõ ìîùíîñòè.Ïóñòü f � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ X , à (X1, X2) � ðàçáèåíèå X .�àññìîòðèì íåêîòîðóþ �óíêöèþ f1 îò ïåðåìåííûõ X . Ïóñòü äëÿ ëþáîãî âåêòî-ðà x2 çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç X2 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x1 çíà÷åíèé ïåðåìåííûõèç X1 òàêèõ, ÷òî íà (x1, x2) �óíêöèè f è f1 ñîâïàäàþò, èìååò ìîùíîñòü íå ìåíåå÷åì ε2|X1| . Òîãäà f1 íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé, ε-áëèçêîé ê f . Ôèëüòðîì F ìíîæå-ñòâà X íàçîâåì îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ X (ñì. [10℄). Àññîöèèðóÿëþáîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ñ X2 , ïîëó÷àåì (X1, X2)-ðàçáèåíèå X , X1 = X \ X2 .Ïóñòü F � �èëüòð ìíîæåñòâà X , è äëÿ ëþáîãî àññîöèèðîâàííîãî ñ F (X1, X2)-ðàçáèåíèÿ X âåðíî ñëåäóþùåå. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ′ , ε-áëèçêîé ê f , ñëîæíîñòüêîììóíèêàöèîííîãî âåðîÿòíîñòíîãî (X1, X2)-ïðîòîêîëà (âû÷èñëèòåëè ÷èòàþò ïå-ðåìåííûå èç X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî) íå ìåíåå ÷åì l . Òîãäà ëèáî ñëîæíîñòü âåðî-ÿòíîñòíîé G-BP1 B , âû÷èñëÿþùåé f , íå ìåíåå ÷åì 2l + 1 , ëèáî ðàçìåð G áîëåå÷åì 1/ε .Äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ îò ïðîòèâíîãî, òî åñòü ðàçìåðû B è G îãðàíè÷èâàþòñÿñâåðõó. Â G ëþáîå ðåáðî ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X íà ïîäìíîæåñòâà:
X1 � òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðî÷èòàíû äî ýòîãî ðåáðà, è X2 � îñòàâøèõñÿ. Íàé-äåòñÿ ðåáðî e , êîëè÷åñòâî ïóòåé äî êîòîðîãî íå ìåíåå ÷åì 2|X1|/|G| . �àññìîòðèìñëåäóþùåå êîììóíèêàöèîííîå âû÷èñëåíèå �óíêöèè f ′ , êîãäà âû÷èñëèòåëè ÷èòà-þò ïåðåìåííûå èç X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâûé âû÷èñëèòåëü çàïóñêàåò B íàïóòÿõ äî e è ïåðåäàåò ïîìåòêó âåðøèíû B âòîðîìó âû÷èñëèòåëþ, òî åñòü íå áî-ëåå ÷åì log2 |B| áèò. Âòîðîé âû÷èñëèòåëü ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèå íà B , íà÷èíàÿñ ïîëó÷åííîé âåðøèíû. Íà äðóãèõ âõîäàõ çíà÷åíèå âû÷èñëÿåìîé �óíêöèè íåñó-ùåñòâåííî. Âû÷èñëÿåìàÿ �óíêöèÿ áóäåò ε-áëèçêîé ê f , è åå êîììóíèêàöèîííàÿñëîæíîñòü áóäåò ìåíüøå l . Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.Äëÿ MULT ∗

n ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ðàçáèòî íà X è Y . Ôèêñèðóþòñÿ ÷èñ-ëà ε è k , çàâèñÿùèå îò n, è �èëüòð F, ñîäåðæàùèé ïîäìíîæåñòâà ìîùíîñòè k .



112 �.�. ÌÓÁÀ�ÀÊÇßÍÎÂÄëÿ ëþáîé ε-áëèçêîé ê MULT ∗
n �óíêöèè f âåðíî ñëåäóþùåå. Àññîöèèðîâàííîåñ F ðàçáèåíèå ñîîòâåòñòâóåò êîììóíèêàöèîííîìó âû÷èñëåíèþ, êîãäà ïåðâûé âû-÷èñëèòåëü ÷èòàåò ïåðåìåííûå èç X1, Y1 , à âòîðîé � èç X2, Y2 . Èç òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî çà�èêñèðîâàòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç Y1òàê, ÷òî êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç X1 , íà êîòîðûõ �óíêöèè

MULT ∗
n è f ðàâíû, íå ìåíåå ÷åì ε2k/2 . Ïîëó÷àåì êîììóíèêàöèîííóþ ìàòðèöó,ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò äàííûì çíà÷åíèÿì X1 , à ñòîëáöû � âñåâîçìîæíûìçíà÷åíèÿì X2, Y2 . Ïîäîáðàâ íóæíûå çíà÷åíèÿ ε è k , ìîæíî ïîëó÷èòü ýêñïîíåí-öèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó íà ðàçìåð s òðåóãîëüíîé ïîäìàòðèöû.Êàê èçâåñòíî [5℄, ïðåäïîëîæåíèå î ïîëèíîìèàëüíîé âåðîÿòíîñòíîé âû÷èñëè-ìîñòè �óíêöèè g , èìåþùåé áîëüøóþ òðåóãîëüíóþ ïîäìàòðèöó, ïðèâîäèò ê âû-âîäó î ïîëèíîìèàëüíîé âåðîÿòíîñòíîé êîììóíèêàöèîííîé âû÷èñëèìîñòè ëþáîé�óíêöèè f . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òàêîãî êîììóíèêàöèîííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâûéâû÷èñëèòåëü çàïóñêàåò âû÷èñëåíèå g íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç íà íàáîðå x1 ñâî-èõ ïåðåìåííûõ, âòîðîé âû÷èñëèòåëü ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèå g , äåëàÿ ðàçëè÷íûåïðåäïîëîæåíèÿ î çíà÷åíèÿõ x1 è îòîæäåñòâëÿÿ èõ ñî çíà÷åíèÿìè ñâîèõ ïåðåìåí-íûõ. Â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòîâ îí ñìîæåò îïðåäåëèòü ïðàâèëüíî çíà÷åíèå x1ñ íåîáõîäèìîé âåðîÿòíîñòüþ.Òàê êàê ðàçìåð s ïîäìàòðèöû ýêñïîíåíöèàëåí è ñóùåñòâóþò �óíêöèè, èìå-þùèå âåðîÿòíîñòíóþ êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü áîëüøóþ, ÷åì ëîãàðè�ì îòêîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ïîëèíîìè-àëüíîé âû÷èñëèìîñòè MULTn íà âåðîÿòíîñòíûõ îäèí ðàç ÷èòàþùèõ âåòâÿùèõñÿïðîãðàììàõ, èìåþùèõ ãðà� ÷òåíèÿ.SummaryR.G. Mubarakzjanov. On the Complexity of Randomized Read-on
e Bran
hing Programs.Ordered binary de
ision diagrams are a well known 
omputational model. Graph-drivenread-on
e bran
hing programs presented in this paper generalize this model. Exponential lowerbound of the 
omplexity of su
h programs for integer multipli
ation is proven.Key words: Boolean fun
tion, binary bran
hing program, 
omplexity 
lass, 
omputation
omplexity lower bound. Ëèòåðàòóðà1. Wegener I. Bran
hing Programs and Binary De
ision Diagrams: Theory and Appli
ations.SIAM Monographs on Dis
rete Mathemati
s and Appli
ations. � Philadelphia, USA: So
.Ind. Appl. Math., 2000. � 408 p.2. Ablayev F., Karpinski M. On the power of randomized ordered bran
hing programs //Pro
. ICALP'96. LNCS. � Springer, 1996. � No 1099. � P. 348�356.3. Ablayev F., Karpinski M., Mubarakzjanov R. On BPP versus NP ∪ coNP for OrderedRead-On
e Bran
hing Programs // Theoret. Comp. S
i. � 2001. � V. 264. � P. 127�137.4. Ablayev F. Randomization and nondeterminism are in
omparable for ordered read-on
ebran
hing programs // Pro
. ICALP'97. LNCS. � Springer, 1997. � No 1256. � � P. 195�202.5. Ablayev F., Karpinski M. A lower bound for integer multipli
ation on randomized read-on
e bran
hing programs // Ele
troni
al Colloquium on Computational Complexity:ECCC TR98-011. � Trier: Trier University, 1998. � URL: http://www.e


.uni-trier.de/ECCC/.6. Ìóáàðàêçÿíîâ �.�. Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ áèíàðíûõ ïðîãðàìì ñáîëüøîé óïîðÿäî÷åííîé ÷àñòüþ // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 2006. � � 6. � C. 86�94.



Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ Ï�Î��ÀÌÌ 1137. Gergov J., Meinel C. E�
ient Boolean manipulation with OBDD s 
an be extended to
FBDD s // IEEE Trans. on Computers. � 1994. � No 43. � P. 1197�1209.8. Sieling D., Wegener I.Graph driven BDDs � a new data stru
ture for Boolean fun
tions //Theoret. Comp. S
i. � 1995.� No 141. � P. 283�310.9. Bollig B. Restri
ted nondeterministi
 read-on
e bran
hing programs and an exponentiallower bound for integer multipli
ation // RAIRO Theoreti
al Informati
s andAppli
ations. � 2001. � No 35. � P. 149�162.10. Bollig B., Woelfel Ph. A lower bound te
hnique for nondeterministi
 graph-driven read-on
e bran
hing programs and its appli
ations // Pro
. of MFCS. LNCS. � Springer, 2002. �No 2420. � P. 131�142.11. Bollig B., Waa
k S., Woelfel Ph. Parity graph-driven read-on
e bran
hing programs andan exponential lower bound for integer multipli
ation // Pro
. of IFIP 2nd Int. Conf. onTheoreti
al Computer S
ien
e. � 2002. � P. 83�94.12. Cherno� H. A measure of asymptoti
 e�
ien
y for tests of a hypothesis based on thesum of observations // Ann. Math. Stat. � 1952. � No 23. � P. 493�509.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ16.03.09Ìóáàðàêçÿíîâ �óñòàì �àìèðîâè÷ � êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äî-öåíò êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: rustam�ksu.ru


