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Краткое сообщение

А.М.БИКЧЕНТАЕВ

ОБ ОПЕРАТОРНО МОНОТОННЫХ
И ОПЕРАТОРНО ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЯХ

Аннотация. Для непрерывной функции f : R
+ → R установлены критерии монотонности

и выпуклости относительно произвольной C∗-алгебры. Получена оценка меры некомпактно-
сти разности произведений элементов W ∗-алгебры. Установлен критерий перестановочности
τ -измеримого положительного оператора с положительным оператором из алгебры фон Ней-
мана.
Ключевые слова: гильбертово пространство, алгебра фон Неймана, C∗-алгебра, W ∗-алгебра,
операторно монотонная функция, операторно выпуклая функция, мера некомпактности, след,
измеримый оператор, перестановочность операторов.
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Введение. Пусть A — C∗-алгебра, A ∈ Asa, B ∈ A+ и −B ≤ A ≤ B. Тогда существуют
такие X ∈ Asa и Y ∈ A+, что A = XY + Y X, B = X2 + Y 2. Для непрерывной функции
f : R

+ → R установлены критерии монотонности и выпуклости относительно C∗-алгебры A.
Получена оценка меры некомпактности разности произведений элементов W ∗-алгебры.

Известно [1], что C∗-алгебра A абелева, если из условия 0 ≤ A ≤ B, A,B ∈ A, следует
A2 ≤ B2. Другими словами, A абелева, если 0 ≤ AB + BA для всех A,B ∈ A+. Пусть τ —
точный нормальный полуконечный след на алгебре фон Неймана M, A — положительный
τ -измеримый оператор и B ∈ M+. Имеем AB = BA тогда и только тогда, когда 0 ≤
ABn + BnA для всех n ∈ N. Если A2 ≤ (A + tBn)2 для всех t > 0 и n ∈ N, то AB = BA.

Определения и обозначения. C∗-алгеброй называется комплексная банахова ∗-алгеб-
ра A такая, что ‖A∗A‖ = ‖A‖2 для всех A ∈ A. Для C∗-алгебры A через Apr, Asa и A+

обозначим ее подмножества проекторов, эрмитовых элементов и положительных элементов
соответственно. Пусть A1 = {X ∈ A : ‖X‖ ≤ 1}. Конус A+ задает на Asa отношение поряд-
ка. Функциональное исчисление для элементов Asa позволяет с вещественной непрерывной
функцией ассоциировать отображение из некоторого подмножества Asa в Asa.

Пусть H — гильбертово пространство над полем C, B(H) — C∗-алгебра всех линейных
ограниченных операторов в H, I – тождественный оператор в H. Коммутантом множества
X ⊂ B(H) называется множество X ′ = {Y ∈ B(H) : XY = Y X (X ∈ X )}. ∗-Подалгебра A
алгебры B(H) называется алгеброй фон Неймана, действующей в гильбертовом простран-
стве H, если A = A′′. W ∗-алгеброй называется C∗-алгебра A, имеющая преддвойственное
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банахово пространство A∗: A � (A∗)∗. По теореме Гельфанда–Наймарка любую C∗-алгебру
можно реализовать как C∗-подалгебру в B(H) для некоторого гильбертова пространства H.

Пусть M — алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом пространстве H. Оператор
в H (не обязательно ограниченный или плотно определенный) называется присоединенным
к алгебре фон Неймана M, если он перестановочен с любым унитарным оператором из
коммутанта M′ алгебры M. Самосопряженный оператор присоединен к M тогда и только
тогда, когда все проекторы из его спектрального разложения единицы принадлежат M.
Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на M. Замкнутый оператор X, при-
соединенный к M, имеющий всюду плотную в H область определения D(X), называется
τ -измеримым, если для любого ε > 0 существует такой P ∈ Mpr, что PH ⊂ D(X) и
τ(I − P ) < ε. Множество M̃ всех τ -измеримых операторов является ∗-алгеброй относи-
тельно перехода к сопряженному оператору, умножению на скаляр и операций сильного
сложения и умножения, получаемых замыканием обычных операций [2]. Частичный поря-
док в M̃sa, порожденный собственным конусом M̃+, будем обозначать через ≤.

Пусть Φ — класс всех непрерывных функций f : R
+ → R. Для C∗-алгебры A через GA

обозначим совокупность функций f ∈ Φ, удовлетворяющих условиям
a) f(αX + (1 − α)Y ) ≤ αf(X) + (1 − α)f(Y ) для всех X,Y ∈ A+ и α ∈ [0, 1];
b) f(U∗XU) ≤ U∗f(X)U для всех X ∈ A+ и U ∈ A1.

Пусть FA — класс функций f ∈ Φ, удовлетворяющих условиям
c) f(X) ≤ f(Y ) для всех X,Y ∈ A+ с X ≤ Y ;
d) f(U∗XU) ≥ U∗f(X)U для всех X ∈ A+ и U ∈ A1.
Классы GA и FA были введены в ([3], с. 40). Условия a) и c) изучались в [4]–[6].
Пусть A абелева, f ∈ Φ и f(0) ≤ 0. Тогда f ∈ GA ⇔ f выпукла и a)⇒b); обратная

импликация неверна ([7], с. 456). Имеем f ∈ FA ⇔ f квазивогнута (см. [8], с. 70).
Из результатов [9], [10] следует, что выполнение одного из условий a) или b) для алгеб-

ры фон Неймана A⊗M2(C) влечет справедливость другого для алгебры фон Неймана A.
Аналогичное утверждение справедливо и для пары условий c), d).

Пусть A = B(H) с dimH = ∞. Тогда класс GA есть совокупность всех операторно вы-
пуклых функций f ∈ Φ с f(0) ≤ 0. Если f(0) ≤ 0, то a)⇔b) ([10], теорема 2.1). Класс FA
состоит из всех операторно монотонных функций f ∈ Φ и c)⇔d), см. ([9]; [10], теорема 2.5).

2. Основные результаты. Пусть A — C∗-алгебра. Если функция f : R
+ → R непре-

рывна, {fn}∞n=1 ⊂ FA (соответственно {fn}∞n=1 ⊂ GA) и fn → f поточечно при n → ∞, то
f ∈ FA (соответственно f ∈ GA). Если f, g ∈ Φ удовлетворяют условию c) и g(0) ≥ 0, то
суперпозиция f ◦ g удовлетворяет c). Если f, g ∈ FA и g(0) ≥ 0, то f ◦ g ∈ FA.

Лемма 1. Пусть A — C∗-алгебра, A ∈ Asa, B ∈ A+ и −B ≤ A ≤ B. Тогда существуют
такие X ∈ Asa и Y ∈ A+, что A = XY + Y X, B = X2 + Y 2.

Схема доказательства. Положим

X =
1
2
(√

A + B −
√

B − A
)
, Y =

1
2
(√

A + B +
√

B − A
)

(1)

и воспользуемся операторной монотонностью функции f(t) =
√

t (t ≥ 0). Из (1) видно, что
если A ∈ A+, то и X ∈ A+.

Теорема 1. Пусть A — C∗-алгебра. Для функции f ∈ Φ следующие условия эквивалентны:
(i) f удовлетворяет условию c),
(ii) f(XY + Y X) ≤ f(X2 + Y 2) для всех X,Y ∈ A+ с XY + Y X ∈ A+.
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Схема доказательства. (i)⇒(ii). В силу неравенства (X − Y )2 ≥ 0 имеем 0 ≤ XY + Y X ≤
X2 + Y 2. Ипликация (ii)⇒(i) следует из леммы 1.

Теорема 2. Пусть A — C∗-алгебра. Для функции f ∈ Φ следующие условия эквивалентны:
(i) f удовлетворяет условию а),
(ii) f(Y +λ(Y −X))≥f(Y )+λ(f(Y )−f(X)) для всех λ≥0 и X,Y ∈A+ с Y + λ(Y −X) ∈ A+.

Схема доказательства. (i)⇒(ii). Зафиксируем произвольные λ ≥ 0 и A,B ∈ A+ с A+λ(A−
B) ∈ A+. Положим

Y = A + λ(A − B), α = λ(1 + λ)−1, X = B.

Нетрудно видеть, что A = αX + (1 − α)Y . Поэтому f(A) ≤ αf(X) + (1 − α)f(Y ) =
λ(1 + λ)−1f(B) + (1 + λ)−1f(A + λ(A − B)), т. е. f(A + λ(A − B)) ≥ f(A) + λ(f(A) − f(B)).

(ii)⇒(i). Зафиксируем произвольные A,B ∈ A+ и α из (0, 1]. Положим

Y = αA + (1 − α)B, X = B, λ = α−1 − 1.

Тогда A = Y + λ(Y − X). Поэтому

f(A) = f(Y + λ(Y −X)) ≥ f(Y ) + λ(f(Y ) − f(X)) = α−1f(αA + (1 − α)B) − (α−1 − 1)f(B),

т. е. f(αA + (1 − α)B) ≤ αf(A) + (1 − α)f(B).

В следующих двух следствиях (вытекающих из теорем 2.4 и 2.5 [10] соответственно)
A = B(H) с dimH = ∞.

Следствие 1. Пусть f ∈ Φ и g(t) = tf(t), t ≥ 0. Следующие условия эквивалентны:
(i) функция f операторно монотонна на интервале (0,+∞),
(ii) функция g удовлетворяет условию (ii) теоремы 2.

Следствие 2. Пусть f ∈ Φ и f(t) ≤ 0 для всех t ≥ 0. Следующие условия эквивалентны:
(i) функция f удовлетворяет условию (ii) теоремы 2,
(ii) функция −f удовлетворяет условию (ii) теоремы 1.

Пусть A — C∗-алгебра и отображение ρ : A → [0,+∞] удовлетворяет условиям (i)–(iii)
из [11]. В теореме 2 [11] доказано, что

ρ

( n∏
k=1

Ak −
n∏

k=1

Bk

)
≤

n∑
k=1

ρ(Ak − Bk) для всех Ak, Bk ∈ A1, k = 1, . . . , n.

Теорема 3. Пусть R — кольцо и отображение ρ : R → R
+ такое, что

ρ(AB) ≤ ρ(A)ρ(B) и ρ(A + B) ≤ ρ(A) + ρ(B) для всех A,B ∈ R.

Пусть n ≥ 2, число ε > 0 и элементы A1, . . . , An, B1, . . . , Bn принадлежат R. Тогда
n∑

k=1

ρ(Ak − Bk) < ε ⇒ ρ

( n∏
k=1

Ak −
n∏

k=1

Bk

)
< ε

n−1∑
k=0

Skε
n−1−k, (2)

где Sk — k-я элементарная симметрическая функция от ρ(B1), . . . , ρ(Bn).

Схема доказательства. Воспользуемся индукцией по n. Если n = 2 и ρ(A1 − B1) + ρ(A2 −
B2) < ε, то

ρ(A1A2 − B1B2) = ρ((A1 − B1)(A2 − B2) + B1(A2 − B2) + (A1 − B1)B2) ≤
≤ ρ(A1 − B1)ρ(A2 − B2) + ρ(B1)ρ(A2 − B2) + ρ(B2)ρ(A1 − B1) <

< ε(ε + ρ(B1) + ρ(B2)),
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т. е. ρ(A1−B1)+ρ(A2−B2) < ε ⇒ ρ(A1A2−B1B2) < ε(ε+ρ(B1)+ρ(B2)). Таким образом, для
n = 2 утверждение (2) выполнено. Далее можно модифицировать доказательство теоремы
3.8.10 из [12] для R = C и ρ = | · |. �
Замечание 1. Если ρ — субмультипликативная идеальная полунорма на C∗-алгебре R, то
теорема 3 обобщает теорему 2 [11]. Условия теоремы 3 выполнены для произвольной меры
некомпактности (определение см. в [11]) ρ на W ∗-алгебре R.

Пример. Через µt(X) обозначим перестановку оператора X ∈ M̃. Если A,B ∈ M̃, то
µs+t(A + B) ≤ µs(A) + µt(B) и µs+t(AB) ≤ µs(A)µt(B) для всех s, t > 0 [13]. Поэтому для
R = M̃ и ρ(X) = lim

t→+∞
µt(X), X ∈ M̃, выполнены все условия теоремы 3.

Лемма 2. Пусть A ∈ M̃+ и P ∈ Mpr. Если AP + PA ≥ 0, то AP=PA.

Схема доказательства. Поскольку (A + P )2 = A2 + P + AP + PA ≥ A2 + P ≥ A2, имеем
A + P ≥

√
A2 + P ≥ A в силу операторной монотонности функции f(t) =

√
t (t ≥ 0). Пусть

X =
√

A2 + P − A.

Тогда P ≥ X ≥ 0 и в силу ([14], гл. 2, п. 2.17) получаем PX = XP = X. Поскольку
X + A =

√
A2 + P , имеем P = X2 + AX + XA. Теперь из равенства PX = XP получаем

AX2 = X2A. Отсюда с использованием спектральной теоремы и топологии tτ сходимости
по мере [2] имеем AX = XA (подробные рассуждения приведены в доказательстве теоремы
4.5 [15]). Следовательно, A

√
A2 + P =

√
A2 + PA. Тогда (A2 + P )A =

√
A2 + PA

√
A2 + P =

(
√

A2 + PA
√

A2 + P )∗ = ((A2 + P )A)∗ = A(A2 + P ) и AP = PA.

Замечание 2. Для M = B(H) и τ = tr имеем M̃ = M. В этом случае утверждение
леммы 2 установлено в ([16], лемма). Другие критерии перестановочности оператора из
B(H)+ и проектора представлены в [17], [18]. Операторы вида

√
A2 + B−A с A,B ∈ B(H)sa

исследованы в [19].

Теорема 4. Пусть A ∈ M̃+
и B ∈ M+. Имеем AB = BA тогда и только тогда, когда

0 ≤ ABn + BnA для всех n ∈ N.

Схема доказательства.Модифицируем доказательство теоремы 1 [16]: вместо равномерной
операторной топологии применяем топологию tτ сходимости по мере и воспользуемся tτ -
непрерывностью операторных функций [20] и леммой 2. �

Следствие 3. Пусть A ∈ M̃+ и B ∈ M+. Если A2 ≤ (A + tBn)2 для всех t > 0 и n ∈ N, то
AB = BA.

Доказательство. Имеем 0 ≤ (ABn + BnA) + tB2n для всех t > 0 и n ∈ N. Переходя в
топологии tτ к пределу при t → 0 в последнем неравенстве, в силу tτ -замкнутости конуса
M̃+

получаем 0 ≤ ABn + BnA для всех n ∈ N. �
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