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Аннотация

В изотропном шаре изучается процесс распространения заданных на его поверхности
нестационарных кинематических или электромагнитных возмущений. Наряду с уравне-
ниями Максвелла и линеаризованным законом Ома рассматриваются линейные уравне-
ния движения упругого шара, в правую часть которых в качестве массовой силы входит
сила Лоренца. Радиальные и тангенциальные составляющие искомых величин раскла-
дываются в ряды по полиномам Лежандра и Гегенбауэра соответственно. Поставленная
начально-краевая задача решается посредством интегрального преобразования Лапласа
по времени и разложения коэффициентов рядов в степенные ряды по малому параметру,
связывающему механические и электромагнитные характеристики среды. Разложение
в степенной ряд позволяет построить рекуррентную последовательность краевых задач
относительно искомых компонент механического и электромагнитного полей. Каждая
отдельная задача решается с помощью обобщенных сверток искомых функций, соответ-
ствующих предыдущим членам рекуррентной последовательности, с функциями Грина.
В качестве последних для электромагнитного поля используются квазистатические ана-
логи, а для механического поля применяется явный вид объёмных функций Грина, най-
денных с помощью методов компьютерной алгебры и комплексного анализа.

Ключевые слова: нестационарные волны, электромагнитоупругий шар, осевая сим-
метрия, связанные электромагнитные и механические поля, метод малого параметра, пре-
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Введение

В настоящее время в различных технических задачах несомненную актуаль-
ность приобретают вопросы учета взаимодействия сопряжённых полей механиче-
ской и другой, в том числе электромагнитной, природы.

Помимо температурных связанных задач наиболее исследованными являются
вопросы о взаимодействии электрического и упругого полей. Методы решения та-
кого рода задач не ограничиваются численными решениями, для которых (см.,
например, [1]) даже строго доказаны теоремы существования и единственности.
Так в [2] представление решения в виде ряда Лорана по параметру преобразо-
вания Лапласа в окрестности бесконечно удаленной точки позволило получить
фундаментальное решение для пространства на начальном промежутке времени
для одномерной задачи. В [3] достаточно полно изложены основные принципы по-
строения фундаментальных решений применительно к задачам нестационарной
линейной электроупругости. Подход, основанный на построении аналитических
решений применительно к пьезоэлектрической сфере, изложен, например, в ра-
боте [4].
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Постановки нестационарных задач электромагнитоупругости даны в [5]. Есте-
ственными необходимыми составляющими при этом являются решения соответ-
ствующих несвязанных задач. В статье [6] исследованы двумерные нестационар-
ные электромагнитные поля, возбуждаемые заданным полем перемещений в шаре.
В работе [7] изучен нестационарный процесс осесимметричного деформирования
упругого шара под действием объёмных сил. Развитие результатов последних двух
работ применительно уже к электромагнитоупругому шару предложено в насто-
ящей статье, когда механические и электромагнитные поля связаны посредством
силы Лоренца, выступающей в качестве объёмной силы в уравнениях движения, и
обобщённого закона Ома [8]. Эта задача имеет также и практические приложения
при исследовании электромагнитных и механических полей, например, в задачах
дефектоскопии, а также при разработке электронных устройств с использованием
проводников и проводящих покрытий, находящихся в экстремальных условиях экс-
плуатации.

1. Постановка задачи

Рассматривается однородный изотропный проводящий шар радиуса r1 с цен-
тром в точке O , на границе которого заданы кинематические или электромагнит-
ные условия (r, θ, ϑ – сферическая система координат, где r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π,
−π < ϑ ≤ π ):

u|r=r1
= U1 (τ, θ) , v|r=r1

= V1 (τ, θ) , Eθ|r=r1
= e01 (τ, θ) . (1)

К ним добавляется условие ограниченности компонентов напряженно-дефор-
мированного состояния среды и электромагнитного поля. Предполагается, что на-
чальное электромагнитное поле является стационарным, радиальным и удовлетво-
ряет условиям E0r = E0 (r) , E0θ ≡ 0, H0 ≡ 0 (здесь и далее нулевыми индексами
обозначается начальное состояние). Считаем, что шар в начальный момент времени
находится в невозмущенном состоянии, а значит (точками обозначены производные
по времени):

u|τ=0 = u̇|τ=0 = v|τ=0 = v̇|τ=0 = 0,

Er|τ=0 = Ėr

∣∣∣
τ=0

= Eθ|τ=0 = Ėθ

∣∣∣
τ=0

= H|τ=0 = Ḣ
∣∣∣
τ=0

= 0,

где u и v , Er и Eθ – радиальные и тангенциальные перемещения и компоненты
векторов напряженности электрического поля; H – ненулевая компонента вектора
напряженности магнитного поля.

Вытекающая из уравнений движения, уравнений Максвелла и обобщённого за-
кона Ома в предположении осесимметричного движения замкнутая связанная си-
стема уравнений имеет вид [5]

ü =
(

1− 1
η2

)
∂I1
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+

1
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{
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1
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∂θ
(v sin θ) + u
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r
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)
,

1
r sin θ

∂ (H sin θ)
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(
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)
;

jr = Er + H0v̇ + ρe0u̇/γ, jθ = Eθ −H0u̇ + ρe0v̇/γ;

ρ̇e + γρe = − 1
r2

∂(r2ρe0u̇)
∂r

− 1
r sin θ

∂(ρe0v̇ sin θ)
∂θ

.

(2)
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Здесь и далее использованы следующие безразмерные величины (их размерные
аналоги в необходимых случаях обозначены штрихами):

τ =
c1t

L
, r =

r′

L
, r1 =

R

L
, u =

u′

L
, v =

v′

L
, H =

H ′µec1

cE∗
, ρe =

4πρ′eL
εE∗

,

F ′k =
FkL

ρc2
1

, k = r, θ, Er =
E′

r

E∗
, Eθ =

E′
θ

E∗
, jr =

j′r
σE∗

, jθ =
j′θ

σE∗
,

η2
e =

µeεc
2
1

c2
, γ =

4πσL

εc1
, η =

c1

c2
, α =

εE2
∗

4π (λ + 2µ)
,

где t – время; jr и jθ – радиальные и тангенциальные плотности тока; ρe –
плотность поверхностных зарядов; Fk – ненулевые радиальные и тангенциаль-
ные компоненты силы Лоренца; c , c1 и c2 – скорости света, распространения
волн растяжения-сжатия и сдвига; λ и µ – упругие постоянные Ламе; ε и µe –
коэффициенты диэлектрической и магнитной проницаемостей; σ – коэффициент
электропроводимости; L и E∗ – характерные линейный размер и напряженность
электрического поля.

2. Разложение в ряды по углу

Искомые функции представляем в виде рядов по полиномам Лежандра Pn (x)
и Гегенбауэра C

3/2
n−1 (x) [9, 10]:




u
Er

ρe

Fr

jr




=
∞∑

n=0



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Ern

ρn

Frn

jrn




Pn (cos θ) ,




v
Eθ

H
Fθ

jθ




= sin θ

∞∑
n=1




vn

Eθn

Hn

Fθn

jθn




C
3/2
n−1 (cos θ) . (3)

Принимая в качестве основных неизвестных функций перемещения и напряжен-
ность магнитного поля, после использования преобразования Лапласа по времени τ
(s – его параметр; индекс “L” указывает на изображение) получаем следующую
систему разрешающих уравнений относительно ограниченных изображений коэф-
фициентов рядов (3):

s2
eη

2
eHL

n = ∆nHL
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n

)
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√
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(
vL

n

)
+ αgu
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EL
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n

)
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s2vL
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(
uL

n

)
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(
vL

n

)
+ αgv

(
EL

θn, HL
n

)
, n ≥ 1,

(4)

где

gu (E, ρ) = ρe0E + E0ρ (n ≥ 0) , gv (E,H) = ρe0E − γE0H, (n ≥ 1) ,

∆n =
1
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r2 ∂
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1
r
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]
,
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,
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l22n (v) =
1
r2

[
η−2 ∂

∂r

(
r2 ∂v

∂r

)
− n (n + 1) v

]
.

Использование разложений

U1 =
∞∑

n=0

U1nPn (cos θ) , V1 = sin θ

∞∑
n=1

V1nC
3/2
n−1 (cos θ) ,

e01 (τ, θ) = sin θ

∞∑
n=1

e01nC
3/2
n−1 (cos θ)

(5)

правых частей равенств (1) приводит к следующим граничным условиям для каж-
дой из систем уравнений (4):

vL
n

∣∣
r=r1

= V L
1n (s) ,

1
r

∂
(
rHL

n

)

∂r

∣∣∣∣∣
r=r1

= −η2
ehL

0

[
V L

1n (s) , eL
01n (s)

] ∣∣∣
r=r1

, n ≥ 1;

uL
n

∣∣
r=r1

= UL
1n (s) , n ≥ 0.

(6)

Соответствующие изображения коэффициентов рядов (3) для остальных ком-
понент электромагнитного поля в соответствии с (2) определяются по формулам:

η2
e (s + γ)EL

θn = −1
r

∂
(
rHL

n

)

∂r
− η2

esρe0v
L
n , n ≥ 1,

η2
e (s + γ)EL

rn =
n (n + 1)

r
HL

n − η2
esρe0u

L
n ;

(s + γ) ρL
n = −slnρ

(
uL

n , vL
n

)
, lnρ (u, v) =

1
r2

∂
(
r2ρe0u

)

∂r
+

n (n + 1)
r

ρe0v.

(7)

Как показано в [11], даже в одномерном случае решение краевой задачи (4), (6)
содержит функции Бесселя, индекс которых зависит от параметра преобразования
Лапласа, поэтому, очевидно, найти аналитически оригиналы невозможно. В связи
с этим представляем искомые функции в виде степенных рядов по малому пара-
метру α :

un =
∞∑

m=0

unm (r, τ) αm, vn =
∞∑

m=0

vnm (r, τ)αm, Hn =
∞∑

m=0

Hnm (r, τ)αm,

ρn =
∞∑

m=0

ρnm (r, τ)αm, Ern =
∞∑

m=0

Ernm (r, τ)αm, Eθn =
∞∑

m=0

Eθnm (r, τ) αm.

(8)

Подстановка этих рядов в (4), (6), (7) приводит к рекуррентной по m последо-
вательности систем уравнений относительно ограниченных функций

s2uL
00 = l110

(
uL

00

)
; (9)

s2uL
0m = l110

(
uL

0m

)
+ gu

(
EL

r0,m−1, ρ
L
0,m−1

)
, n = 0, m ≥ 1;

s2
eE

L
r0m = −s2ρe0u

L
0m; (s + γ) ρL

0m = − s

r2

∂
(
r2ρe0u

L
0m

)

∂r
, n = 0, m ≥ 0;

s2
eη

2
eHL

nm = ∆nHL
nm + η2

eslH
(
uL

nm, vL
nm

)
; (10)
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s2uL
n0 = l11n

(
uL

n0

)
+ l12n

(
vL

n0

)
, s2vL

n0 = l21n

(
uL

n0

)
+ l22n

(
vL

n0

)
; (11)

s2uL
nm = l11n

(
uL

nm

)
+ l12n

(
vL

nm

)
+ gu

(
EL

rn,m−1, ρ
L
n,m−1

)
,

s2vL
nm = l21n

(
uL

nm

)
+ l22n

(
vL

nm

)
+ gv

(
EL

θn,m−1,H
L
n,m−1

)
, n ≥ 1, m ≥ 1;

η2
e (s + γ)EL

θnm = −1
r

∂
(
rHL

nm

)

∂r
− η2

esρe0v
L
nm,

η2
e (s + γ)EL

rnm =
n (n + 1)

r
HL

nm − η2
eρe0u

L
nm;

(12)

(s + γ) ρL
nm = −slnρ

(
uL

nm, vL
nm

)
, n ≥ 1, m ≥ 1 (13)

со следующими граничными условиями:

uL
n0

∣∣
r=r1

= UL
1n (s) , n ≥ 0, vL

n0

∣∣
r=r1

= V L
1n (s) , n ≥ 1; (14)

uL
nm

∣∣
r=r1

= vL
nm

∣∣
r=r1

= 0, n ≥ 0, m ≥ 1, vL
nm

∣∣
r=r1

= 0, n ≥ 1, m ≥ 1;

1
r

∂
(
rHL

n0

)

∂r

∣∣∣∣∣
r=r1

= −η2
ehL

0

[
V L

1n (s) , eL
01n (s)

]∣∣
r=r1

, n ≥ 1;
(15)

1
r

∂
(
rHL

nm

)

∂r

∣∣∣∣∣
r=r1

= 0, n ≥ 1, m ≥ 1, hL
0 (v, e) = sρe0v + (s + γ) e. (16)

3. Интегральное представление решений

Следуя работе [6], решения краевых задач (10), (15), (16) при известных правых
частях, а также функции EL

θnm и EL
rnm в (12) записываем так:

Hnm (r, τ) = −η2
e

r1∫

0

ρe0 (ξ) [Gc
Hun (r, ξ) u̇nm (ξ, τ) + Gc

Hvn (r, ξ) v̇nm (ξ, τ)] dξ, (17)

Ernm (r, τ) =

= −n (n + 1)
r

r1∫

0

ρe0 (ξ) [Gc
Hun (r, ξ)unms (ξ, τ) + Gc

Hvn (r, ξ) vnms (ξ, τ)] dξ,

Eθnm (r, τ) = ρe0 (r) vnms (r, τ)+

+

r1∫

0

ρe0 (ξ) [Γc
Hun (r, ξ)unms (ξ, τ) + Γc

Hvnr (r, ξ) vnms (ξ, τ)] dξ.

(18)

Здесь
Gc

Hun (r, ξ) = ξ
[
G̃c

Hn (r, ξ) H (ξ − r) + G̃c
Hn (ξ, r)H (r − ξ)

]
,

Gc
Hvn (r, ξ) = ξ [Gc

Hvn1 (r, ξ)H (ξ − r) + Gc
Hvn2 (r, ξ)H (r − ξ)] ,

Γc
Hunr (r, ξ) = Γc

Hun1 (r, ξ)H (ξ − r) + Γc
Hun2 (r, ξ) H (r − ξ) ,

Γc
Hvnr (r, ξ) = Γc

Hvn1 (r, ξ) H (ξ − r) + Γc
Hvn2 (r, ξ) H (r − ξ) ,

где

Γc
Hun1 (r, ξ) = − βn (r1, ξ) rn−1

(2n + 1) ξnr2n+1
1

, Γc
Hun2 (r, ξ) =

nξn+1αn (r1, r)
(2n + 1) r2n+1

1 rn+2
,
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Gc
Hvn1 (r, ξ) = − nrnαn (r1, ξ)

(2n + 1) r2n+1
1 ξn+1

, Gc
Hvn2 (r, ξ) =

βn (r1, r) ξn

(2n + 1) rn+1r2n+1
1

,

Γc
Hvn1 (r, ξ) = −n (n + 1) rn−1αn (r1, ξ)

(2n + 1) r2n+1
1 ξn

, Γc
Hvn2 (r, ξ) = −n (n + 1) ξn+1αn (r1, r)

(2n + 1) r2n+1
1 rn+2

,

G̃c
Hn (r, ξ) = − βn (r1, ξ)

(n + 1) (2n + 1) ξn+1r2n+1
1

rn,

αn (x, y) = x2n+1 − y2n+1, βn (x, y) = (n + 1) x2n+1 + ny2n+1.

В формулах (17), (18) и далее H (ξ) – функция Хевисайда, а дополнитель-
ный нижний индекс “ s ” соответствует результату применения к ней оператора
(звездочка обозначает свертку по времени)

fs (τ) = f (τ)− γe−γτ ∗ f (τ) .

Отметим, что ядра этих интегральных представлений получены в квазистати-
ческом приближении (ηe = 0).

Поскольку задачи (9), (11), (14) подробно исследованы в работах [6] и [12], то
далее в граничных условиях (1) положим, что

U1 (θ, τ) ≡ 0, V1 (θ, τ) ≡ 0.

Тогда эти задачи становятся однородными. Следовательно, их решения тривиаль-
ные:

un0 (r, τ) ≡ 0, vn0 (r, τ) ≡ 0, n ≥ 0.

При этом решение «механической» части задач (9)–(16) при известных правых
частях в соответствии с результатами работы [7] также представляем в интеграль-
ном виде:

unm (r, τ)=

r1∫

0

Guun (r, ξ, τ)∗fun,m−1 (ξ, τ) dξ +

r1∫

0

Guvn (r, ξ, τ)∗fvn,m−1 (ξ, τ) dξ,

vnm (r, τ)=

r1∫

0

Gvun (r, ξ, τ)∗fun,m−1 (ξ, τ) dξ +

r1∫

0

Gvvn (r, ξ, τ)∗fvn,m−1 (ξ, τ) dξ;

(19)

u̇nm (r, τ)=

r1∫

0

Πuun (r, ξ, τ)∗fun,m−1 (ξ, τ) dξ +

r1∫

0

Πuvn (r, ξ, τ)∗fvn,m−1 (ξ, τ) dξ,

v̇nm (r, τ)=

r1∫

0

Πvun (r, ξ, τ)∗fun,m−1 (ξ, τ) dξ +

r1∫

0

Πvvn (r, ξ, τ)∗fvn,m−1 (ξ, τ) dξ,

(20)

где

fun,m−1 (ξ, τ) = ρe0 (ξ)Ern,m−1 (ξ, τ) + E0 (ξ) ρn,m−1 (ξ, τ) ,

fvn,m−1 (ξ, τ) = ρe0 (ξ)Eθn,m−1 (ξ, τ)− γE0 (ξ)Hn,m−1 (ξ, τ) ,

Πuun (r, ξ, τ) = Ġuun (r, ξ, τ) , Πuvn (r, ξ, τ) = Ġuvn (r, ξ, τ) ,

Πvun (r, ξ, τ) = Ġvun (r, ξ, τ) , Πvvn (r, ξ, τ) = Ġvvn (r, ξ, τ) .

(21)

Явный вид ядер в (19) указан в [7]. Здесь он не приводится в силу громоздкости.
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Входящая в (21) функция ρnm согласно (13) определяется так:

ρnm (r, τ) = −ρ′e0 (r) unms (r, τ)− ρe0χnms (r, τ) ,

где

χnm (r, τ) =

r1∫

0

Xun (r, ξ, τ) ∗ fun,m−1 (ξ, τ) dξ +

r1∫

0

Xvn (r, ξ, τ) ∗ fvn,m−1 (ξ, τ) dξ,

Xun (r, ξ, τ) = χn (Guun, Gvun) , Xvn (r, ξ, τ) = χn (Guvn, Gvvn) ,

χn (un, vn) =
1
r2

∂
(
r2un

)

∂r
+

n (n + 1)
r

.

Введенная здесь функция χn (u, v) имеет смысл коэффициента разложения
в ряды по полиномам Лежандра коэффициента объемного расширения для поля
перемещений с компонентами u и v .

Соотношения (17)–(20) являются рекуррентной по m последовательностью со-
отношений относительно коэффициентов рядов (3) и (8) для перемещений, на-
пряженностей магнитного и электрического полей, а также плотности зарядов.
Начальными условиями для нее, как следует из работы [6], являются следующие
равенства:

un 0 (r, τ) ≡ 0, vn 0 (r, τ) ≡ 0, n ≥ 0; ρn 0 (r, τ) ≡ 0,

Hn0 (r, τ) = −η2
eG c

Hn1 (r) [γe01n (τ) + ė01n (τ)] ,

Ern 0 (r, τ) = −n (n + 1)
r

Gc
Hn1 (r) e01n (τ) ,

Eθn0 (r, τ) = Γc
Hn1 (r) e01n (τ) , n ≥ 1,

(22)

где

Gc
Hn1 (r) =

rn

(n + 1) rn−1
1

, Γc
Hn1 (r) =

rn−1

rn−1
1

.

По полученным компонентам поля перемещений и электромагнитного поля могут
быть найдены координаты вектора плотности тока с использованием (2).

4. Пример

Рассмотрим шар радиуса r1 = 2 , материал которого характеризуется следую-
щими безразмерными параметрами:

η = 2.04; ηe = 0.111 · 10−4; γ = 5.06; α = 0.0806.

Начальные параметры электрического поля следующие: E0 = 1, ρ0e = 2/r . На
границе полости напряженность электрического поля имеет вид: e01 = −τ+ sin θ ,
τ+ = τH (τ) , а значит, коэффициенты разложения в ряды (5) вычисляются по
формулам e001 = −τ+, e00n ≡ 0, n ≥ 2. Следовательно, отличными от нуля яв-
ляются только коэффициенты рядов (3) с номером n = 1 , поэтому на рис. 1–4
представлены только они.

Расчеты проводились по соотношениям (17)–(22) с учетом членов рядов (8)
порядка α3 . Интегралы в рекуррентных соотношениях находились численно.
На рис. 1–4 представлены зависимости от радиуса r коэффициентов рядов (3)
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Рис. 1. Изменение u1 по радиусу r Рис. 2. Изменение v1 по радиусу r

Рис. 3. Изменение H1 · 1011 по радиусу r Рис. 4. Изменение Eθ1 по радиусу r

Рис. 5. Изменение u1 во времени τ Рис. 6. Изменение v1 во времени τ

Рис. 7. Изменение H1 · 1011 во времени τ Рис. 8. Изменение Eθ1 во времени τ

с номером n = 1 для перемещений и компонент электромагнитного поля (им соот-
ветствуют ординаты): сплошные линии отвечают моменту времени τ = 0.2 , штри-
ховые – τ = 0.3 , а штрихпунктирные – τ = 0.4 . Заметно увеличение индуцирова-
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Рис. 9. Сходимость рядов по малому параметру

ние искомых механических и электромагнитных составляющих задачи с течением
времени при приближении к внешней поверхности шара, а также индуцирование
магнитного поля на самой поверхности шара.

Аналогичные зависимости, но уже от времени τ , изображены на рис. 5–8:
сплошные линии отвечают точке r = 0.5 , штриховые – r = 1 , а штрихпунктир-
ные – r = 1, 5 . Здесь также заметен рост искомых величин задачи при подходе
к внешней границе шара.

Обоснованием учета только членов рядов (8) порядка α3 является рис. 9, на
котором продемонстрированы графики первых трех частичных сумм для функции
u1 (r, τ) при τ = 0, 3 : сплошная кривая отвечает за u11α , штриховая – за u11α +
+ u12α

2 , а штрих-пунктирная – за u11α + u12α
2 + u13α

3 . Из рисунка видно, что
графики компонент, построенные с учетом двух и трех членов ряда, практически
не различаются.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 15-08-00788).
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Abstract

The propagation of unsteady kinematic or electromagnetic perturbations in an isotropic
ball given on its surface has been studied. Along with the Maxwell equations and the
linearized Ohm’s law, we have studied the linear equations of motion for an elastic ball, the
right side of which includes the Lorentz force as the body force. The radial and tangential
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components of the unknown quantities expand into series of the Legendre and Gegenbauer
polynomials. The initial-boundary value problem is solved by means of the Laplace transform
by time and the expansion of the series coefficients into power series in a small parameter
connecting the mechanical and electromagnetic characteristics of the continuum. The expansion
in the power series allows to construct a recurrent sequence of boundary value problems
with respect to the unknown components of the mechanical and electromagnetic fields.
Each individual problem is solved by means of generalized convolutions of Green’s functions
with the unknown functions corresponding to the preceding terms of the recurrent sequence.
The quasi-static analogs have been used as Green’s functions for the electromagnetic field. For
the mechanical field, the explicit form of Green’s bulk functions found using computer algebra
and complex analysis methods has been used.

Keywords: unsteady waves, electromagnetoelastic sphere, axial symmetry, coupled
electromagnetic and mechanical fields, small parameter method, Laplace transform, Green’s
functions
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Figure Captions

Fig. 1. Variation of u1 by radius r .
Fig. 2. Variation of v1 by radius r .
Fig. 3. Variation of H1 · 1011 by radius r .
Fig. 4. Variation of Eθ1 by radius r .
Fig. 5. Variation of u1 in time τ .
Fig. 6. Variation of v1 in time τ .
Fig. 7. Variation of H1 · 1011 by radius τ .
Fig. 8. Variation of Eθ1 by radius τ .
Fig. 9. Series convergence by the small parameter.
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