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Аннотация

Рассмотрена задача о реализации булевых функций обобщенными α -формулами. Вве-
дено понятие обобщенной α -формулы. Определено понятие универсального множества
обобщенных α -формул для заданного множества булевых функций. Введено понятие
двойственных обобщенных α -формул, сформулирован принцип двойственности. Пока-
зано, что для каждого n ≥ 2 для множеств T0(n) и T1(n) всех булевых функций от
переменных x1, x2, . . . , xn , сохраняющих константы 0 и 1 соответственно, существуют
универсальные множества.
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Множество всех функций k -значной логики обозначим через Pk , k ≥ 2 . Сле-
дуя [1], определим индуктивно понятие α -формулы над системой A , A ⊆ Pk . Сим-
вол переменной является α -формулой над A ; такие формулы называются триви-
альными. Выражение вида u(Φ) , где Φ – α -формула над A , а u – символ одно-
местной функции из A , является α -формулой. Выражение вида g(Φ, xi2 , . . . , xim) ,
где Φ – α -формула над A , а xi2 , . . . , xim – символы переменных, m ≥ 2 , и g –
символ m-местной функции из A , также является α -формулой. Предполагается
при этом, что других α -формул над A нет. Множество всех функций, реализуе-
мых нетривиальными α -формулами над A , называется α -пополнением системы A
и обозначается через [A]α . Система A ⊆ Pk называется α -полной, если Pk = [A]α .
Известно, что в P2 не существует конечных α -полных систем; при этом в Pk при
всех k ≥ 3 конечные α -полные системы существуют [1–3]. В работах [4, 5] свойства
α -формул изучены с точки зрения теории сложности.

Введем необходимые определения. Положим E2 = {0, 1} . Обозначим через En
2

множество всех наборов длины n , компоненты которых принадлежат E2 . Наборы
(0, 0, . . . , 0) и (1, 1, . . . , 1) длины n обозначим через 0̃ и 1̃ соответственно. Пусть
β̃, γ̃ ∈ En

2 . Будем говорить, что набор β̃ больше или равен набору γ̃ (обозначение
β̃ ≥ γ̃ ), если для каждого i такого, что 1 ≤ i ≤ n , выполнено неравенство βi ≥
γi ; набор β̃ строго больше набора γ̃ (обозначение β̃ > γ̃ ), если β̃ ≥ γ̃ и β̃ 6=
= γ̃ . Функция f(x1, x2, . . . , xn) ∈ P2 называется монотонной, если для любых двух
наборов β̃, γ̃ ∈ En

2 таких, что β̃ ≥ γ̃ , верно неравенство f(β̃) ≥ f(γ̃) . Пусть
β̃, γ̃ ∈ En

2 . Будем говорить, что набор β̃ противоположен набору γ̃ , если βi = γi

для всех i = 1, 2, . . . , n . Пусть f(x1, x2, . . . , xn) ∈ P2 , функция f(x1, x2, . . . , xn)
называется двойственной к функции f (обозначение f∗ ). Через T0(n) обозначается
множество всех булевых функций, сохраняющих константу 0 и зависящих только
от переменных x1, x2, . . . , xn , n ≥ 1 .

Пусть D ⊆ P2 . Формулу над D , множество переменных которой совпадает с
множеством {x1, x2, . . . , xn} , обозначим через Φ(x1, x2, . . . , xn) . Значение формулы
Φ на наборе β̃ обозначим через Φ(β̃) . Графическое равенство формул Φ и Ψ
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будем обозначать через Φ=
Γ

Ψ . Пусть Ψ –формула над D вида f (n)(Ψ1, Ψ2, . . . , Ψn) ,
где Ψ1, Ψ2, . . . , Ψn – формулы над D . Внешним функциональным символом фор-
мулы Ψ назовем символ f (n) . Пусть функция f двойственна к функции g , тогда
соответствующие им функциональные символы назовем двойственными. Обозна-
чим через Φ∗ формулу, полученную заменой каждого функционального символа,
входящего в формулу Φ , на двойственный ему функциональный символ.

Пусть Vq = (A,B,Q, F,G, q) – конечный инициальный автомат, где A,B и Q –
конечные множества входных символов, выходных символов и символов состояний
соответственно; F и G – функции выхода и перехода соответственно; q – началь-
ное состояние, q ∈ Q . Пусть fVq

– автоматная функция, вычисляемая конечным
инициальным автоматом Vq . Состояниями автоматной функции fVq

называются
состояния автомата Vq . Определения автомата, инициального автомата и автомат-
ной функции можно найти в [6, 7]. Далее будут рассматриваться только такие
автоматные функции, которые в каждом состоянии реализуют некоторую функ-
цию алгебры логики.

Пусть C – некоторое множество булевых функций, а A – конечное множество
автоматных функций, реализующих в каждом состоянии некоторую функцию из
множества C . По аналогии с понятием α -формулы над множеством функций из Pk

определяется понятие α -формулы над множеством A . Пусть ϕ(x1, x2, . . . , xn) –
α -формула над множеством A , а C = (β̃1, β̃2, . . . , β̃2n) – последовательность всех
двоичных наборов длины n , n ≥ 1 . Рассмотрим последовательно значения фор-
мулы ϕ на наборах β̃i , i = 1, 2, . . . , 2n . Таким образом, зададим последователь-
ность ϕ(β̃1), ϕ(β̃2), . . . , ϕ(β̃2n) значений формулы ϕ на всех двоичных наборах
длины n . Формуле ϕ сопоставим функцию f(x1, x2, . . . , xn) алгебры логики та-
кую, что выполнены равенства f(β̃i) = ϕ(β̃i) для всех i = 1, . . . , 2n . Обобщенной
α -формулой F над множеством A назовем пару (ϕ,C) , где ϕ – формула над A ,
а C – последовательность всех двоичных наборов длины n . Значение формулы F
на наборе β̃ обозначается через F |β̃ и определяется равенствами F |β̃ = ϕ(β̃) =

= f(β̃) , β̃ ∈ En
2 , где f – функция алгебры логики, реализуемая формулой F .

В момент времени t , где 1 ≤ t ≤ 2n + 1 , каждая автоматная функция, входя-
щая в формулу ϕ , находится в состоянии, отвечающем некоторой функции из
множества C . Заменим все символы автоматных функций, входящих в ϕ , на сим-
волы соответствующих функций из множества C . Получим некоторую α -формулу
Φt над C . Таким образом, в каждый момент времени t обобщенной α -формуле F
над множеством A поставлена в соответствие α -формула Φt над C , 1 ≤ t ≤ 2n+1 .
Назовем Φ1 начальной формулой обобщенной α -формулы F .

Пусть B – некоторое множество булевых функций. Множество A обобщенных
α -формул называется универсальным для B , если для любой функции f из B
существует формула F из множества A такая, что F реализует функцию f .

Пусть Vq1 – конечный инициальный автомат с двумя входами и одним выходом
такой, что {q1, q2} – множество его состояний, при этом в состоянии q1 автомат
реализуют функцию x1∨x2 , в состоянии q2 – функцию 0(x1, x2) и в момент време-
ни t автомат переходит из состояния qi в состояние qj тогда и только тогда, когда
входные символы в этот момент времени совпадают и равны 0 , i 6= j . Обозна-
чим через fVq1

и fVq2
автоматные функции, реализуемые инициальными автома-

тами Vq1 и Vq2 соответственно. Пусть π – фиксированный порядок переменных
x1, x2, . . . , xn . Через ϕπ обозначим α -формулу над {fVq1

} , в которую каждая
переменная x1, x2, . . . , xn входит ровно один раз, и вхождения этих переменных
соответствуют порядку π . Обозначим через Bπ

n множество ∪{(ϕπ, C)} , где объ-
единение берется по всевозможным последовательностям всех двоичных наборов
длины n .
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Основным результатом настоящей работы является следующая

Теорема 1. Для любого n ≥ 2 , для любого порядка π переменных x1, x2, . . . , xn

множество обобщенных α-формул Bπ
n является универсальным для множе-

ства T0(n) .

Аналогичная теорема для множеств T01(n) булевых функций, сохраняющих
константы 0 и 1 , где n ≥ 2 , была доказана в работе [8].

Доказательство теоремы 1 опирается на несколько вспомогательных результа-
тов (леммы 1–3).

Лемма 1. Пусть ϕ – формула из автоматных функций над {fVq1
, fVq2

} с n
входами, а α̃ – двоичный набор длины n . Тогда если на ϕ подать последователь-
ность (α̃, α̃) , то формула ϕ на наборе α̃ оба раза примет одинаковые значения.

Доказательство. Эту лемму нетрудно доказать индукцией по глубине фор-
мулы ϕ .

База индукции. Пусть глубина ϕ равна единице. Рассмотрим два случая. Пер-
вый случай, пусть α̃ = (0, 0) . Тогда в силу выбора функций, реализуемых автома-
том V в обоих его состояниях, формула ϕ на наборе α̃ оба раза примет значение
0 . Второй случай, пусть α̃ ∈ {(0, 1), (1, 0), (1, 1)} . Тогда в силу выбора функции пе-
рехода для автомата V верно равенство Φ1 =

Γ
Φ2 , а значит, формула ϕ на наборе

α̃ оба раза примет одинаковые значения.
Индукционный переход. Пусть утверждение доказано для всевозможных фор-

мул ϕ глубины m . Докажем его для формулы ϕ глубины m + 1 . На внешний
функциональный символ формул Φ1 и Φ2 подаются одинаковые наборы в силу
предположения индукции. Значит, возможны два случая. Первый случай, когда на
внешний функциональный символ формул Φ1 и Φ2 подается набор (0, 0) . Тогда
в силу выбора функций, реализуемых автоматом V в обоих его состояниях, фор-
мула ϕ на наборе α̃ оба раза принимает значение 0 . Второй случай, когда на внеш-
ний функциональный символ подается набор из множества {(0, 1), (1, 0), (1, 1)} .
Тогда в силу выбора функции перехода для автомата V верно равенство Φ1 =

Γ
Φ2 ,

а значит, формула ϕ на наборе α̃ оба раза примет одинаковые значения. Лемма
доказана.

Везде далее рассматриваются обобщенные α -формулы над множеством {fVq1
}

с начальными формулами следующего вида: x1 ∨ (x2 ∨ . . . (xn−2 ∨ (xn−1 ∨xn)) . . . ) .

Лемма 2. Пусть F = (ϕ,C) – обобщенная α-формула над {fVq1
} , C =

= (β̃1, β̃2, . . . , β̃2n) , существует такое i , 1 ≤ i ≤ 2n − 1 , что набор β̃i имеет
в лексикографическом порядке меньший номер, чем набор β̃i+1 , и верно равенство
F |β̃i

= 1 . Тогда верно равенство F |β̃i+1
= 1 .

Доказательство. Эту лемму нетрудно доказать индукцией по глубине фор-
мулы ϕ .

База индукции. Пусть глубина ϕ равна единице. Пусть верны равенства β̃i =
= (βi

1, β
i
2) и β̃i+1 = (βi+1

1 , βi+1
2 ) . Поскольку F |β̃i

= 1 , то формула Φi имеет вид
x1 ∨ x2 и верно одно из равенств βi

1 = 1 или βi
2 = 1 . Значит, в силу правил смены

формула Φi+1 имеет вид x1 ∨ x2 . Если верно равенство βi
1 = 1 , то βi+1

1 = 1 , и,
следовательно, верно F |β̃i+1

= 1 . Если верно βi
2 = 1 , то βi+1

2 = 1 , и, следовательно,
верно F |β̃i+1

= 1 .

Индукционный переход. Пусть верны равенства β̃i = (βi
1, β

i
2, . . . , β

i
2n) и

β̃i+1 = (βi+1
1 , βi+1

2 , . . . , βi+1
2n ) . Поскольку F |β̃i

= 1 , то формула Φi имеет вид
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x1 ∨A1(x2, x3, . . . , xn) и верно одно из равенств βi
1 = 1 или A1(βi

2, β
i
3, . . . , β

i
n) = 1 .

Значит, в силу правил смены формула Φi+1 имеет вид x1∨B1(x2, x3, . . . , xn) . Если
верно равенство βi

1 = 1 , то βi+1
1 = 1 , и, следовательно, верно F |β̃i+1

= 1 . Если
верно A1(βi

2, β
i
3, . . . , β

i
n) = 1 и βi+1

1 = 0 , то доказываемое утверждение следует
из индукционного предположения. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть F = (ϕ,C) – обобщенная α-формула над {fVq1
} , C =

= (β̃1, β̃2, . . . , β̃2n) и существует такое i , 1 ≤ i ≤ 2n − 1 , что набор β̃i имеет
в лексикографическом порядке больший номер, чем набор β̃i+1 , и верно равенство
F |β̃i

= 0 . Тогда верно равенство F |β̃i+1
= 0 .

Доказательство. Поскольку набор β̃i имеет в лексикографическом порядке
больший номер, чем набор β̃i+1 , то верны равенства

β̃i = (βi
1, β

i
2, . . . , β

i
j , 1, βi

j+2, . . . , β
i
2n)

и
β̃i+1 = (βi

1, β
i
2, . . . , β

i
j , 0, βi+1

j+2, . . . , β
i+1
2n )

для некоторого 0 ≤ j ≤ 2n − 1 . То есть первые j символов наборов β̃i и β̃i+1

совпадают, (j + 1) -й символ набора β̃i равен 1 , а (j + 1) -й символ набора β̃i+1

равен 0 , где 0 ≤ j ≤ 2n− 1 . Рассмотрим формулы Φi и Φi+1 . Поскольку F |β̃i
= 0 ,

то Φi(β̃i) = 0 . В силу леммы 1 верно равенство Φi+1(β̃i) = 0 . В силу монотонности
и симметричности по переменным функций, реализуемых автоматом V в обоих
состояниях, и вида наборов β̃i и β̃i+1 верно неравенство 0 = Φi+1(β̃i) ≥ Φi+1(β̃i+1) .
А значит, Φi+1(β̃i+1) = 0 . Лемма доказана.

Докажем теорему 1.

Доказательство. Пусть Bπ
n – такое множество обобщенных α -формул, что

начальная формула формулы ϕπ имеет вид

x1 ∨ (x2 ∨ . . . (xn−2 ∨ (xn−1 ∨ xn)) . . . ).

Пусть f(x1, x2, . . . , xn) – произвольная функция из множества T0(n) , где n ≥ 2 .
Опишем процесс построения такой последовательности C всех двоичных наборов
длины n , что обобщенная α -формула F = (ϕ,C) над {fVq1

} реализует функцию f .
В дальнейшем предполагаем, что длина всех двоичных наборов равна n .

Сначала записываем все наборы с первым нулевым разрядом, на которых функ-
ция f принимает значение 1 , в лексикографическом порядке. Предположим, что
число таких наборов равно k1 , 0 ≤ k1 ≤ 2n−1 − 1 . На первом наборе обобщенная
α -формула F принимает значение 1 в силу того, что начальная формула имеет
вид x1 ∨ (x2 ∨ . . . (xn−2 ∨ (xn−1 ∨ xn)) . . . ) , и набор не является нулевым.

На наборах со второго по k1 -й формула F принимает значение 1 в силу
леммы 2. При этом на внешний функциональный символ всех формул Φi при
1 ≤ i ≤ k1 будет подаваться набор (0, 1) , поэтому в силу выбора функции пе-
рехода автомата V формула Φk1+1 будет иметь вид x1 ∨ B(x2, x3, . . . , xn) , где
B(x2, x3, . . . , xn) – некоторая формула над {x ∨ y, 0(x, y)} .

Затем записываем все наборы с первым единичным разрядом, на которых функ-
ция f принимает значение 1 , в произвольном порядке. Предположим, что число
таких наборов равно k2 , 0 ≤ k2 ≤ 2n−1 . Поскольку формула Φk1+1 имеет вид
x1∨B(x2, x3, . . . , xn) , где B(x2, x3, . . . , xn) – некоторая формула над {x∨y, 0(x, y)} ,
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то на (k1 + 1) -м наборе обобщенная формула F принимает значение 1 . При этом
на внешний функциональный символ всех формул Φi при k1 + 1 ≤ i ≤ k1 + k2

будет подаваться набор (1, a) , где a ∈ {0, 1} , поэтому в силу выбора функции пе-
рехода автомата V все формулы Φi при k1 + 2 ≤ i ≤ k1 + k2 + 1 будут иметь вид
x1∨B(x2, x3, . . . , xn) , где B(x2, x3, . . . , xn) – некоторая формула над {x∨y, 0(x, y)} .
Следовательно, на всех наборах с k1 + 1 по k1 + k2 формула F принимает значе-
ние 1 .

Далее записываем набор 0̃ . Поскольку все булевы функции, реализуемые авто-
матной функцией fVq1

в любом состоянии, принадлежат классу T0 , то на наборе 0̃
формула F принимает значение 0 . В силу выбора функции перехода для авто-
мата V формула Φk1+k2+2 имеет вид 0(x1, B(x2, x3, . . . , xn)) , где B(x2, x3, . . . , xn) –
некоторая формула над {x ∨ y, 0(x, y)} .

После этого записываем все наборы с первым единичным разрядом, на которых
функция f принимает значение 0 , в произвольном порядке. Число таких наборов
равно 2n−1 − k2 . Поскольку формула Φk1+k2+2 имеет вид 0(x1, B(x2, x3, . . . , xn)) ,
где B(x2, x3, . . . , xn) – некоторая формула над {x ∨ y, 0(x, y)} , то на первом на-
боре этого множества обобщенная формула F принимает значение 0 . При этом
на внешний функциональный символ всех формул Φi при k1 + k2 + 2 ≤ i ≤ k1 +
+ 2n−1 + 1 будет подаваться набор (1, a) , где a ∈ {0, 1} , поэтому все формулы Φi

при k1 + k2 + 2 ≤ i ≤ k1 + 2n−1 + 2 будут иметь вид 0(x1, B(x2, x3, . . . , xn)) , где
B(x2, x3, . . . , xn) – некоторая формула над {x ∨ y, 0(x, y)} . Следовательно, на всех
наборах с k1 + k2 + 2 по k1 + 2n−1 + 1 формула F принимает значение 0 .

Наконец, записываем все наборы с первым нулевым разрядом, на которых
функция f принимает значение 0 , в обратном лексикографическому порядке.
Число таких наборов равно 2n−1 − k1 − 1 . На первом таком наборе обобщен-
ная α -формула F принимает значение 0 в силу того, что формула Φk1+2n−1+2

имеет вид 0(x1, B(x2, x3, . . . , xn)) , где B(x2, x3, . . . , xn) – некоторая формула над
{x ∨ y, 0(x, y)} . На остальных наборах формула F принимает значение 0 в силу
леммы 3.

Теорема доказана.

Следует отметить, что если булева функция f(x1, x2, . . . , xn) не принадлежит
множеству T0(n) , то ни для какого порядка π переменных x1, x2, . . . , xn не суще-
ствует обобщенной α -формулы из множества Bπ

n , реализующей эту функцию для
n ≥ 2 .

Введем теперь понятие двойственных обобщенных α -формул. Пусть f1 , f2 –
булевы функции такие, что f1 = f∗2 . Пусть F – автоматная функция с множеством
состояний {s1, s2} , реализующая в состоянии si функцию fi , такая, что функция
перехода удовлетворяет следующему условию: равенство G(si, β̃) = sj выполнено
тогда и только тогда, когда выполнено равенство G(sj , γ̃) = si , где γ̃ – набор,
противоположный набору β̃ , и i, j ∈ {1, 2} . Пусть F 1 = (ϕ,C) и F 2 = (ψ, D) –
обобщенные α -формулы над {F} , где C = (β̃1, β̃2, . . . , β̃2n) , D = (γ̃1, γ̃2, . . . , γ̃2n) ,
а Φ1 и Ψ1 – начальные формулы обобщенных α -формул F 1 и F 2 соответственно.
Формулы F 1 = (ϕ, C) и F 2 = (ψ,D) над {F} будем называть двойственными,
если выполнено равенство Φ1 =

Γ
Ψ∗1 и для каждого i , 1 ≤ i ≤ 2n , набор γ̃i проти-

воположен набору β̃i .
Следующую лемму нетрудно доказать индукцией по глубине начальных фор-

мул.

Лемма 4. Двойственные обобщенные α-формулы реализуют двойственные
функции.



О РЕАЛИЗАЦИИ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ ОБОБЩЕННЫМИ α -ФОРМУЛАМИ 121

Из леммы 4 следует, что для обобщенных α -формул выполнен принцип двой-
ственности.

Докажем теорему, двойственную к теореме 1.
Пусть Wq1 – конечный инициальный автомат с двумя входами и одним выходом

такой, что {q1, q2} – множество его состояний, при этом в состоянии q1 автомат ре-
ализует функцию x1&x2 , в состоянии q2 – функцию 1(x1, x2) , и в момент времени t
автомат переходит из состояния qi в состояние qj тогда и только тогда, когда вход-
ные символы в момент t совпадают и равны 1 , i 6= j . Обозначим через fWq1

и fWq2

автоматные функции, реализуемые инициальными автоматами Wq1 и Wq2 соответ-
ственно. Пусть π – фиксированный порядок переменных x1, x2, . . . , xn . Через ψπ

обозначим α -формулу над {fWq1
} , в которую каждая переменная x1, x2, . . . , xn

входит ровно один раз, и вхождения этих переменных соответствуют порядку π .
Обозначим через Dπ

n множество ∪{(ψπ, C)} , где объединение берется по всевоз-
можным последовательностям всех двоичных наборов длины n .

Теорема 2. Для любого n ≥ 2 , для любого порядка π переменных x1, x2, . . . , xn

множество обобщенных α-формул Dπ
n является универсальным для множе-

ства T1(n) .

Следует отметить, что если булева функция f(x1, x2, . . . , xn) не принадлежит
множеству T1(n) , то ни для какого порядка π переменных x1, x2, . . . , xn не су-
ществует обобщенной α -формулы из множества Dπ

n , реализующей эту функцию,
n ≥ 2 .

В заключение автор выражает искреннюю признательность А.Б. Угольникову
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Summary

L.N. Sysoeva. On the Problem of Implementation of Boolean Functions by Generalized
α -Formulas.

In this paper, we consider the problem of implementation of Boolean functions by gene-
ralized α -formulas. The notion of a generalized α -formula is introduced. For a given set of
Boolean functions, we define the notion of a universal set of generalized α -formulas. We also
propose the notion of dual generalized α -formulas and formulate the principle of duality for
generalized α -formulas. The presence of universal sets of generalized α -formulas is proved for
every n ≥ 2 for the sets T0(n) and T1(n) of 0-preserving and 1-preserving Boolean functions
of the variables x1, x2, . . . , xn .

Keywords: Boolean function, formula, implementation of functions by formulas.
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