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ÓÄÊ 535.2×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÔÎÒÎÍÍÎ�Î ÝÕÀÂ ÄÂÓÕÓ�ÎÂÍÅÂÎÉ Ñ�ÅÄÅÀ.Ä. Òèðàíîâ, Ê.�. Êàðèìóëëèí, Â.Â. ÑàìàðöåâÀííîòàöèÿÂ äàííîé ðàáîòå ïðîìîäåëèðîâàí ïðîöåññ ãåíåðàöèè ñèãíàëà �îòîííîãî ýõà â ïðèìåñ-íîì êðèñòàëëå (íà ïðèìåðå ðóáèíà). Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ñ ñèñòåìîé äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ íà îñíîâå óðàâíåíèéÌàêñâåëëà �Áëîõà, êîòîðûå ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàëñÿ ìå-òîä ïðîãíîçà è êîððåêöèè íà îñíîâå ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà Ýéëåðà. �àçðàáîòàíàïðîãðàììà è ðàññ÷èòàí îòêëèê äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû (ðóáèíà) íà âîçäåéñòâèå äâóõ ïî-ñëåäîâàòåëüíûõ èìïóëüñîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �îòîííîå ýõî, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà �Áëîõà, ÷èñëåííîå ìîäåëè-ðîâàíèå, ñàìîèíäóöèðîâàííàÿ ïðîçðà÷íîñòü, ðóáèí.ÂâåäåíèåÔîòîííîå ýõî [1℄ ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì îïòè÷åñêèì îòêëèêîì ðåçîíàíñíîé ñðå-äû íà âîçäåéñòâèå äâóõ è áîëåå ðàçíåñåííûõ âî âðåìåíè ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ,äëèòåëüíîñòü êîòîðûõ ìåíüøå âðåìåí ïðîäîëüíîé T1 è ïîïåðå÷íîé T2 íåîáðàòè-ìîé ðåëàêñàöèè ñðåäû. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü �îòîííîå ýõî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñâî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé è òåõíèêè. Â ñïåêòðîñêîïèè �îòîí-íîå ýõî ñòàëî îñíîâîé ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî å¼ íàïðàâëåíèÿ � îïòè÷åñêîé ýõî-ñïåêòðîñêîïèè. Äàííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîùíûé èíñòðó-ìåíò äëÿ èçó÷åíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â óïîðÿäî÷åííûõ (êðèñòàëëû) è íåóïî-ðÿäî÷åííûõ (ãàçû, ñò¼êëà, ïîëèìåðû) ñðåäàõ [2℄. Îïòè÷åñêàÿ ýõî-ñïåêòðîñêîïèÿïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî èçìåðÿòü âðåìåíà íåîáðàòèìûõ è îáðàòèìûõ ðåëàê-ñàöèé, òî åñòü îïðåäåëÿòü íåîäíîðîäíóþ è îäíîðîäíóþ øèðèíû ñïåêòðàëüíûõ ëè-íèé, ïîëó÷àòü èí�îðìàöèþ î ñâåðõòîíêèõ è ñóïåðñâåðõòîíêèõ âçàèìîäåéñòâèÿõ, àòàêæå î äðóãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ èññëåäóåìûõ ñðåä. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõíè÷åñêèõïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ òîò �àêò, ÷òî íåêîòîðûå ðåçîíàíñíûåñðåäû, â ÷àñòíîñòè êðèñòàëëû, äîïèðîâàííûå ðåäêîçåìåëüíûìè èîíàìè, îáëàäàþòóíèêàëüíî áîëüøèìè âðåìåíàìè îïòè÷åñêîé �àçîâîé ¾ïàìÿòè¿. Ýòî çàìå÷àòåëüíîåñâîéñòâî ïðèìåñíûõ êðèñòàëëîâ ëåæèò â îñíîâå �óíêöèîíèðîâàíèÿ îïòè÷åñêèõ çà-ïîìèíàþùèõ óñòðîéñòâ áîëüøîé ¼ìêîñòè è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ïðîöåññîðîâíà îñíîâå �îòîííîãî ýõà [3℄.Ïîìèìî íåïîñðåäñòâåííîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåñ-ñîâ, âåñüìà ý��åêòèâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èõ ÷èñëåííîå ìîäåëèðî-âàíèå, òî åñòü ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îñîáåííî ïîëåçíûì ýòîìîæåò îêàçàòüñÿ â óñëîâèÿõ, êîãäà ïðîâåäåíèå ¾ïðÿìîãî¿ ýêñïåðèìåíòà çàòðóäíåíîèëè ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ è âðåìåíè. Ìîäåëèðîâà-íèå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõñ íàõîæäåíèåì ý��åêòèâíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñëîæíóþ



198 À.Ä. ÒÈ�ÀÍÎÂ È Ä�.ñèñòåìó. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå îïòè÷åñêîãî èç-ëó÷åíèÿ ñ ðåçîíàíñíîé ñðåäîé, ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îíè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê óðàâíåíèÿìãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Òàêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííûìè ìåòîäà-ìè [4℄. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ïðîöåññîâ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿïîëóêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà �Áëîõà. Ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå óêà-çàííûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ïðîìîäåëèðîâàòü êîãåðåíòíûå ïåðåõîäíûå ïðîöåññûâ àêòèâèðîâàííûõ êðèñòàëëàõ, â òîì ÷èñëå îïèñàòü ÿâëåíèå �îòîííîãî ýõà.1. Óñëîâèÿ âîçáóæäåíèÿ êîãåðåíòíûõ îòêëèêîâÂîçáóæäåíèå â ðåçîíàíñíîé ñðåäå êîãåðåíòíûõ îòêëèêîâ òðåáóåò âûïîëíåíèÿðÿäà óñëîâèé: 1) âçàèìîäåéñòâèå ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ñî ñðåäîé äîëæíî íîñèòü êî-ãåðåíòíûé è ðåçîíàíñíûé õàðàêòåð; 2) âðåìåíà �îðìèðîâàíèÿ îòêëèêîâ äîëæíûáûòü ìåíüøå âðåì¼í íåîáðàòèìûõ ðåëàêñàöèé, òî åñòü äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâè ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó íèìè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì ∆t <
< T1 , τ < T2 ; 3) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ñèíõðîíèçìàè îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ ê ïîëÿðèçàöèè âîçáóæäàþùèõ èìïóëüñîâ â çàâèñè-ìîñòè îò òèïà ðåçîíàíñíîãî ïåðåõîäà. Äëÿ êîððåêòíîé èíòåðïðåòàöèè îïòè÷åñêèõýõî-îòêëèêîâ âåñüìà âàæíî óìåíüøèòü äè�ðàêöèîííûå ïîòåðè. Ìàëîñòü äè�ðàê-öèîííûõ ïîòåðü îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì íåðàâåíñòâà d < 2(λl)1/2 , ãäå d �äèàìåòð ëàçåðíîãî ïó÷êà âîçáóæäàþùèõ èìïóëüñîâ, λ � äëèíà âîëíû âîçáóæäà-þùåãî ñâåòà, l � äëèíà îáðàçöà.Äëÿ ðåãèñòðàöèè êîãåðåíòíûõ îòêëèêîâ îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íàêëàäûâà-þòñÿ íà ÷óâñòâèòåëüíîñòü àïïàðàòóðû: îíà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî âûñîêîé, ÷òî-áû ìîæíî áûëî íå òîëüêî �èêñèðîâàòü, íî è èññëåäîâàòü îïòè÷åñêèå êîãåðåíòíûåýõî-ñèãíàëû ïðè èçìåíåíèè óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ðàññìîòðåíèè âçàèìîäåé-ñòâèÿ ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ ñ ðåçîíàíñíîé ñðåäîé, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìàîäèíàêîâûõ àòîìîâ ðàñïðåäåëåííûõ â íåêîòîðîì îáúåìå (íàïðèìåð, ïðèìåñíûåàòîìû â óçëàõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè), ðàñ÷¼òû îñíîâûâàþòñÿ íà ñëåäóþùèõäîïóùåíèÿõ.1. Îïòè÷åñêèå öåíòðû íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìûìîæåì ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèþ êàæäîãî àòîìà â îòäåëüíîñòè, çàäàâàÿ åãî ñîñòî-ÿíèå îäíî÷àñòè÷íîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè.2. Îïòè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì ïî âñåìó îáúåìó îáðàçöà.3. Ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèå �îðìû èìïóëüñà ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ðåçîíàíñ-íóþ ñðåäó, òî åñòü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðåàêöèÿ ñðåäû íà âíåøíåå ïîëå äå�îðìèðóåòèìïóëüñ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî αL > 1 , ãäå α = 4π2ωNT ∗

2 |µ|2/~υ � êîý��èöèåíòðåçîíàíñíîãî ïîãëîùåíèÿ ñâåòà (çäåñü N � êîíöåíòðàöèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö, υ ��àçîâàÿ ñêîðîñòü ñâåòà â ñðåäå, ω � ÷àñòîòà îïòè÷åñêîãî ïåðåõîäà, µ � äèïîëüíûéìîìåíòà ïåðåõîäà, T ∗
2 � âðåìÿ îáðàòèìîé ïîïåðå÷íîé ðåëàêñàöèè).4. Èìïóëüñû âîçáóæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþ-ùèåñÿ â ñðåäå ñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ.5. Ïîëîæåíèå îïòè÷åñêîãî öåíòðà (èîíà ïðèìåñè) â ïðîñòðàíñòâå è åãî ÷àñòîòàâ ïðåäåëàõ íåîäíîðîäíî óøèðåííîé îïòè÷åñêîé ëèíèè íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåìè ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè. Ïîýòîìó ðåçîíàíñíàÿ ñðåäàõàðàêòåðèçóåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìîâ ïî ÷àñòîòå îïòè÷åñêîãî ïåðåõîäàè �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ïî êîîðäèíàòàì.6. Îïòè÷åñêèé öåíòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó. Ïîäîáíàÿ èäå-àëèçàöèÿ ñïðàâåäëèâà, åñëè ðàññìàòðèâàåìûå äâà óðîâíÿ ðåàëüíîé ñèñòåìû èìå-þò ÷àñòîòó ïåðåõîäà, ñîâïàäàþùóþ ñ ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ (èëè áëèçêóþ ê íåé),



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÔÎÒÎÍÍÎ�Î ÝÕÀ. . . 199à îñòàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî ÷àñòîòû ïåðåõîäîâ ìåæäó íèìè(ëèáî ìåæäó íèìè è îäíèì èç âûáðàííûõ óðîâíåé) ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îòíåñóùåé ÷àñòîòû.7. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ äâóõóðîâíåâûì àòîìîì ðàññìàò-ðèâàåòñÿ â ýëåêòðîäèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè, òî åñòü îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ìî-æåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå V = −~µ~E .2. Ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿñ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìîéÑóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿñ âåùåñòâîì. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü âçàèìîäåéñòâèå ïëîñêèõýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìîé. Ïðè òàêîì ïîëóêëàññè÷åñêîìîïèñàíèè èçëó÷åíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êëàññè÷åñêèõ ñâåòîâûõ âîëí, à âåùå-ñòâî � â âèäå àòîìíîãî êîëëåêòèâà, îïèñûâàåìîãî ñîîòâåòñòâóþùèìè âîëíîâûìè�óíêöèÿìè. Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçáóæäàþùåå ýëåê-òðè÷åñêîå äèïîëüíîå èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè z . Äëÿ ðàññìîòðåíèÿøèðîêîãî êëàññà ý��åêòîâ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíå-íèå âèäà (
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E(z, t) = E0(z, t) exp [−i(ω0t − k0z) + φ(t)], (2)ãäå ω0 è k0 � âîëíîâîé âåêòîð è ÷àñòîòà âîëíîâîãî ïîëÿ èìïóëüñà ñîîòâåòñòâåííî,
E0(z, t) è φ(t) � åãî àìïëèòóäà è �àçà. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè àòîìíîé ñèñòåìû ñýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì â îáùåì ñëó÷àå òî÷íóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ îïðåäåëèòüíåâîçìîæíî, ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ̂ [5℄. Ïðåäñòàâèââçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ äâóõóðîâíåâûì àòîìîì â ýëåêòðîäè-ïîëüíîì ïðèáëèæåíèè è èñïîëüçóÿ �îðìàëèçì ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ìîæíî ïîëó-÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé [4℄:
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1

T1

Z +
iµ

~

(
E−

0 R+ − E+

0 R−
)
,ãäå χ = 4πσ/c2, Z = (ρaa − ρbb)/2 � èíâåðñèÿ íàñåëåííîñòåé, R+ =

= ρab exp[i(ωt − kz)] , R− = ρba exp [i(ωt − kz)] , P± = µN

∫
d(∆)G(∆)R± � ïî-ëÿðèçîâàííîñòü ñðåäû ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîãî óøèðåíèÿ, E±

0 � àìïëèòóäà âîëíû,ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü è ïðîòèâ îñè z , ∆ = ω − ω0 � ðàññòðîéêà, N � ÷èñëîàòîìîâ â åäèíèöå îáúåìà, G(∆) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ðàññòðîéêè.Äëÿ óäîáñòâà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåì ñèñòåìó (3) ê áåçðàçìåðíîìóâèäó, à òàêæå ââåäåì çàïàçäûâàþùåå âðåìÿ T = t−nz/c . Ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûìïåðåìåííûì ìîæíî ïóò¼ì ñëåäóþùåé çàìåíû:
Ω =

µ

~

√
2πN~ω0, E±

0 = ±
i~

nµ
ΩA±, ξ =

zΩ

c
, τ =

T

n
Ω.



200 À.Ä. ÒÈ�ÀÍÎÂ È Ä�.Âåëè÷èíà Ω ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíîé ñèñòåìû ñ ýëåêòðî-ìàãíèòíûì ïîëåì è èìååò ñìûñë ÷àñòîòû �àáè äëÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ïîëÿ.Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
∂A±

∂ξ
+ χ′A± =

∫
G(∆)R±(∆)d∆,

∂R±

∂τ
= (−g2 ± i∆′)R± + 2A±Z,

∂Z

∂τ
= −g1Z −

(
A−R+ + A+R−

)
,

(4)ãäå χ′ = cχ/Ω, g1 = n/T1Ω, g2 = n/T2Ω, ∆′ = ∆/Ω.3. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �ÁëîõàÄëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) èñïîëüçîâàëñÿ ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîäÝéëåðà [6℄ íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (èëè ìåòîäà ñåòîê). Ñóòü äàííî-ãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íåïðåðûâíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàìåíÿåòñÿäèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê (óçëîâ), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñåòêîé èëè ðåø¼ò-êîé (ðèñ. 1). Âìåñòî �óíêöèé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà ðàññìàòðèâàþòñÿ �óíê-öèè äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà, îïðåäåë¼ííûå â óçëàõ ñåòêè è íàçûâàåìûå ñåòî÷íûìè�óíêöèÿìè. Ïðè ýòîì âñå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (4) è ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ, çàìåíÿþòñÿ ðàçíîñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à çíà÷åíèÿ �óíêöèé E±
0 (ξ, τ) ,

R±(ξ, τ, ∆) , Z(ξ, τ, ∆) âû÷èñëÿþòñÿ â óçëàõ ñåòêè. Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷àäëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ èëè íåëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñåòî÷íûõ èëè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé). Ïîäîáíûåñèñòåìû óðàâíåíèé èëè ðàçíîñòíûå ñõåìû çàòåì ðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-íîé ñåòî÷íîé �óíêöèè.Ïóñòü øàãè ðàçáèåíèÿ ïî äëèíå è âðåìåíè ðàâíû dt = dtξ = dtτ , òîãäà íåïðå-ðûâíûå ïåðåìåííûå ξ = s dt , t = j dt , τ = (j − s) dt è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áóäóòçàäàâàòüñÿ ïðè j = 0 , òî åñòü ïðè τ = −ξ , à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëÿ �ïðè s = 0 . Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â îïðåäåëåíèè �óíêöèé ïîèçâåñòíûì íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî øàãó èíòåãðèðîâàíèÿ âðåìåííîé è ïðî-ñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíûõ, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) ê ñèñòå-ìå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Òîãäà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà áóäåò çàêëþ÷àåò-ñÿ â ìíîãîêðàòíîì ïðèìåíåíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé. Íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèè j = 0âû÷èñëÿåòñÿ ïîëå â òî÷êå (s + 1,−s) , èíâåðñèÿ è ïîëÿðèçàöèÿ � â òî÷êå (s, 1 − s)ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ýòèõ âåëè÷èí â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (s,−s) , ãäå
s ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî NL (L = NLdt � äëèíà îáðàçöà). Äëÿ ïîâûøåíèÿòî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî øàãóèíòåãðèðîâàíèÿ è ìåòîä ïðîãíîçà è êîððåêöèè [6℄, êîòîðûé îñíîâûâàåòñÿ íà îïðå-äåëåíèè ñåòî÷íûõ �óíêöèé íà âòîðîì ñëîå ïî âðåìåíè èëè äëèíå è â ìíîãîêðàòíîìóòî÷íåíèè ýòèõ âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé.4. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòàÍà îñíîâå ðàññìîòðåííîé ìîäåëè â ïàêåòå Mathlab áûëè ñîçäàíû ïðîãðàììû,ïîçâîëÿþùèå ÷èñëåííî ìîäåëèðîâàòü ý��åêòû êîãåðåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ëà-çåðíûõ èìïóëüñîâ ñ äâóõóðîâíåâîé ðåçîíàíñíîé ñðåäîé. Äëÿ äåìîíñòðàöèè âîç-ìîæíîñòåé ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèÿ �îòîííîãî ýõà íà îñíîâå ðàçðàáî-òàííûõ ïðîãðàìì áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîãåðåíòíîãî îòêëèêà ñðåäû ïðè ïîñëåäîâà-
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202 À.Ä. ÒÈ�ÀÍÎÂ È Ä�.òåëüíîì å¼ âîçáóæäåíèè π/2 - è π -èìïóëüñàìè. Èíòåðâàë ðàçáèåíèÿ dt áûë îöåíåíýêñïåðèìåíòàëüíî. Ñ ýòîé öåëüþ áûëî ïðîìîäåëèðîâàíî ÿâëåíèå ñàìîèíäóöèðîâàí-íîé ïðîçðà÷íîñòè [7℄, òî åñòü ðàñïðîñòðàíåíèå 2π -èìïóëüñà â ïîãëîùàþùåé ñðåäå.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïðîãíîçà-êîððåêöèè áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå òî÷íîãî è÷èñëåííîãî ðåøåíèé óðàâíåíèé (4) ïðè âõîäíîì èìïóëüñå, èìåþùåì âèä ãàóññèàíà.Êàê ïîêàçûâàåò ðàñ÷¼ò, óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïî èñïðàâëåííîìó ìåòîäó Ýéëåðàñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïðîãíîçà-êîððåêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè øàãå ðàçáèåíèÿ dt =
= 0.01 .Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà îñöèëëîãðàììà ïåðâè÷íîãî �îòîííîãî ýõà â ðóáèíå, âïåð-âûå ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå [1℄. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýõî-îòêëèêà äâóõóðîâíåâîé ñè-ñòåìû íà âîçäåéñòâèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ (π/2 è π ) èìïóëüñîâ ïðèâåäåíû íàðèñ. 3. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé ðåçîíàíñíîé ñðåäû áûë âûáðàí ðóáèí, ïàðàìåòðûêîòîðîãî: n = 1.76 , µ = 5 ·10−21 CGSE, N = 1017 ñì−3 , T ∗ = 100 ïñ, Ω−1 = 70 ïñ.Çàêëþ÷åíèåÌàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ñäâóõóðîâíåâîé ðåçîíàíñíîé ñðåäîé íà îñíîâå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà, ïîçâî-ëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. �àçðàáîòàííàÿ ïðèïîìîùè ýòîé ìîäåëè ïðîãðàììà àäåêâàòíî îïèñûâàåò êîãåðåíòíûå ïåðåõîäíûå ïðî-öåññû è ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü øèðîêèé êðóã âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàìì Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Êâàíòîâàÿ �èçèêàêîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä¿, ÎÔÍ �ÀÍ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îïòè÷åñêàÿ ñïåêòðîñêî-ïèÿ è å¼ ïðèëîæåíèÿ¿ è ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå îñíîâû àêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêè èñ-êóññòâåííûõ è ïðèðîäíûõ ñðåä¿, à òàêæå ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà �Ôäëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-2965.2008.2) è �îññèéñêèì �îíäîì�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 08-02-00032à, 08-02-90001-Áåë-à).SummaryA.D. Tiranov, K.R. Karimullin, V.V. Samartsev. Numerial Modelling of a Photon Ehoin Two-Level Systems.Simulation of photon eho-signal generation in impurity samples (ruby type) was arriedout. The mathematial model of interation of eletromagneti radiation with a system of two-level atoms based on Maxwell � Bloh equations has been onstruted. For numerial solutionof the reeived system the method of foreast and orretion on the basis of modi�ed Euler'smethod was used. The program realizing the omputing experiment has been developed andalulation of the two-pulse photon eho in two-level system (ruby) has been arried out.Key words: photon eho, Maxwell � Bloh equations, numerial modelling, self-induedtranspareny, ruby. Ëèòåðàòóðà1. Kurnit N.A., Abella I.D., Hartmann S.R. Observation of a photon eho // Phys. Rev.Lett. � 1964. � V. 13, No 19. � P. 567�568.2. Ìàíûêèí Ý.À., Ñàìàðöåâ Â.Â. Îïòè÷åñêàÿ ýõî-ñïåêòðîñêîïèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1984. �270 .3. Êàëà÷åâ À.À., Ñàìàðöåâ Â.Â. Êîãåðåíòíûå ÿâëåíèÿ â îïòèêå. � Êàçàíü: Èçä-âî Êà-çàí. óí-òà, 2003. � 281 ñ.4. Ìàëèêîâ �.Ô. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîîïåðàòèâíûõ êîãåðåíòíûõ ý��åê-òîâ â îïòèêå. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008. � 192 ñ.
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