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ÓÄÊ 517.984ÌÀÒ�È×ÍÛÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈßÂ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂÂ.Ñ. Ìîêåé÷åâ, À.Ì. ÑèäîðîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ïîíÿòèè ìàò-ðè÷íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûé îïåðàòîð, ìàòðè÷íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, àíàëèòè÷å-ñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. ÂâåäåíèåÏóñòü B(µ) � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïðè êàæäîì µ ∈ J = { |µ | <
< µ0} èç ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H â H. �àññìîòðèì çàäà÷ó íàñîáñòâåííûå äëÿ îïåðàòîðà B(µ) .Äëÿ ñàìîñîïðÿæ�åííîãî îïåðàòîðà B(µ) = A0 + µA1 Ý. Øð�eäèíãåð [1℄ ïðåäïî-ëîæèë, ÷òî åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ýëåìåíòûàíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà µ , òî åñòü ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â âèäå

λ(µ) = λ0 + λ1µ+ λ2µ
2 + · · · , u(µ) = u(0) + u(1)µ+ u(2)µ

2 + · · · , (1)â êîòîðûõ λj è u(j) íå çàâèñÿò îò µ . Ôîðìóëû (1) íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìèØð�åäèíãåðà. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âïåðâûå äîêàçàë Ô. �åëëèõ [2℄.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç îïåðàòîðîâ A0 , A1 íå ÿâëÿåòñÿ ñàìî-ñîïðÿæ�åííûì, òî â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèå Øð�åäèíãåðà íåâåðíî.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ äëÿ íåñà-ìîñîïðÿæ�åííîãî îïåðàòîðà B(µ) = A0(µ) + A1(µ) ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæåíèåØð�åäèíãåðà. �àçëè÷íûì ïîäõîäàì ê àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé ïîñâÿùå-íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ïîäõîä, â îñíîâå êîòîðîãîëåæèò ïîíÿòèå ìàòðè÷íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ýòî ïîíÿòèå, ââåä�åííîå â [3℄äëÿ äðóãèõ öåëåé, îêàçàëîñü âåñüìà ïîëåçíûì â òåîðèè âîçìóùåíèé [4, 5℄.Èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïðîâåäåíû ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíîîïåðàòîðà B(µ) = A0(µ) +A1(µ) , µ ∈ J :à) ïðè êàæäîì µ ∈ J îïåðàòîðû A0(µ) : DA0(µ) → H , A1(µ) : DA1(µ) → Hÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè â H è DA0(µ) ⊂ DA1(µ) ;á) âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1(µ), λ2(µ), . . . îïåðàòîðà A0(µ) èìåþòêîíå÷íóþ êðàòíîñòü, ïðè êàæäîì µ ∈ J ñèñòåìà
{y(k,j)(µ), j = 1, . . . , nk(µ), k = 1, 2, . . .} (2)ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ λk(µ) , ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áà-çèñîì â H , ïðè âñåõ k è µ ∈ J

a(k, µ) = sup
q 6=k

(|λq(µ) − λk(µ)|−1) < +∞; (3)



ÌÀÒ�È×ÍÛÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß Â ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ 159â) ïðè êàæäûõ k è µ ∈ J îïåðàòîð A0(µ) − λk(µ) I íîðìàëüíî ðàçðåøèì (I �åäèíè÷íûé îïåðàòîð) è îïåðàòîð A1(µ) ïîä÷èí�åí îïåðàòîðó A0(µ)−λk(µ)I â ñëå-äóþùåì ñìûñëå: ïðè âñåõ x ∈ DA0(µ) òàêèõ, ÷òî 〈x, y(k,j)(µ)〉 = 0 , j = 1, . . . , nk(µ) ,ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖A1(µ)x‖ ≤ b(k, µ)‖(A0(µ) − λk(µ)I)x‖;ã) ïðè êàæäîì µ ∈ J äëÿ ëþáûõ ÷èñåë zk,j ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
A1(µ)

( ∞∑

k=1

nk(µ)∑

j=1

zk,jy(k,j)

)
=

∞∑

k=1

nk(µ)∑

j=1

zk,j A1(µ) y(k,j),åñëè ðÿäû ñõîäÿòñÿ â H ïî íîðìå.Çàìå÷àíèå 1. Åñëè îïåðàòîðû A0(µ) è A1(µ) çàìêíóòû, òî, êàê ëåãêî âèäåòü,èç âûïîëíèìîñòè ïðåäïîëîæåíèé à) è á) ñëåäóåò âûïîëíèìîñòü ïðåäïîëîæåíèé â)è ã).Ââåä�åì îáîçíà÷åíèÿ, â êîòîðûõ k �èêñèðîâàíî, C � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñ-íûõ ÷èñåë:
v � âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè v(1), . . . , v(nk(µ)), v(j) ∈ H ;
z � âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè z1, . . . , znk(µ), zj ∈ C;
z v � âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè z1v, . . . , znk(µ)v, v ∈ H ;
T v � âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè T v(1), . . . , T v(nk(µ)), v(j) ∈ DT äëÿ ñêà-ëÿðíîãî îïåðàòîðà T ;
〈v, y〉 � âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè 〈v(1), y〉, . . . , 〈v(nk(µ)), y〉 ïðè êàæäîì

y ∈ H ;

‖v ‖ =

(
nk(µ)∑
j=1

‖v(j)‖2

)1/2

, |z| =

(
nk(µ)∑
j=1

|zj|2
)1/2

, |D| =

(
nk(µ)∑
j=1

nk(µ)∑
q=1

|dj,q|2
)1/2

,åñëè D � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè dj,q ∈ C.Îïðåäåëåíèå 1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Λk(µ) ðàçìåðíîñòè nk(µ) íàçûâà åòñÿìàòðè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà B(µ) − λk(µ)I, åñëè óðàâíåíèå
(B(µ) − λk(µ)I)v = Λk (µ)v èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå v .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå (òåîðåìà 4 è çàìå÷àíèå 4) ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòî-ðûõ ìàòðè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λk(µ) àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò µ â íåêîòî-ðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïðè÷�åì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû v(k)(µ)ìîæíî âûáðàòü àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèìè îò µ . Äðóãèìè ñëîâàìè, îáîñíîâàíû�îðìóëû Øð�åäèíãåðà

Λk(µ) = Λk,0 + Λk,1µ+ Λk,2µ
2 + · · · , (4)

v(k)(µ) = v(k,0) + v(k,1)µ+ v(k,2) µ
2 + · · · , (5)â êîòîðûõ Λk,j , v(k,j) íå çàâèñÿò îò µ.Ïåðåõîä îò ìàòðè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ê îáû÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-íèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.Ïóñòü δk,q(µ), q = 1, . . . ,mk(µ), � âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-ðèöû Λ′

k(µ) , òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðè÷íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ Λk(µ), è
{ξk,q,j(µ), j = 1, . . . , p k,q(µ)} � ñèñòåìà èç ñîáñòâåííîãî ξk,q,1(µ), ïåðâîãî ïðèñî-åäèí�åííîãî ξk,q,2(µ) , âòîðîãî ïðèñîåäèí�åííîãî ξk,q,3(µ) è ò. ä. âåêòîðîâ ìàòðèöû
Λ′

k(µ) , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ δk,q(µ) . Òîãäà öåïî÷êà âåêòîðîâ
{
h(k,q,j)(µ) =

nk(µ)∑

r=1

ξk,q,j,r(µ) v(k,r)(µ), j = 1, . . . , p k,q(µ)
} (6)



160 Â.Ñ. ÌÎÊÅÉ×ÅÂ, À.Ì. ÑÈÄÎ�ÎÂñîñòîèò èç ñîáñòâåííîãî âåêòîðà h(k,q,1)(µ), ïåðâîãî ïðèñîåäèí�åííîãî ýëåìåíòà
h(k,q,2)(µ) , âòîðîãî ïðèñîåäèí�åííîãî h(k,q,3)(µ) è ò. ä. ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà B(µ),ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk(µ)+δk,q(µ) . Íàïîìíèì, ÷òî ξk,q,j,r(µ),
v(k,r)(µ) � êîîðäèíàòû ñ íîìåðîì r ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ξk,q,j(µ), v(k)(µ).Èç �îðìóë (6), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëØð�åäèíãåðà ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóë Øð�åäèíãåðà äëÿ âîç-ìóùåíèé ïåðâîé íåíóëåâîé ìàòðèöû Λk,q(µ).1. Ñóùåñòâîâàíèå ìàòðè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéÂñþäó â ðàçäåëå k �èêñèðîâàíî. Â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé (â îòëè÷èåîò íóìåðóåìûõ �îðìóë) íå áóäåì ïîä÷åðêèâàòü çàâèñèìîñòü îò µ èñïîëüçóåìûõîáúåêòîâ, à â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íå âîçíèêàåò íåäîðàçóìåíèé, � è îò k. Ñèìâîë 0áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ ÷èñëà 0, è äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà, è äëÿ íóëåâîé ìàòðèöû,è äëÿ íóëåâîãî ýëåìåíòà, è äëÿ íóëåâîãî îïåðàòîðà. Èç êîíòåêñòà áóäåò ïîíÿòíî,â êàêîì ñìûñëå ïîíèìàåòñÿ 0. Ïåðåìåííûå j , k , m , n , q , p (êàê ñ èíäåêñàìè, òàêè áåç íèõ) ñ÷èòàþòñÿ öåëûìè è íåîòðèöàòåëüíûìè (â ïðèëîæåíèÿõ îíè ìîãóò áûòüâåêòîðíûìè, íî ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(0) âåêòîð-ñòîëáåö ñêîîðäèíàòàìè y(k,1), . . . , y(k,nk(µ)) è ïîëîæèì z−1,j = 0.Ëåììà 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå àáñòðàêòíûå u(p)(µ) è ÷èñëîâûå zk,j(µ) îáú-åêòû, ÷òî ïðè p ≥ 1 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(A0(µ) − λk(µ)I)u(p)(µ) = −A1(µ)u(p−1)(µ) +

p−1∑

m=0

nk(µ)∑

j=1

zm,j(µ)u(p−1−m,j)(µ), (7)
〈u(p)(µ), y(k,j)(µ)〉 = 0, j = 1, . . . , nk(µ). (8)Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì, ÷òî â (7) u(p,j) � êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì j âåêòîðà

u(p). Ââåä�åì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå:ïðè q = 0, . . . , p− 1 ñóùåñòâóþò u(q), zq−1,j , j = 1, . . . , nk.Â ñèëó âûáîðà u(0) , z−1,j ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè p = 1 . Äîêàæåì åãîñïðàâåäëèâîñòü ïðè q = p. Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü â (7) ÷åðåç F(p). Ïîñêîëüêóîïåðàòîð A0 − λkI íîðìàëüíî ðàçðåøèì, òî óðàâíåíèå (7) ðàçðåøèìî òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà
〈F(p), z〉 = 0 ∀ z ∈ ker (A0 − λk I)

∗ = {z : (A0 − λk I)
∗z = 0}.Â ñèëó òîãî, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (2) ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâîïåðàòîðà A0, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ker (A0(µ) − λk(µ)I)∗ = ker (A0(µ) − λk(µ)I).Ïîýòîìó óðàâíåíèå (7) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈F(p), y(k,j)〉 = 0 ,
j = 1, . . . , nk. Ýòè ðàâåíñòâà ñ ó÷�åòîì (8) ïðèíèìàþò âèä

zp−1,j(µ) = 〈A1(µ)u(p−1)(µ), y(k,j)(µ)〉, j = 1, . . . , nk(µ). (9)Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ p ≥ 1.Ïðè âûïîëíåíèè (9) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ïðèíèìàåò âèä u −

−
nk∑

j=1

cj y(k,j), ãäå u � îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7). Ïîýòîìó ïðè cj = 〈u, y(k,j)〉 ,
j = 1, . . . , nk , ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (7), (8). Ñïðàâåäëèâîñòü èíäóêöèîííîãîïðåäïîëîæåíèÿ ïðè q = p, à çíà÷èò, è ëåììû, äîêàçàíà.



ÌÀÒ�È×ÍÛÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß Â ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ 161Ëåììà 2. Ïóñòü u(p)(µ), zq,j(µ) óäîâëåòâîðÿþò (7), (8). Òîãäà ïðè q ≥ 1 èíåêîòîðûõ fk(µ) âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè
‖ (A0(µ) − λk(µ)I)u(q)(µ) ‖ ≤ g(k, µ) q−2 (fk(µ))q−1, (10)â êîòîðûõ g(k, µ) = ‖A1(µ)u(0)(µ) ‖ .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðè m ≥ 1 äîêàæåì îöåíêè
‖u(m)(µ) ‖ ≤ a(k, µ) ‖ (A0(µ) − λk(µ)I)u(m)(µ) ‖, (11)

‖A1(µ)u(m)(µ) ‖ ≤ b(k, µ) ‖ (A0(µ) − λk(µ)I)u(m)(µ) ‖, (12)
( nk(µ)∑

j=1

| zm,j(µ) |2
) 1/2

≤ b(k, µ) ‖ (A0(µ) − λk(µ)I)u(m)(µ) ‖, (13)
‖ −A1(µ)u(m)(µ) +

nk(µ)∑

j=1

zm,j(µ)y(k,j)(µ) ‖ ≤ b(k, µ) ‖(A0(µ) − λk(µ)I)um(µ) ‖. (14)Íàïîìíèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâàõ (â îòëè÷èå îò íóìåðóåìûõ �îðìóë) íå ïîä-÷¼ðêèâàåì çàâèñèìîñòü îò µ, è, åñëè íåò íåäîðàçóìåíèé, òî è îò k. Òàê êàê âû-ïîëíÿåòñÿ (8) è (2) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî
‖u(m) ‖2 =

∑

q 6=k

nk∑

j=1

| cm,q,j |2 ≤

≤
(

max
q 6=k

|λq − λk |−2
)∑

q 6=k

nk∑

j=1

(| cm,q,j |2|λq − λk |2) =

= a2 ‖ (A0 − λkI)u(m) ‖2.Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ (11). Â ñèëó ïîä÷èí�åííîñòè îïåðàòîðà A1 îïåðàòîðó
A0 − λkI è îöåíîê (8) âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (12).Èç ðàâåíñòâ (9) ñëåäóåò, ÷òî ïðè m ≥ 1 ñîâïàäàþò êîý��èöèåíòû Ôóðüå ñ íî-ìåðàìè q 6= k (ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2)) ó ýëåìåíòîâ

−A1u(m) +

nk∑

j=1

zm,j y(k,j), −A1u(m),ïðè÷�åì êîý��èöèåíò Ôóðüå ñ íîìåðîì k ó ïåðâîãî ýëåìåíòà ðàâåí íóëþ (â ñèëó(9)). Òîãäà
‖ −A1(µ)u(m)(µ) +

nk(µ)∑

j=1

zm,j(µ) y(k.j)(µ)‖ ≤ ‖A1(µ)u(m)(µ)‖. (15)Ñ ó÷�åòîì (12) ïîëó÷èì (14).×òîáû äîêàçàòü (13), çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (9)
nk(µ)∑

j=1

|zm,j(µ)|2 =

nk(µ)∑

j=1

|〈A1(µ)u(m)(µ), y(k,j)(µ)〉|2 ≤

≤
∑

q≥1

nk(µ)∑

j=1

|〈A1u(m)(µ), y(q,j)(µ)〉|2 = ‖A1(µ)u(m)(µ)‖2. (16)



162 Â.Ñ. ÌÎÊÅÉ×ÅÂ, À.Ì. ÑÈÄÎ�ÎÂÇäåñü ó÷òåíî, ÷òî (2) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îòñþäà è èç (12) ñëåäóåò (13).Îöåíêè (11)�(14) äîêàçàíû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îöåíêè (15), (16) âûïîëíÿþòñÿ è ïðè
m = 0.Ââîäèì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå: îöåíêè (10) âûïîëíÿþòñÿ ïðè q =
= 0, . . . , p− 1.Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ îöåíîê ïðè q = 1 ñëåäóåò èç (7) è (15). Äîêàæåì èõñïðàâåäëèâîñòü ïðè q = p è îöåíèì f = f(k)(µ). Èòàê, p ≥ 2 , è â ñèëó (7)
‖(A0 − λkI)u(p)‖ ≤ ‖ −A1u(p−1) +

nk∑

j=1

zp−1,j y(k,j)‖ +

+ ‖
nk∑

j=1

z0,j u(p−1,j)‖ + ‖
p−2∑

m=1

nk∑

j=1

zm,j u(p−1−m,j)‖.Îöåíèì êàæäóþ èç òðåõ ãðóïï ñëàãàåìûõ S1, S2, S3. Îòìåòèì, ÷òî òðåòüåñëàãàåìîå ïðè p = 2 îòñóòñòâóåò. Â (14) îöåíåíî S1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî
S2 ≤

( nk∑

j=1

|z0,j |2
)1/2( nk∑

j=1

‖u(p−1,j)‖2
)1/2

=
( nk∑

j=1

|z0,j |2
)1/2

‖u(p−1)‖.Îòñþäà è èç (11), (16) ñëåäóåò, ÷òî
S2 ≤ |Λk,0| a ‖(A0 − λkI)u(p−1)‖,ãäå Λk,m � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé zm,j , j = 1, . . . , nk, çàâèñÿò îò k . Ïðè p ≥ 3èç (9), (12), (16) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

S3 ≤
p−2∑

m=1

( nk∑

j=1

|zm,j |2
)1/2( nk∑

j=1

‖u(p−1−m,j)‖2
)1/2

≤
p−2∑

m=1

‖A1u(m)‖ ‖u(p−1−m) ‖ ≤

≤ b a

p−2∑

m=1

‖(A0 − λkI)u(m)‖ ‖(A0 − λkI)u(p−1−m)‖.Ïîýòîìó â ñèëó èíäóêöèîííûõ ïðåäïîëîæåíèé
S1 ≤ b g fp−2 (p− 1)−2; S2 ≤ g |Λk,0| a fp−2 (p− 1)−2;

S3 ≤ b a g2 fp−3
( p−2∑

m=1

m−2 (p− 1 −m)−2
)
.Çàìåòèì, ÷òî S3 = 0 ïðè p = 2. Î÷åâèäíî, ÷òî p2

p−2∑

m=1

m−2(p − 1 −m)−2 ≤ c ïðèâñåõ p ≥ 3, è ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò p.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî
‖(A0 − λkI)u(p)‖ ≤ ((p/(p− 1))2(b+ |Λk,0| a) + b a g c f−1) g p−2fp−2.Ïîýòîìó èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíèòñÿ è ïðè q = p, åñëè

(p/(p−1))2 (b(k, µ) + a(k, µ)|Λk,0(µ)|)+b(k, µ) a(k, µ)g(k, µ) c (fk(µ))−1 ≤ fk(µ). (17)Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 çàêîí÷åíî.
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4 b(k, µ) + 4 a(k, µ) |Λk,0| + b(k, µ) a(k, µ) g(k, µ) c ≤ 1, (18)òî îöåíêè (17) âûïîëíÿþòñÿ ïðè íåêîòîðîì fk(µ) ≤ 1; áîëåå òîãî, åñëè ëåâàÿ ÷àñòüâ (18) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kn} , ñòðåìÿùåéñÿê áåñêîíå÷íîñòè, òî fk(µ) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî fkn

(µ) → 0 .Çàìå÷àíèå 3. Åñëè u(p)(µ), zp,j(µ), fk(µ) óäîâëåòâîðÿþò (7)�(9), (17), òî ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèÿ
∞∑

q=1

(fk(µ))q−1q−2 < +∞ðÿäû
∞∑

p=0

u(p)(µ),
∞∑

p=0

(A0(µ) − λk(µ)I)u(p)(µ),
∞∑

p=1

A1(µ)u(p−1)(µ),
∞∑

p=0

zp,j(µ) (19)ñõîäÿòñÿ, ïðè÷�åì ïåðâûå òðè ðÿäà � ïî íîðìå, à ÷åòâåðòûé � àáñîëþòíî.Ïóñòü ðÿäû (19) ñõîäÿòñÿ, è v(k)(µ) � ñóììà ïåðâîãî ðÿäà, λk,j(µ) � ñóììà÷åòâ¼ðòîãî ðÿäà. Òîãäà
(A0(µ) − λk(µ)I)v(k)(µ) = −A1(µ)v(k)(µ) +

nk(µ)∑

j=1

λk,j(µ)v(k,j)(µ), (20)ãäå v(k,j)(µ) � êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì j âåêòîðà v(k)(µ).Ââåä�åì ìàòðèöó Λk(µ), ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé îáðàçóåò âåêòîð, ñîâïàäàþùèéñ λk,1(µ), âòîðîé � ñ λk,2(µ) è ò. ä. Òîãäà ðàâåíñòâà (20) ïðèíèìàþò âèä
(A0(µ) − λk(µ)I +A1(µ))v(k)(µ) = Λk(µ)v(k)(µ), (21)ïðè÷�åì 〈v(k)(µ), y(k,j)(µ)〉 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíàÒåîðåìà 1. Ïóñòü u(p)(µ), zp,j(µ) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (7)�(9), âû-ïîëíÿþòñÿ îöåíêè (17), ðÿäû (19) ñõîäÿòñÿ, v(k)(µ), λk,j(µ) � ñóììû ñîîòâåò-ñòâåííî ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ðÿäîâ â (19). Òîãäà Λk(µ) � ìàòðè÷íîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå îïåðàòîðà A0(µ)+A1(µ)−λk(µ)I, v(k)(µ) � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåí-íûé ýëåìåíò.Çíàÿ ìàòðè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïî �îðìóëàì (6) âû÷èñëèì ñîáñòâåííûåè ïðèñîåäèí�åííûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà B(µ). Îòâåòèì íà âîïðîñ: âñå ëè ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B(µ) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî (6)?Ïóñòü ïðè êàæäîì µ ∈ J è êàæäîì k ðÿäû (19) ñõîäÿòñÿ. Ïî �îðìóëàì (4),(5) âû÷èñëèì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B(µ) :
{λk(µ) + δq,k(µ), q = 1, . . . ,mk(µ), k = 1, 2, . . .} (22)è ñîîòâåòñòâóþùóþ èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí�åííûõ ýëå-ìåíòîâ

{h(k,q,j)(µ), j = 1, . . . , pk,q(µ), q = 1, . . . ,mk(µ), k = 1, 2, . . .}. (23)Òåîðåìà 2. Åñëè ïðè µ ∈ J ñèñòåìà (23) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â H è îïåðàòîð
B(µ) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå, òî êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèåîïåðàòîðà B(µ) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (22).



164 Â.Ñ. ÌÎÊÅÉ×ÅÂ, À.Ì. ÑÈÄÎ�ÎÂÄîêàçàòåëüñòâî. Ñ öåëüþ óïðîùåíèé â çàïèñÿõ �îðìóë íå ïîä÷¼ðêèâàåì çà-âèñèìîñòü îò µ èñïîëüçóåìûõ â äîêàçàòåëüñòâå îáúåêòîâ. Èòàê, β � ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå îïåðàòîðà B , v � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò è γ � ðåãóëÿðíîåçíà÷åíèå îïåðàòîðà B. Tàê êàê (23) � áàçèñ â H , òî
v =

∑ ′ (
vk,q,1h(k,q,1) + · · · + vk,q,sh(k,q,s)

)
. (24)Ïðè ýòîì ñèìâîë ∑ ′ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïîòåì k, q, äëÿ êîòîðûõ ñóììà, çàêëþ÷åííàÿ â ñêîáêè, îòëè÷íà îò íóëÿ. ×èñëî sâûáðàíî òàê, ÷òîáû vk,q,s 6= 0, vk,q,j = 0 ïðè j > s.Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè (B − γI)−1 èìååì

(B − γI)−1v =
∑ ′ (

vk,q,1(B − γI)−1h(q,k,1) + . . .+ vk,q,s(B − γI)−1h(k,q,s)

)
.Èç ðàâåíñòâ (B − βk,qI)h(k,q,1) = 0, (B − βk,qI)h(k,q,j) = h(k,q,j−1) ïðè j > 1ñëåäóåò, ÷òî

(B − γI)−1h(k,q,1) = (βk,q − γ)−1h(k,q,1), (B − γI)−1h(k,q,j) =

= (βk,q − γ)−1h(k,q,j) + φk,q,j−1h(k,q,j−1) + · · · + φk,q,1h(k,q,1).Ïîýòîìó
(B − γI)−1v =

∑ ′ (
tk,q,1h(k,q,1) + · · · + tk,q,s−1h(k,q,s−1) + (βk,q − γ)−1vk.q,s

)
. (25)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (B − γI)−1v = (β − γ)−1v. Îòñþäà, èç (24), (25) è áàçèñíîñòè(23) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (βk,q − γ)−1vk,q,s = (β − γ)−1vk,q,s, â êîòîðîì vk,q,s 6= 0.Ïîýòîìó β = βk,q. Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 3. Ïóñòü fk(µ) ≤ 1 è

∞∑

k=1

(ψ(k, µ))2 < 1, (26)ãäå ψ(k, µ) = a(k, µ) b(k, µ)

∞∑

p=1

(fk(µ))
p−1

p−2 . Òîãäà (23) ÿâëÿåòñÿ â H áàçèñîì�èññà ñî ñêîáêàìè, ïðè÷�åì åñëè ó B(µ) èìååòñÿ ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå, òî ìíîæå-ñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà B(µ) ñîâïàäàåò ñ (22).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (10), (11), (19) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
‖v(k)(µ) − y(k)(µ)‖ ≤

∞∑

p=1

‖u(k,p)(µ)‖ ≤ a(k, µ)

∞∑

p=1

‖(A0(µ) − λk(µ)I)u(k,p)(µ)‖ ≤

≤ a(k, µ)g(k, µ)
∞∑

p=1

(fk(µ))p−1p−2 = ψ(k, µ).Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (26) ñëåäóåò, ÷òî ∞∑

k=1

||v(k,j)(µ) − y(k,j)||2 < 1 . Çíà÷èò,ñèñòåìà {v(k,j), j = 1, . . . , nk(µ), k = 1, 2, . . .} ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî áëèçêîé êîðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó {y(k,j)(µ), j = 1, . . . , nk(µ), k = 1, 2, . . .} . Ïî òåîðåìå



ÌÀÒ�È×ÍÛÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß Â ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ 165Í.Ê. Áàðè [6℄ îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì �èññà â H. Ïîñêîëüêó h(k)(µ) = G(k, µ)v(k)(µ) ,à ìàòðèöà G(k, µ) îáðàòèìà (èáî å�å ñòîëáöû åñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåí-íûå è ïðèñîåäèí�åííûå âåêòîðû ìàòðèöû Λ ′
k(µ)) , òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ (23) ÿâëÿ-åòñÿ â H áàçèñîì �èññà ñî ñêîáêàìè. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èçòåîðåìû 2.Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ðàçäåëà îòâåòèì íà âîïðîñû:1) ñïðàâåäëèâû ëè �îðìóëû Øð�åäèíãåðà äëÿ âû÷èñëåííûõ ìàòðè÷íûõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé Λk(µ) è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ v(k)(µ)?2) êàêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B(µ) àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò µ?Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ k, µk > 0, âñåõ µ ∈ Jk = {|µ| < µk}âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (26), îïåðàòîð A1(µ) è �óíêöèè y(k,j)(µ), (λq(µ)−λk(µ))−1,ãäå q 6= k, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò µ ∈ Jk. Òîãäà äëÿ Λk(µ), v(k)(µ) ïðè µ ∈ Jkâûïîëíÿþòñÿ �îðìóëû Øð�åäèíãåðà.Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëèòè÷íîñòü â Jk îïåðàòîðà A1(µ) îçíà÷àåò, ÷òî èç àíà-ëèòè÷íîñòè â Jk ýëåìåíòà x(µ) ∈ DA0(µ) ñëåäóåò àíàëèòè÷íîñòü â Jk ýëåìåí-òà A1(µ)x(µ). Òàê êàê ðÿäû (19) ïðè µ ∈ Jk ñõîäÿòñÿ ïî íîðìå, òî ïî òåîðåìåÂåéåðøòðàññà î ïðåäåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé äîñòàòî÷íîäîêàçàòü, ÷òî u(p,k)(µ), zp,k,j(µ), îïðåäåëÿåìûå â (7)�(9), àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿòîò µ ∈ Jk. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè p = 0 èìååì

u(p,k)(µ) = y(k)(µ), zp−1,k,j(µ) = 0, òî åñòü àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò µ ∈ Jk. Ïðåä-ïîëàãàåì, ÷òî ïðè âñåõ q = 0, . . . , p−1 îáúåêòû u(q,k)(µ), zq−1,k,j(µ) àíàëèòè÷åñêèçàâèñÿò îò µ ∈ Jk. Òîãäà â ñèëó (9) zp−1,k,j(µ) àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò µ ∈ Jk,ïîýòîìó ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ïðàâàÿ ÷àñòü F(p)(µ) â ðàâåíñòâå (7). Ïðèýòîì ðåøåíèå çàäà÷è (7), (8) èìååò âèä
u(p,k)(µ) =

∑

j,m 6=k,

〈F(p)(µ), y(m,j)(µ)〉(λm(µ) − λk(µ))−1y(m,j)(µ),ïðè÷�åì ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå, è êàæäîå ñëàãàåìîå àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò µ ∈
∈ Jk. Â ýòîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà åãî ñóììà òàêæå îáëàäàåò ýòèìñâîéñòâîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 4. Ïðè âûïîëíåíèè îöåíîê fk(µ) ≤ 1 èç íåçàâèñèìîñòè îò µ îïå-ðàòîðà A0(µ) è àíàëèòè÷íîñòè ïî µ â îêðåñòíîñòè íóëÿ îïåðàòîðà A1(µ) ñëåäóåòâûïîëíèìîñòü ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû 4.2. Ïðèëîæåíèå ê ãðàíè÷íûì çàäà÷àì äëÿ ëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà�å÷ü ïîéä¼ò î ëèíåéíîì äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àð-ãóìåíòîì

N1∑

j=0

N2∑

r=1

Cj,r(µ)y(j)(t+Tj,r(µ))+

N3∑

j=0

N4∑

r=1

Cj,r,1(t, µ)y(j)(Tj,r,1(t, µ)) = λy(t) t ∈ Q, (27)â êîòîðîì N3 ≤ N1 − 1, Cj,r(µ) íå çàâèñÿò îò t, µ ∈ J, y(j)(t) � ïðîèçâîäíàÿïîðÿäêà j �óíêöèè y(t), Tj,r(µ) � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, Tj,r,1 (t, µ) � âåùå-ñòâåííîçíà÷íûå �óíêöèè, Cj,r,1(t, µ) � ñóììèðóåìûå â êàæäîì êîìïàêòå �óíêöèè,ïðè÷�åì CN1−1,r,1(t, µ) îãðàíè÷åíû â ñóùåñòâåííîì. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâà-åìûå �óíêöèè èçìåðèìû ïî Ëåáåãó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QT îáúåäèíåíèå ïðè j 6= 0ìíîæåñòâ {t+ Tj,r(µ), t ∈ Q}, {Tj,r,1(t, µ), t ∈ Q}, ÷åðåç QT0
� îáúåäèíåíèå ìíî-æåñòâ {t+ T0,r(µ), t ∈ Q}, {T0,r,1(t, µ), t ∈ Q}, Q.
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⋃
QT0

, äëÿ êîòîðîé y(j)(t) , j =
= 0, . . . , (N1 − 1), àáñîëþòíî íåïðåðûâíû â êàæäîì êîìïàêòå èç QT , íàçûâàåòñÿðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (27), åñëè ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ (27).Îïðåäåëåíèå 3. �åøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (27) íàçûâàåòñÿ 2π -ïåðèîäè÷åñêèì,åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

y(j)(t) =

∞∑

|k|=0

yk (exp (ikt))
(j)
, t ∈ R, j = 0, . . . , N1, (28)â êîòîðûõ yk íå çàâèñÿò îò t, è ðÿäû ñõîäÿòñÿ â L2(2π) ïî íîðìå.Çäåñü è äàëåå L2(2π) � ìíîæåñòâî âñåõ 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé h(t), óäî-âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖h(t)‖ =




2π∫

0

|h(t)|2dt




1/2

< +∞.Îïðåäåëåíèå 4. Íå÷�åòíîå 2π -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27) íàçûâà-åòñÿ ðåøåíèåì Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ.Îïðåäåëåíèå 5. ×�åòíîå 2π -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27) íàçûâà-åòñÿ ðåøåíèåì Íåéìàíà.Îïðåäåëåíèå 6. �åøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (27) íàçûâàåòñÿ àíòè-2π -ïåðèîäè-÷åñêèì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
y(j)(t) =

∞∑

|k|=0

yk (exp (it(k + 1/2)))
(j)
, t ∈ R, j = 0, . . . , N1,â êîòîðûõ yk íå çàâèñÿò îò t, è ðÿäû ñõîäÿòñÿ â L2(2π) ïî íîðìå.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

y(j)(t) =

∞∑

k=1

yk (sin (kt))
(j)
, t ∈ R, j = 0, . . . , N1.Àíàëîãè÷íî äëÿ ðåøåíèÿ Íåéìàíà èìååì ðàâåíñòâà

y(j)(t) =

∞∑

k=0

yk (cos (kt))
(j)
, t ∈ R, j = 0, . . . , N1.Ñêàçàííîå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íàèáîëüøåå âíèìàíèå ñëåäóåò óäåëèòü 2π -ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å. Èçó÷àÿ ýòó çàäà÷ó, ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Q ñîäåðæèòèíòåðâàë äëèíû 2π.Óäîáíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç ACn(2π) ìíîæåñòâî âñåõ 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé

x(t), äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå x(j)(t), j = 0, . . . , n − 1, ñóùåñòâóþò, àáñîëþòíîíåïðåðûâíû â êàæäîì êîìïàêòå èç R è x(n)(t) ∈ L2(2π). Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ(28) ðàâíîñèëüíû âêëþ÷åíèþ y(t) ∈ ACN1(2π).×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ àáñòðàêòíîé ñõåìîé, ïîëîæèì H = L2(2π) , à òàêæå ïðè
z(t) ∈ ACN1(2π)

A0(µ)z(t) =

∞∑

|p|=0

zp




N1∑

j=0

N2∑

r=1

Cj,r(µ) exp (ipTj,r(µ)) (ip)j



 exp (ipt), (29)
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A1(µ)z(t) =

∞∑

|p|=0

zp




N3∑

j=0

N4∑

r=1

Cj,r,1(t, µ) exp (ipTj,r,1(t, µ)) (ip)j


 . (30)Ñõîäèìîñòü â H ïî íîðìå ðÿäîâ (29), (30) ëåãêî ñëåäóåò èç ñäåëàííûõ ïðåä-ïîëîæåíèé è èç ðàâåíñòâ (28). Êîý��èöèåíòû Ôóðüå ñóììû ðÿäà (29) îáîçíà÷èì÷åðåç γp(µ). Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A0(µ) ñîâïà-äàåò ñ ìíîæåñòâîì {γp(µ), p = 0,±1,±2, . . .}. Ôèêñèðóåì λ1(µ), λ2(µ), . . . � âñåðàçëè÷íûå ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà. Ýòî è åñòü âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A0(µ). Êðàòíîñòü nk(µ) ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λk(µ) ðàâíàêîëè÷åñòâó öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé p óðàâíåíèÿ

γp(µ) = λk(µ). (31)Î÷åâèäíî, îíà êîíå÷íà, åñëè ó óðàâíåíèÿ N2∑

r=1

CN1,r(µ) exp (ipTN1,r(µ)) = 0 êîíå÷-íîå ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ êîðíåé p. Âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî nk(µ) < +∞. Öåëî-÷èñëåííûå êîðíè kj óðàâíåíèÿ (31) ïåðåïèøåì â âèäå (k, j).Èòàê, {(k, j), j = 1, . . . , nk(µ)} � ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ êîðíåé óðàâ-íåíèÿ (31). Òîãäà y(k,j)(t) = (
√

2π)−1 exp (ikjt) � ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà
A0(µ), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk(µ).Äàëåå ïîä çàïèñüþ ∑(k) ïîíèìàåì çàïèñü ∞∑

q=1,q 6=k

nq∑

j=1

(µ).Ê ñîæàëåíèþ, áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îáîéòèñü íåâîçìîæíî. Îáú-ÿñíåíèå ýòîìó � ïðîñòîå: èç íåðàâåíñòâà
(k)∑

|zqj
(λq(µ) − λk(µ))−1|2 < +∞ (32)â îáùåì ñëó÷àå íå ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

(k)∑
|zqj

(iqj)
m|2 < +∞, m = 0, . . . , N3äàæå òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

〈z(t), y(k,j)(µ)〉 = 0, j = 1, . . . , nk(µ). (33)Íàïîìíèì, ÷òî qj � öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ γp(µ) = λq(µ). Äðóãèìèñëîâàìè, åñëè z(t) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A0(µ)−λk(µ)I, òîíåîáÿçàòåëüíî z(t) ∈ ACN3(2π). Íî áåç ýòîãî âêëþ÷åíèÿ íåïîíÿòåí ñìûñë çàïèñè
A1(µ)z(t). Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè m ≤ N3 è q 6= k âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|qm
j (λq(µ) − λk(µ))−1| ≤ Bm,k(µ), j = 1, . . . , nq(µ). (34)Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 0 âû÷èñëÿåì a(k, µ).Çàìå÷àíèå 5. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà N1 ≥ 2,

γp(µ) = (ip)N1 +

N1−2∑

m=0

N2∑

r=1

Cm,r(µ) (ip)m exp (ipTm,r(µ)),îöåíêè (34) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà
Bm,k(µ) = O(km−N1); åñëè âñå ÷èñëà λk(µ) � öåëûå, òî a(k, µ) ≤ 1 .



168 Â.Ñ. ÌÎÊÅÉ×ÅÂ, À.Ì. ÑÈÄÎ�ÎÂÇàìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A0(µ) − λk(µ)I ñîñòîèò èç âñåõòåõ z(t) ∈ L2(2π), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (32).Èç ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ è îòêëîíåíèé àðãóìåíòà äëÿóðàâíåíèÿ (27) ñëåäóåò, ÷òî ïðè m = 0, . . . , N3, w(t) ∈ ACN1(2π) âûïîëíÿþòñÿîöåíêè
‖Cm,r,1(t, µ) w(m)(Tm,r,1(t, µ))‖ ≤ Bm,r,1(µ) ‖w(m)(t)‖. (35)Â ñèëó (34) â ñëó÷àå (33)

‖z(m)(t)‖ ≤ Bm,k(µ) ‖(A0(µ) − λk(µ)I)z(t)‖. (36)Èç íåðàâåíñòâ (32)�(36) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
‖Cm,r,1(t, µ) z(m)(Tm,r,1(t, µ)‖ ≤ bm,k,1(µ) ‖(A0(µ) − λk(µ)I)z(t)‖,åñëè z(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (33) è m ≤ N3 . Â ðåçóëüòàòå èìååì b(k, µ) =

= b0,k,1(µ)+ · · ·+bN3,k,1
(µ), ïðè÷�åì â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5 b(k, µ) = O(kN3+1−N1), åñëè

Bm,k(µ) = O(km−N1).Âåëè÷èíà g(k, µ) ðàâíà
‖A1(µ)y(k)(µ)‖ =




nk(µ)∑

j=1

∥∥A1(µ)y(k,j)(µ)
∥∥2




1/2

=

=




nk(µ)∑

j=1

∥∥∥∥∥

N3∑

m=o

N4∑

r=1

Cm,r,1(t, µ) (ikj)
m exp (ikjTm,r,1(t, µ))

∥∥∥∥∥

2



1/2ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî çàïèñè (k, j), kj îçíà÷àþò îäíî è òî æå. Î÷åâèäíî, ÷òî îöåíêè(31) ãàðàíòèðóþò íîðìàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðà A0(µ) − λk(µ)I.Çíàÿ a(k, µ), g(k, µ), b(k, µ) , èç íåðàâåíñòâà (17) íàõîäèì fk(µ) � âåëè÷èíó,èñïîëüçóåìóþ â (10). Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5 fk(µ) → 0 ïðè |k| → +∞ , åñëè N1 > 1 ,
N3 ≤ N1 − 2, CN1,j0(µ) 6= 0 , TN1,j0(µ) = 0 , CN1,j(µ) = 0 ïðè j 6= j0 .Òàêèì îáðàçîì, ê èçó÷àåìîé 2π -ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å ïðèìåíèìû ïîëó÷åííûåâûøå ðåçóëüòàòû (òåîðåìû 1�4), ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì è íàõîæäåíèåì ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé.Ñëåäóþùèì øàãîì îòâåòèì íà âîïðîñ: êîãäà ê èçó÷àåìîé çàäà÷å ïðèìåíèìû�îðìóëû Øð�åäèíãåðà?Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå fk(µ) ≤ 1 ïðè íåêîòîðîì k è äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ îá àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò µ ∈ Jk âñåõ �óíêöèé Cm,j,1(t, µ) ,
Tm,j,1(t, µ) , (λq(µ) − λk(µ))−1 ïðè q 6= k âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 4.Ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëØð�åäèíãåðà. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîïðè òàêèõ k äëÿ ìàòðè÷íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ Λk(µ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
Λk(µ) = Λk,0(µ) +

∞∑

m=1

µmWm,k , ãäå Wm,k íå çàâèñÿò îò µ, ïðè÷�åì
√

2πΛk,0(µ) =




λ̃1,1(µ), . . . , λ̃1,nk(µ)(µ)

· · ·
λ̃nk(µ),1(µ), . . . , λ̃nk(µ),nk(µ)(µ)



 ,ãäå
λ̃j,r(µ) =

2π∫

0

(A1(µ) exp (ikjt)) exp (−ikrt) dt.



ÌÀÒ�È×ÍÛÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß Â ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ 169Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîì k ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
Λk(µ) àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò µ, òî è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 2π -ïåðèîäè÷åñêîéçàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (27) àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò µ , ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæíî âûáðàòü àíàëèòè÷åñêèçàâèñÿùèìè îò µ.Çàìå÷àíèå 6. Îïåðàòîð A0(µ) ìû îïðåäåëèëè ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (29), õîòÿìîæíî åãî âûáðàòü èíà÷å, íàïðèìåð,

A0(µ)z =

∞∑

|p|=0

zp



∑

j∈Q1

∑

r∈Q2

Cj,r(µ) (ip)j exp (ipTj,r(µ))


 exp (ipt),ãäå Qj � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâ {0, . . . , Nj} , j = 1, 2 . Âûáèðàòü A0(µ) ñëåäóåòòàê, ÷òîáû îáëåã÷èòü ïðîâåðêó óñëîâèé òåîðåì 1�4.Çàìå÷àíèå 7. Åñëè N1 > 1 � ÷�åòíîå ÷èñëî è y(k,j)(t, µ) = (

√
π)−1 sin (kt), òîâñå ñêàçàííîå î 2π -ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å ñ åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ïåðåíî-ñèòñÿ íà çàäà÷ó Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ, à â ñëó÷àå y(k,j)(t, µ) = (

√
π)−1 cos (kt) � èíà çàäà÷ó Íåéìàíà, ïðè÷�åì ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ CN1−1,r(µ) = 0 ,

CN1−1,r(t, µ) = 0 â êà÷åñòâå îïåðàòîðà A0(µ) ñëåäóåò âçÿòü îïåðàòîð, îïðåäåëÿå-ìûé ðàâåíñòâàìè
A0(µ)z(t) =

∞∑

k=1

zk (ik)N1 sin (kt)äëÿ çàäà÷è Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ,
A0(µ)z(t) =

∞∑

k=0

zk (ik)N1 cos (kt)äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà.Ïðè òàêîì âûáîðå ïðè âñåõ k âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà nk(µ) = 1 .3. Çàäà÷à ×åáûø�åâà�Ýðìèòà äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéñ îòêëîíÿþùèìèñÿ àðãóìåíòàìè�å÷ü ïîéä¼ò î çàäà÷å âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn äëÿ óðàâíåíèÿ
P (µ, t,D)z(t) ≡ P1(µ, t,D)z(t) + P2(µ, t,D)z(t) = λz(t), t ∈ Rn, (37)â êîòîðîé

P1(µ, t,D)z(t) ≡
∑

α∈Q1

Cα(µ)lαz(t);

P2(µ, t,D)z(t) ≡
∑

α∈Q2

Cα,r(µ, t) z
(α)(Tα,r(µ, t));

Q1 , Q2 � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìóëüòèèíäåêñîâ α = (α1, . . . , αn), Cα(µ) íå çà-âèñÿò îò t = (t1, . . . , tn);

lαz(t) ≡
( n∏

j=1

l
αj

j

)
z(t), ljz(t) ≡ −(z(t))

(2)
tj

+ t2jz(t);�óíêöèè Cα,r(µ, t), Tα,r(µ, t) èçìåðèìû ïî Ëåáåãó, ïðè÷�åì Tα,r(µ, t) � âåùå-ñòâåííûå.Èçâåñòíî [7, ñ. 401℄, ÷òî îïåðàòîð lj èìååò â L2(R) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ νm =
= 2m + 1, m = 0, 1, 2, . . . , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå �óíêöèè ×åáû-øåâà �Ýðìèòà z(m)(tj) , m = 0, 1, 2, . . . , îáðàçóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñâ L2(R).
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k = (k1, . . . , kn), z(k)(t) =

n∏

j=1

z(kj)(tj), νk = (νk1
, . . . , νkn

), να
k =

n∏

j=1

ν
αj

kj
,

A0(µ)y(t) =

∞∑

|k|=0

P1(µ, t,D)(yk z(k)(t)), (38)
A1(µ)y(t) =

∞∑

|k|=0

P2(µ, t,D)(yk z(k)(t)). (39)Â âûïèñàííûõ ðàâåíñòâàõ
y(t) =

∞∑

|k|=0

yk z(k)(t) ∈ H = L2(Rn). (40)Îáëàñòè îïðåäåëåíèé DA0(µ) , DA1(µ) ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðîâ A0(µ), A1(µ)ñîñòîÿò èç âñåõ òåõ �óíêöèé (40), ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû (38), (39)ñõîäÿòñÿ ïî íîðìå â H.Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî σ(µ) âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A0(µ)èìååò âèä {
γk(µ) =

∑

α∈Q1

Cα(µ) να
k , k ∈ Z+

}
.Çäåñü è íèæå Z+ � ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè n ñ öåëî÷èñëåííûìèíåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà σ(µ) ìîãóò ñîâ-ïàäàòü ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó �èêñèðóåì λk(µ) , k ∈ Z+, � âñå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòûìíîæåñòâà σ(µ). Òîãäà êðàòíîñòü nk(µ) ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λk(µ) ðàâíà êîëè-÷åñòâó ðåøåíèé p ∈ Z+ óðàâíåíèÿ

γp(µ) = λk(µ).�åøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðåïèøåì â âèäå (k, j) , j = 1, . . . , nk(µ), à ñîáñòâåí-íûå ýëåìåíòû z(k)(t) îïåðàòîðà A0(µ), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λk(µ), � â âèäå y(k,j)(t), j = 1, . . . , nk(µ). Òîãäà

{y(k,j)(t), j = 1, . . . , nk(µ), k ∈ Z+}åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H .Âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî nk(µ) < +∞, a(k, µ) = sup
q 6=k

|λk(µ) − λq(µ)|−1 < +∞ .Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íàïðèìåð, òîãäà, êîãäà |γp(µ)| → +∞ ïðè |p| →
→ +∞ .Ïðèâåäåì óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ïîä÷èí�åííîñòü îïåðàòîðà A1(µ) îïåðàòîðó
A0(µ) − λk(µ)I. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä÷èí�åííîñòü äëÿ íàñ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèåíåêîòîðîé ïîñòîÿííîé b(k, µ) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ z(t) ∈ DA0(µ), óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ

〈z(t), y(k,j)(t)〉 = 0, j = 1, . . . , nk(µ),âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè
‖A1(µ)z(t)‖ ≤ b(k, µ) ‖(A0(µ) − λk(µ)I)z(t)‖. (41)Óêàæåì óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå îöåíîê (41).
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M⋃

j=1

Ωα,r,j(µ), ãäå Ωα,r,j(µ) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è �óíêöèè
Tα,r(t, µ) â êàæäîì Ωα,r,j(µ) äè��åðåíöèðóåìû è îáðàòèìû. ×åðåç δα,r,j(τ, µ) îáî-çíà÷èì ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò τ = Tα,r(t, µ), t ∈ Ωα,r,j(µ). Åñëè ïî÷òèâñþäó â Ωα,r,j(µ) âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|Cα,r(t, µ)δα,r,j(Tα,r(t, µ))| ≤ Bα,r,j ,òî
( ∫

Ωα,r,j(µ)

|Cα,r(t, µ) w(Tα,r(t, µ))|2 dt
)1/2

=

=

( ∫

Tα,rΩα,r,j

|Cα,r(T
−1
α,r(τ, µ)) δα,r,j(τ, µ)|2 |w(τ)|2 dτ

)1/2

,ãäå Tα,rΩα,r,j � îáëàñòü çíà÷åíèé �óíêöèè Tα,r(t, µ), t ∈ Ωα,r,j(µ). Ïîýòîìó âû-ïîëíÿþòñÿ îöåíêè (41). Èìååì, ÷òî g(k, µ) = ‖A1(µ)y(k)(t)‖, ãäå y(k)(t) � âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè y(kj) , j = 1, . . . , nk(µ), γkj
= λk(µ).Èòàê, ïîñòîÿííûå a(k, µ), b(k, µ), g(k, µ) âû÷èñëåíû. Ïîýòîìó èç (17) íàõîäèì

fk(µ). Â ñëó÷àå fk(µ) ≤ 1 ê èññëåäóåìîé çàäà÷å ïðèìåíèìû òåîðåìû 1�4. Â ÷àñò-íîñòè, åñëè ïðè �èêñèðîâàííîì k âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà fk(µ) ≤ 1, òî â ñëó÷àåàíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò µ ∈ J îáúåêòîâ Cα,r,1(t, µ), (λq(µ) − λk(µ))−1 (ïðè
q 6= k), Tα,r(t, µ) ìàòðè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λk(µ) àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò
µ ∈ J. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû v(k)(µ) ìîæíî âûáðàòüàíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèìè îò µ ∈ J. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷-íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Λk(µ) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
v(k)(µ) ïðèìåíèìû �îðìóëû Øð�åäèíãåðà.Çàìå÷àíèå 8. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çíà÷èòåëüíîøèðå ðàññìîòðåííûõ äâóõ çàäà÷. SummaryV.S. Mokeihev, A.M. Sidorov. Matrix Eigenvalues in Analyti Perturbation Theory forLinear Operators.In the present paper, we propose a new approah to the analyti perturbation theory forisolated eigenvalues of �nite multipliity. This approah is based on the notion of the matrixeigenvalue of a linear operator. As an appliation example, we onsider linear problems fordi�erential equations.Key words: linear operator, matrix eigenvalue, analyti perturbation theory.Ëèòåðàòóðà1. Shr�odinger E. Quantisierung als Eigenwertproblem. Dritte Mitteilung: St�orungstheorie,mit Anwendung auf den Starke�ekt der Balmerlinien // Ann. Phys. � 1926. � Bd. 80. �S. 437�490.2. Rellih F. St�orungstheorie der Spektralzerlegung. I. Mitteilung. Analytishe St�orungder isolierten Punkteigenwerte eines beshr�ankten Operators // Math. Ann. � 1937. �Bd. 113. � S. 600�619.
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