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ÓÄÊ 517.958:537.8Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄÈ�ÈÕËÅ È ÍÅÉÌÀÍÀÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÅËÜÌ�ÎËÜÖÀÂ ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕÑ ÊÓÑÎ×ÍÎ-�ËÀÄÊÈÌ Ó×ÀÑÒÊÎÌ ��ÀÍÈÖÛÅ.Ê. Ëèïà÷¼âÀííîòàöèÿÈññëåäîâàíû êðàåâûå çàäà÷è, ìîäåëèðóþùèå ðàññåÿíèå âîëí îáëàñòüþ ñ íåðîâíîéãðàíèöåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü ñîâïàäàåò ñ ïîëóïëîñêîñòüþ, çà èñêëþ÷åíèåì êî-íå÷íîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íåðîâíûì è îïèñûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé�óíêöèåé, ïðè÷åì òî÷êè íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè èìåþò îñîáåííîñòè òèïà ð¼áåð. Äîêàçàíûòåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Ïîëó÷åíû èíòåãðàëü-íûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà è äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé ïîñòàâëåííûìêðàåâûì çàäà÷àì. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ, îñíî-âàííûé íà ìåòîäå ñïëàéí-ïîäîáëàñòåé ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðîâåäåíî îá-îñíîâàíèå àëãîðèòìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, âîçíèêàþ-ùåãî â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíûïîëóïëîñêîñòüþ ñ êîíå÷íûì âêëþ÷åíèåì íà ãðàíèöå. Äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå êî-íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷êè íàðóøåíèÿãëàäêîñòè ÿâëÿþòñÿ ð¼áðàìè. Îòìåòèì, ÷òî ýòî îäèí èç ñëó÷àåâ â êëàññè�èêàöèèîñîáûõ òî÷åê (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄). Çàäà÷à äè�ðàêöèè ñ�îðìóëèðîâàíà â âèäåêðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà Äèðè-õëå èëè Íåéìàíà, óñëîâèåì íà ðåáðå â òî÷êàõ íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè è óñëîâèÿìèèçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.Íà îñíîâå èññëåäîâàíèé äëÿ ãëàäêîãî ñëó÷àÿ [3�5℄, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èåäèíñòâåííîñòü îáîáùåííûõ ïî Âèíåðó ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Ïîêàçàíî, ÷òî ïî-ëó÷åííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè. �åøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â âèäå îáîá-ùåííûõ ïîòåíöèàëîâ è äîêàçàíà òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè êðàåâûõ çàäà÷ èíòå-ãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Ê ãëàäêîìó ñëó÷àþ, â äàííîìñëó÷àå, îòíîñÿòñÿ êðàåâûå çàäà÷è íà îáëàñòÿõ, ãðàíèöà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèòêëàññó C2 èëè C(1,ν) , ν ∈ (0, 1] .Íà îñíîâå ìåòîäà ñïëàéí-ïîäîáëàñòåé ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïî-ñòðîåí àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Îáîñíîâàíèå âû÷èñëè-òåëüíîé ñõåìû ïðîâåäåíî ïî ìåòîäèêå ðàáîòû [6℄.1. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îáëàñòü ïëîñêîñòè R

2 , îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì
Ω = {(x, z) : z > Φ(x),−∞ < x <∞} ,
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j=1 . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ íåðîâíîé(ñì., íàïðèìåð, [3�5, 7℄). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîëüêî íà êîíå÷íîì ó÷àñòêå ãðàíèöà îò-ëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî d > 0 òàêîå,÷òî supp Φ ⊂ [−d, d] , è íåðîâíûé ó÷àñòîê ãðàíèöû ìîæíî çàïèñàòü êàê

γ∗ = {(x,Φ(x)) : x ∈ [−d, d]} ,à ãðàíèöó îáëàñòè Ω ïðåäñòàâèòü â âèäå
∂Ω = γ∗ ∪ {(x, 0) : x 6∈ [−d, d]} ,ïðè ýòîì Q ⊂ γ∗ .Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðû ñ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ãåîìåòðèåé âêëþ÷àþò â ñåáÿøèðîêèé êëàññ äè�ðàêöèîííûõ ðåø¼òîê (ñì., íàïðèìåð, [7�10℄ ).Îáîçíà÷èì ÷åðåç nP âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè â òî÷êå P ãðàíèöû, à ÷åðåç

∂/∂nP � ïðàâèëüíóþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå P (ñì., íàïðèìåð, [11℄).Ýòà ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ãðàíèöå, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê èç Q .Ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå. Íåîáõîäèìî íàéòè �óíê-öèþ u(x, z) òàêóþ, ÷òî
△u(x, z) + k2u(x, z) = 0, (x, z) ∈ Ω, (1)

u(x, z) = f1(x), (x, z) ∈ ∂Ω \ Q (2)(çàäà÷à Äèðèõëå) èëè
∂u(x, z)

∂nP
= f2(x), P = (x, z) ∈ ∂Ω \ Q (3)(çàäà÷à Íåéìàíà), ãäå △ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â òî÷êàõ íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè Q ∈ Q �óíêöèÿ u(x, z) óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèþ íà ðåáðå (ñì., íàïðèìåð, [12�14℄):

lim
ρ→0

Im ∫

Cρ∩Ω

u
∂ū

∂n
dℓ = 0, (4)ãäå Cρ � îêðóæíîñòü ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå Q .Êðîìå òîãî, òðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé èçëó÷åíèÿ

u∗ = eikrO

(
1√
r

)
,

∂u∗

∂r
− iku∗ = eikro

(
1√
r

)
, r =

√
x2 + z2 → ∞, (5)ãäå u∗(x, z) = u(x, z) − ũ(x, z) . ×åðåç ũ(x, z) îáîçíà÷åíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷èäëÿ ïîëóïëîñêîñòè [15℄.Çàäà÷à äè�ðàêöèè ïëîñêîé TE -ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

eik(αx−βz) · e−iωt, α = cos θ, β = sin θ,èìåþùåé ÷àñòîòó ω è ïàäàþùåé ïîä óãëîì θ , ñîîòâåòñòâóåò êðàåâîé çàäà÷å (1)�(5)ñ êðàåâûì óñëîâèåì (2), â êîòîðîì
f1(x) = −u0 (x,Φ(x)) , x ∈ [−d, d] .



96 Å.Ê. ËÈÏÀ×�ÂÑëó÷àþ TM -ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû îòâå÷àåò êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(5) ñ óñëîâèåì(3), â êîòîðîì
f2(x) = − ∂u0

∂nP
(x,Φ(x)) , x ∈ [−d, d] .Çäåñü u0(x, z) = eik(αx−βz) , k2 = ε0µ0ω

2 , ãäå ε0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ, à µ0 � ìàãíèòíàÿïðîíèöàåìîñòè ñðåäû. �åøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è íà ïîëóïëîñêîñòèèìååò âèä
ũ(x, z) =





−eik(αx+βz) â ñëó÷àå TE-ïîëÿðèçàöèè,
eik(αx+βz) â ñëó÷àå TM -ïîëÿðèçàöèè.Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5) íàçîâåì�óíêöèþ u ∈ C2(Ω) ∩ C
(
Ω \ Ωδ

) , óäîâëåòâîðÿþùóþ â îáëàñòè Ω óðàâíåíèþ�åëüìãîëüöà, îäíîìó èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) èëè (3), óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ (5)è óñëîâèþ íà ðåáðå (4) â òî÷êàõ íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè. Çäåñü ÷åðåç Ωδ îáîçíà÷åíîîáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíî ìàëûõ δ -îêðåñòíîñòåé òî÷åê Qj ∈ Q , j = 1, . . . ,m .Âìåñòî òåðìèíà ¾êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå¿ â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñëó÷àå èñïîëüçó-åòñÿ òàêæå òåðìèí ¾êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå¿ (ñì., íàïðèìåð, [16, ñ. 39℄).2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿÄîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5) îñíîâàíî íààïïðîêñèìàöèè îáëàñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îáëà-ñòåé ñ ãðàíèöàìè èç êëàññà C2 . Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîãî ìåòîäàâûìåòàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [18, ñ. 107℄).Îïðåäåëåíèå 2. (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 47℄). Ïóñòü Sj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüîáëàñòåé ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò îáëàñòü Ω , ïðè÷åì Sj ⊂
Sj+1 ⊂ Ω . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fm ∈ C(Ω) ïðîäîëæåíèå �óíêöèè fm , òî åñòü Fm|∂Ω =
fm , m = 1, 2 . Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(5) ðàçðåøèìà â îáëàñòÿõ Sj , òî åñòüñóùåñòâóåò ðåøåíèå uj óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ (5),ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ uj |∂Sj

= F1|∂Sj
â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå è ∂uj

∂nP

∣∣∣∣
∂Sj

= F2|∂Sjâ ñëó÷àå çàäà÷è Íåéìàíà. Îáîáùåííûì ïî Âèíåðó ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5)íàçîâåì �óíêöèþ
u(P ) = lim

j→∞
uj(P ), P ∈ Ω,åñëè òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò âûáîðà àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé è îò ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ �óíêöèé F1 è F2 .�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëàñòåé

Ωj ⊂ Ωj+1 ⊂ Ω, j = 1, 2, . . . ,

∞⋃

j=1

Ωj = Ω.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî γj = ∂Ωj ∈ C2 , è, êðîìå òîãî, ∂Ω \ γ∗ ⊂ ⋂
∂Ωj , òî åñòü çàïðåäåëàìè íåðîâíîãî ó÷àñòêà àïïðîêñèìèðóþùèå îáëàñòè èìåþò îáùóþ ãðàíèöó.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φj(x) �óíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ãðàíèöû îáëàñòåé Ωj , òî åñòü

∂Ωj = {(x,Φj(x)) : x ∈ R} , j ∈ N . �àññìîòðèì òàêæå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè Ωj,R ,îïðåäåë¼ííûå äëÿ j ∈ N è âåùåñòâåííûõ R > d :
Ωj,R = {(x, z) : x2 + z2 < R2, z > Φj(x)}.



Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄÈ�ÈÕËÅ È ÍÅÉÌÀÍÀ. . . 97Ëåììà 1. Åñëè �óíêöèÿ u ∈ L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5)è Im k ≥ 0, Re k 6= 0 , òî
∫

∂ΣR

u(P )
∂ū(P )

∂nP
dsP → 0 ïðè R → ∞.Çäåñü ÷åðåç ∂ΣR îáîçíà÷åí ëåæàùèé â Ω ó÷àñòîê îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåí-òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ �èêñèðîâàííûõ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà R > d è íàòó-ðàëüíîãî j ðàññìîòðèì îáëàñòü Ωj,R . Ïîñêîëüêó C∞(Ωj,R) ïëîòíî â L2(Ωj,R) ,ìîæåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ u èç L2(Ωj,R) êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, è ïóñòü

{uℓ} � ïðåäñòàâèòåëü êëàññà u . Ïðèìåíèì ê �óíêöèÿì uℓ(x, z) è ūℓ(x, z) âòîðóþ�îðìóëó �ðèíà â îáëàñòè Ωj,R :
∫∫

Ωj,R

(uℓ △ūℓ − ūℓ△uℓ) dσ =

∫

∂Ωj,R

(
uℓ
∂ūℓ

∂nP
− ūℓ

∂uℓ

∂nP

)
dsP .Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ℓ→ ∞ , ïîëó÷èì �îðìóëó �ðèíà äëÿ �óíêöèé u è ū :

∫∫

Ωj,R

(u△ū− ū△u) dσ =

∫

∂Ωj,R

(
u
∂ū

∂nP
− ū

∂u

∂nP

)
dsP . (6)Èíòåãðàëû â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.Ïîñêîëüêó △ū = −k̄2ū è △u = −k2u , èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (6) ðàâåí

i(4Re k · Im k)

∫∫

Ωj,R

uū dσ.Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (6) çàïèøåì êàê ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ó÷àñòêó ãðàíèöû
∂Ωj ∩ ΣR è ïî ∂ΣR , ãäå

ΣR =
{
(x, z) : x2 + z2 < R2

}
∩ Ω.Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë ïî ó÷àñòêó ãðàíèöû ∂Ωj ∩ ΣRâ ïðåäåëå ïî j → ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èç óñëîâèé èçëó÷åíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òîèíòåãðàë ïî ∂ΣR ðàâåí

−2iRe k ∫

∂ΣR

|u|2 dsP + o

(
1

R

)
R.Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòíîøåíèè (6) â ïðåäåëå ïðè R → ∞ ïîëó÷àåì

i(4Re k · Im k)

∫∫

ΩR

|u|2 dσ + i(2Re k) ∫

∂ΣR

|u|2 ds→ 0.Ïî óñëîâèÿì ëåììû Re k 6= 0 , Im k > 0 , ïîýòîìó îáà ÷ëåíà â ïîñëåäíåì ñîîò-íîøåíèè ïîëîæèòåëüíû, è ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå ïðè R → ∞ êàæäûé èç íèõñòðåìèòñÿ ê 0 .Èç óñëîâèé èçëó÷åíèÿ äëÿ �óíêöèé u è ū ïîëó÷àåì
∂ū

∂r
= −ik̄ū+ o

(
1√
r

)
e−ik̄r,

∂u

∂r
= iku+ o

(
1√
r

)
eikr .
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J =

∫

∂ΣR

u
∂ū

∂nP
dsP =

∫

∂ΣR

u
∂ū

∂r
dsPðàâåí

J = −ik̄
∫

∂ΣR

|u|2dsP + e−ik̄R o

(
1√
R

) ∫

∂ΣR

u dsP .Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R
u = eikR O

(
1√
R

)
, ū = e−ik̄RO

(
1√
R

)
,ïîëó÷àåì

J = −ik̄
∫

∂ΣR

|u|2 dsP + o

(
1

R

)
R.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè R → ∞

∫

∂Σ+

R

u(P )
∂ū(P )

∂nP
dsP → 0.Òåîðåìà 1. Ïðè óñëîâèè Im k ≥ 0 (è äîïîëíèòåëüíî Re k 6= 0 â ñëó÷àå çàäà÷èÍåéìàíà) êðàåâûå çàäà÷è (1) � (5) ìîãóò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â êëàññåêâàäðàòè÷íî-ñóììèðóåìûõ â ñìûñëå Ëåáåãà �óíêöèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ

v1(x, z) è v2(x, z) êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5), ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó L2(Ω) .Ïóñòü u(x, z) = v1(x, z) − v2(x, z) , (x, z) ∈ Ω .�àññìîòðèì �óíêöèè uj(x, z) , îïðåäåë¼ííûå â îáëàñòÿõ Ωj , j = 1, 2, . . ., ñëåäó-þùèì îáðàçîì:
uj(x, z) =

{
u(x, z), (x, z) ∈ Ωj ∪ (∂Ωj ∩ ∂Ω) ,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,òî åñòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè uj(x, z) ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèè u(x, z) âîáëàñòè Ωj è íà îáùèõ ó÷àñòêàõ ãðàíèö ∂Ω è ∂Ωj , à íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãðàíèöûäîîïðåäåëåíû íóë¼ì. Î÷åâèäíî, ÷òî uj ∈ L2(Ω) .Ïîñêîëüêó C∞(Ωj,R) ïëîòíî â L2(Ωj,R) , òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüíåïðåðûâíûõ �óíêöèé {uj,ℓ}∞ℓ=1 , ñõîäÿùèõñÿ ê uj ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
L2(Ωj,R) .Äëÿ �èêñèðîâàííûõ öåëîãî j è R > d ïðèìåíèì â îáëàñòè Ωj,R ïåðâóþ �îð-ìóëó �ðèíà ê �óíêöèÿì uj,ℓ è uj,ℓ è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ℓ→ ∞ , â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì ∫

Ωj,R

uj∆uj dσ +

∫

Ωj,R

| ∇uj |2 dσ =

∫

∂Ωj,R

uj
∂uj

∂nP
dsP . (7)Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (7) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî ñîñòàâëÿþ-ùèì ãðàíèöû ∂Ωj,R = ∂Ωj ∪ ∂ΣR . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ �óíêöèé uj(x, z) , ñïðà-âåäëèâî óòâåðæäåíèå ëåììû 1 (ïîñêîëüêó â îáëàñòè Ω �óíêöèÿ uj(x, z) ñîâïàäàåò



Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄÈ�ÈÕËÅ È ÍÅÉÌÀÍÀ. . . 99ñ u(x, z) , óäîâëåòâîðÿåò íà ãðàíèöå ∂Ωj óñëîâèþ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà, à íà áåñ-êîíå÷íîñòè � óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ), ïîýòîìó â ïðåäåëå ïðè R → ∞ �îðìóëà (7)ïåðåõîäèò â ∫

Ωj

uj∆uj dσ +

∫

Ωj

|∇uj |2 dσ =

∫

∂Ωj

uj
∂uj

∂nP
dsP . (8)Â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (8) ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

uj(x, z) = 0 ïðè (x, z) ∈ Ωj . Â ïðåäåëå ïðè j → ∞ ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó u(x, z) = 0äëÿ (x, z) ∈ Ω . Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è åäèíñòâåííî.3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿÂûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé Ωj (j = 1, 2, . . .), àïïðîêñèìèðóþùèõîáëàñòü Ω è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè:
. . . ⊂ Ωj ⊂ Ωj+1 ⊂ . . . ⊂ Ω, ∂Ωj ∈ C2. (9)Êàê áûëî çàìå÷åíî ðàíåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

∂Ωj ∩ ∂Ω 6= ∅, j ∈ N, (10)è äëèíà ó÷àñòêà γ′j ≡ ∂Ω \ (∂Ωj ∩ ∂Ω) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè j → ∞ , òî åñòü ãðàíèöûîáëàñòåé Ωj ñîâïàäàþò, çà èñêëþ÷åíèåì ó÷àñòêà γ′j . Áîëåå òîãî, ìîæåì ñ÷èòàòü,÷òî ýòîò ó÷àñòîê ñîäåðæèòñÿ â Ωj+1 . Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç γ̃j ó÷àñòîê ãðàíèöû
∂Ωj , ëåæàùèé â Ω , òî åñòü γ̃j = ∂Ω∩∂Ωj , à ÷åðåç γ∗j � íåðîâíûé ó÷àñòîê ãðàíèöû
∂Ωj .Äëÿ êàæäîãî j ∈ N ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ωj êðàåâóþ çàäà÷ó

△u(x, z) + k2u(x, z) = 0, (x, z) ∈ Ωj , (11)
u(x, z) = f1(x), (x, z) ∈ ∂Ωj (12)èëè

∂u(x, z)

∂nP
= f2(x), P = (x, z) ∈ ∂Ωj (13)ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ (5).Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëü-öà â ãëàäêîì ñëó÷àå (ñì. [3�5℄), êðàåâàÿ çàäà÷à (11)�(13), (5) èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå uj(x, z) , ïðèíàäëåæàùåå êëàññó C2(Ωj)∩C

(
Ωj

) (â ñëó÷àå çàäà÷è Íåéìàíàê îïðåäåëåíèþ êëàññà äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîé íîðìàëüíîéïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå). Â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå �óíêöèÿ uj(x, z) ïðåäñòàâè-ìà â âèäå êîìáèíàöèè âñïîìîãàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ũ äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóïëîñêîñòè èîáîáù¼ííîãî ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ W
(
γ∗j , ψ

) :
u(M) = ũ(M) +W

(
γ∗j , ψ

)
(M), M ∈ Ω, (14)

W
(
γ∗j , ψ

)
(M) ≡

∫

γ∗

j

∂G1(M,P )

∂nP
ψ(τ) dsP . (15)�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(M) = ũ(M) + V
(
γ∗j , ψ

)
(M), (16)
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V

(
γ∗j , ψ

)
(M) ≡

∫

γ∗

j

G2(M,P )ϕ(τ) dsP (17)åñòü îáîáù¼ííûé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ. Çäåñü
Gm(M,P ) =

πi

2

{
H

(1)
0 (kr) + (−1)mH

(1)
0 (kr∗)

}
, (18)

m = 1, 2 è ϕ, ψ ∈ Ċ[−d, d] . ×åðåç H(1)
0 (z) îáîçíà÷åíà �óíêöèÿ �àíêåëÿ ïåðâîãîðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [17, ñ. 163℄),

M = (x, z) , P = (τ, ζ) , r =

√
(x − τ)2 + (z − ζ)2, r∗ =

√
(x− τ)2 + (z + ζ)2.Ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÔðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

πψ(x) +

∫

γ∗

j

∂G1(M,P )

∂nP
ψ(τ) dsP = ρ(M), (19)

−πϕ(x) +

∫

γ∗

j

∂G2(M,P )

∂nM
ϕ(τ) dsP = χ(M). (20)Çäåñü ρ(M) = F1(x) − ũ(M) , χ(M) = F2(x) − ũ(M) , M = (x,Φj(x)) ∈ γ∗ ,

P = (τ,Φj(τ)) , j ∈ N . Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû èç òåîðåìû î ñêà÷êå çíà÷åíèéîáîáùåííûõ ïîòåíöèàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [19, 20℄).Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {uj(x, z)}∞j=1 , ÿâëÿþ-ùèõñÿ êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòÿõ Ωj (j ∈ N). Äëÿêàæäîãî j ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç (Ωj , uj) ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç îáëàñòè Ωj è �óíê-öèè uj(x, z) , ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì îäíîé èç êðàåâûõ çàäà÷ (1)�(5) â îáëàñòè Ωj ,
j ∈ N .�àññìîòðèì òåïåðü ïàðû (Ωj , uj) è (Ωj+1, uj+1) äëÿ íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííî-ãî íîìåðà j . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëà-ñòåé èìååì

Ωj ⊂ Ωj+1, ∂Ωj ∩ ∂Ωj+1 ⊂ ∂Ω, γ′j ≡ ∂Ωj \ (∂Ωj ∩ ∂Ωj+1) ⊂ Ωj+1. (21)Íà îáùåì ó÷àñòêå ãðàíèöû îáëàñòåé Ωj è Ωj+1 âûïîëíåíî óñëîâèå
uj |∂Ωj∩∂Ωj+1

= uj+1|∂Ωj∩∂Ωj+1
. (22)Íà ó÷àñòêå γ′j �óíêöèÿ uj+1 , â ñèëó (21), îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà (êàê ðåøåíèåêðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòè Ωj+1 ). �àññìîòðèì òåïåðü â îáëàñòè Ωj êðàåâóþ çàäà÷ó,ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèÿ

△u+ k2u = 0, (23)ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
u|∂Ωj

= uj+1|∂Ωj
(24)è óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè âèäà (5).Ïðèâåä¼ííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, âñëåäñòâèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêîé ãðà-íèöû, èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ýòîé êðà-åâîé çàäà÷è ÷åðåç u̇j(x, z) . Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð

{(Ωj , uj)}∞1 , ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {u̇j(x, z)}∞1 .



Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄÈ�ÈÕËÅ È ÍÅÉÌÀÍÀ. . . 101Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ N �óíêöèÿ uj+1|Ωj
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèÿì êðàåâîé çàäà÷è (23), (24) ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ (5). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòèðåøåíèÿ ýòîé êðàåâîé çàäà÷è çàêëþ÷àåì, ÷òî

u̇j(x, z) = uj+1(x, z), (x, z) ∈ Ωj , j ∈ N. (25)Êàê ñëåäñòâèå ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì ïðè k ≤ j , j, k ∈ N :
u̇k(x, z) = uj+1(x, z), (x, z) ∈ Ωk, (26)òî åñòü

u̇k ≡ uj+1|Ωk
ïðè k ≤ j.�àññìîòðèì òåïåðü îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{u̇1(x, z), . . . , u̇j(x, z), u̇j+1(x, z)}ïðè �èêñèðîâàííîì j ∈ N . Çàìåíèì �óíêöèþ u̇j(x, z) íà ðåøåíèå òîé æå êðàåâîéçàäà÷è, íî ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì âèäà
u|∂Ωj

= u̇j+1|∂Ωj
. (27)Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, ïî-ïðåæíåìó, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç u̇j(x, z) . Òî÷íî òàê æåïîñòóïèì ñ �óíêöèåé u̇j−1(x, z), è äàëåå, âïëîòü äî íà÷àëà îòðåçêà. Èç ñîîòíîøå-íèÿ (26) ñëåäóåò, ÷òî

u̇k ≡ u̇j|Ωk
, k < j, k, j ∈ N. (28)Ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ ñ�îðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.Ëåììà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u̇j}j∈N îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) u̇k(x, z) = u̇j(x, z), (x, z) ∈ Ωk, k < j, k, j ∈ N ;2) u̇j |∂Ωj∩∂Ωj+1

= u̇j+1|∂Ωj∩∂Ωj+1
, j ∈ N .Èç óòâåðæäåíèé îá ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è êðàåâûõ çàäà÷äè�ðàêöèè â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ (ñì. [3�5℄) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ u̇j(x, z)

(j ∈ N) ïðåäñòàâèìà â âèäå
u̇j = ũ+W

(
γ∗j , ϕ̇j

) (29)â ñëó÷àå êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå èëè
u̇j = ũ+ V

(
γ∗j , ϕ̇j

) (30)â ñëó÷àå êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà. Ïëîòíîñòè ϕ̇j(x) (j ∈ N) îáîáù¼ííûõ ïîòåíöè-àëîâ (15) è (17) ïîëó÷åíû êàê ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (19) è (20), ïðèýòîì �óíêöèÿ f(x) , îïðåäåëÿþùàÿ íåðîâíûé ó÷àñòîê ãðàíèöû ∂Ω , çàìåíåíà íà�óíêöèþ fj(x) , îïðåäåëÿþùóþ íåðîâíûé ó÷àñòîê ãðàíèöû ∂Ωj (j ∈ N) .Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïàð {(Ωj , u̇j)} èìååì ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü �óíêöèé {ϕ̇j(x)} .Òåîðåìà 2. Ïðè óñëîâèè Im k ≥ 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψj(x)}j∈N ðåøåíèéèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (19) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2[−d, d] ê �óíêöèè ψ(x)òàêîé, ÷òî �óíêöèÿ
u = ũ+W (γ∗, ψ) (31)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5) ñ óñëîâèåì Äèðèõëå íà ãðàíèöå.



102 Å.Ê. ËÈÏÀ×�ÂÒåîðåìà 3. Ïðè óñëîâèÿõ Im k ≥ 0 è Re k 6= 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ϕj(x)}j∈N ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (20) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
L2[−d, d] ê �óíêöèè ϕ(x) , òàêîé, ÷òî ïîòåíöèàë

u = ũ+ V (γ∗, ϕ) (32)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5) ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà ãðàíèöå.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {u̇j}j∈N , ïîñò-ðîåííóþ ïî óêàçàííîé ðàíåå ñõåìå. Êàæäàÿ èç �óíêöèé u̇j(x, z) ýòîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äè�ðàêöèè â îáëàñòè ñ äîñòàòî÷íîãëàäêîé ãðàíèöåé è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ïðåäñòàâèìà â âèäå îáîá-ù¼ííîãî ïîòåíöèàëà, âû÷èñëåííîãî ïî �îðìóëàì (29) èëè (30) â çàâèñèìîñòè îòïîëÿðèçàöèè çàäà÷è.Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé {u̇j}j∈N ñóùåñòâóåò è ÿâ-ëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5).Ïóñòü i, j � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, k = min{i, j} è R > d � âåùåñòâåííîå ÷èñëî.�àññìîòðèì â îáëàñòè ΣR �óíêöèè u̇i(x, z) è u̇j(x, z) . Ñîãëàñíî ëåììå 2 èìååì
u̇i(x, z) = u̇j(x, z) ïðè (x, z) ∈ Ωk. (33)Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè i > j , òîãäà

(u̇i − u̇j)|Ωi
= (u̇i − u̇j)|Ωi,R

= U (∂Ωj,R, ϕj) − U (∂Ωi,R, ϕi) , (34)ãäå
U (∂Ωj,R, ϕj) = W (∂Ωj,R, ϕj)â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå èëè
U (∂Ωj,R, ϕj) = V (∂Ωj,R, ϕj)â ñëó÷àå çàäà÷è Íåéìàíà.Èç ñîîòíîøåíèÿ (34) ïîëó÷àåì

(u̇i − u̇j)|Ωi
= U (∂Ωi,R, ϕj) − U (∂Ωi,R, ϕi) + U (∂Ωi\∂Ωj, ϕi) ,îòêóäà ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

U (∂Ωi,R, ϕi − ϕj) = (ui − uj)|Ωi
+ U (∂Ωi\∂Ωj, ϕi) . (35)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (35) ðàâíî íóëþ ñîãëàñíî (33),à âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè j → ∞ â ñèëó òîãî, ÷òî Ωj,R → ΣR è

∂Ωj,R → ∂ΣR ïðè j → ∞ . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {ϕj}j∈N�óíäàìåíòàëüíà.Â ïðîñòðàíñòâå L2 (∂ΣR) ñóùåñòâóåò ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé,êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç
ϕ∗ = lim

j→∞
ϕj .�àññìîòðèì �óíêöèþ

u∗ = ũ+ U (∂ΣR, ϕ
∗) . (36)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ u∗ ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì ïîòåíöèàëîì, îíà óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà, è äëÿ íå¼ âûïîëíåíû óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íî-ñòè.
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U (∪Cδ,j , ϕ

∗) = U (∂Ωj,R, ϕ
∗) − U (∂ΣR, ϕ

∗)è èç òîãî, ÷òî Ωj,R → ΣR ïðè j → ∞ .Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî íåíóëåâîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5), ïðè÷¼ì ðå-øåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå, óêàçàííîì â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû.Òåîðåìà 4. Ôóíêöèè u(x, z) , çàäàííûå ñîîòíîøåíèÿìè (31) è (32), ÿâëÿþòñÿîáîáùåííûìè ïî Âèíåðó ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5) ïðè óñëîâèÿõ Äèðèõëåè Íåéìàíà ñîîòâåòñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sj � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé ñ ãëàäêèìè ãðàíè-öàìè, àïïðîêñèìèðóþùàÿ îáëàñòü Ω è Sj ⊂ Sj+1 ⊂ Ω . Îáîçíà÷èì ÷åðåç φj �óíê-öèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ ãðàíèöó îáëàñòè Sj , òî åñòü ∂Sj = {(x, φj(x)) : x ∈ R} .Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî j ∈ N îáëàñòü Ωj = {(x,Φj(x))} , ãäå Φj(x) = φj(x) ïðè
x ∈ [−d, d] è Φj(x) = 0 ïðè x 6∈ [−d, d] . Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì Sj ⊂ Ωj , j ∈ N .Êðàåâûå çàäà÷è â îáëàñòÿõ Sj è Ωj èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ, è, êàê ñëåäóåòèç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðîâåä¼ííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2, ðåøåíèåêðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòè Sj ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåéêðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòè Ωj . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëû (31) è (32) íå çàâèñÿò îòâûáîðà àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëàñòåé.Äëÿ êàæäîãî j ∈ N çàïèøåì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (19), (20) â åäèíîì âèäå

ϕj(x) +

∫

γ∗

Kj(x, τ)ϕj(τ) dsP = y(x), −d < x < d. (37)Èç òåîðåì 1�3 è òåîðåìû îá óðàâíåíèÿõ ñ áëèçêèìè ÿäðàìè (ñì. [21, ñ. 157℄)ñëåäóåòÒåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ̃j(x)} ðåøåíèé èíòåãðàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ (37), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2[−d, d] ê òàêîé �óíêöèè
ϕ(x) , ÷òî îáîáù¼ííûé ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ (â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå) èëèîáîáù¼ííûé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ (â ñëó÷àå çàäà÷è Íåéìàíà) ñ ïëîòíîñòüþ
ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äè�ðàêöèè (1)�(5). Ïðè ýòîì �óíêöèÿ
ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

ϕ(x) +

∫

γ∗

K(x, τ)ϕ(τ) dsP = y(x), (38)ãäå P = (τ,Φ(τ)) , M = (x,Φ(x)) , ÿäðî âû÷èñëåíî ïî �îðìóëàì
K(x, τ) =

1

π

∂G1(M,P )

∂nP
â TE-ñëó÷àå,

K(x, τ) = − 1

π

∂G2(M,P )

∂nM
â TM -ñëó÷àå,

K(x, τ) = 0, åñëè M ∈ Q,à ïðè ñîâïàäåíèè àðãóìåíòîâ çíà÷åíèå ÿäðà ðàâíî ïîëîâèíå êðèâèçíû ãëàäêîãîó÷àñòêà ãðàíèöû. Ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îð-ìóëàì
y(x) =

1

π
[f1(x) − ũ (x,Φ(x))] â TE-ñëó÷àå,

y(x) = − 1

π
[f2(x) − ũ (x,Φ(x))] â TM -ñëó÷àå.



104 Å.Ê. ËÈÏÀ×�ÂÍåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 1�5, à òàêæå ñâîéñòâ îáîáù¼ííûõ ïîòåí-öèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 6. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5), ïîñòðîåí-íîå ñîãëàñíî ñõåìå, óêàçàííîé â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 5, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.4. Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷èÀëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(5) îñíîâàí íà ìåòîäåñïëàéí-ïîäîáëàñòåé ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Kϕ ≡ ϕ(x) +

d∫

−d

K(x, τ)ϕ(τ) dτ = y(x), x ∈ [−d, d], (39)ýêâèâàëåíòíîãî êðàåâîé çàäà÷å. ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (39) â TE -ñëó÷àåâû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé
K(x, τ) =

ik

2

[
H

(1)
1 (kr)

r
{(x− τ)Φ′(τ) + (Φ(τ) − Φ(x))}+

+
H

(1)
1 (kr∗)

r∗
{(τ − x)Φ′(x) − (Φ(x) + Φ(τ))}

]
. (40)Ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (39) â TE -ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îð-ìóëå

y(x) =
1

π
[f1(x) − ũ (x,Φ(x))] . (41)Â TM -ñëó÷àå ÿäðî è ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (39) îïðåäåëÿþòñÿïî �îðìóëàì

K(x, τ) =
ik

2

√
1 + (Φ′(τ))2

1 + (Φ′(x))2

[
H

(1)
1 (kr)

r
{(x− τ)Φ′(x) + (Φ(τ) − Φ(x))}+

+
H

(1)
1 (kr∗)

r∗
{(x − τ)Φ′(x) − (Φ(x) + Φ(τ))}

]
, (42)

y(x) = − 1

π
[f2(x) − ũ (x,Φ(x))] . (43)Ïðè ñîâïàäåíèè àðãóìåíòîâ çíà÷åíèÿ ÿäåð (40) è (42) äîîïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé,ðàâíîé ïîëîâèíå êðèâèçíû íåðîâíîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû:

− Φ
′′

(x)

2π
[
1 + (Φ′(x))

2
] ,è ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 0 , åñëè òî÷êà M = (τ,Φ(τ)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Q .Â ñîîòíîøåíèÿõ (40) è (42) èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

r =

√
(x− τ)2 + (Φ(x) − Φ(τ))

2
, r∗ =

√
(x − τ)2 + (Φ(x) + Φ(τ))

2
.Íà îòðåçêå [−d, d] ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñåòêó óçëîâ

∆n : −d 6 x0 < x1 < . . . < xn 6 d, n = 1, 2, . . . , (44)
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δn = max

16j6n
(xj − xj−1) → 0, n→ ∞. (45)Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (39) èùåì â âèäå ñïëàéíà

ϕl
n(x) =

n∑

j=0l

cjs
l
j(x), 00 = 1, (46)ãäå sl

j(x) � �óíäàìåíòàëüíûå ñïëàéíû ñòåïåíè l .Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå â ñëó÷àå l = 0 âû÷èñëÿåòñÿ â âèäå ñòóïåí÷àòîé �óíê-öèè
ϕ0

n(x) =

n∑

j=1

cjs
0
j(x), (47)ãäå

s01(x) =

{
1, −d 6 x 6 x1,

0, x1 < x ≤ d,

s0j(x) =

{
1, xj−1 < x 6 xj ,

0, x 6∈ (xj−1, xj),
j = 2, . . . , n.Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû cj (j = 1, . . . , n) îïðåäåëÿåì, ñîãëàñíî ñòóïåí÷àòî-ìó ìåòîäó ïîäîáëàñòåé (ñì., íàïðèìåð, [22℄), èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé

cj +

n∑

k=1

αjkck = Ψj(y), j = 1, . . . , n, (48)ãäå
Ψj(y) =

1

xj − xj−1

xj∫

xj−1

y(x) dx, j = 1, . . . , n, (49)
αjk = Ψj




xk∫

xk−1

K(x, τ) dτ


 =

=
1

xj − xj−1

xj∫

xj−1

xk∫

xk−1

K(x, τ) dτ dx, j, k = 1, . . . , n. (50)Â ñëó÷àå l = 1 ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ �óíäà-ìåíòàëüíûå ñïëàéíû ïåðâîãî ïîðÿäêà, îïðåäåë¼ííûå ñîîòíîøåíèÿìè
s1j(x) =





x− xj−1

xj − xj−1
, x ∈ [xj−1, xj ],

xj+1 − x

xj+1 − xj
, x ∈ [xj , xj+1]

(51)è s1j (x) = 0 ïðè x 6∈ [xj−1, xj+1] (j = 1, . . . , n).



106 Å.Ê. ËÈÏÀ×�ÂÏðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå íàõîäèì â âèäå ïîëèãîíàëüíîãî ñïëàéíà
ϕ1

n(x) =

n∑

j=0

cjs
1
j(x). (52)Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû cj (j = 0, . . . , n) íàõîäèì èç óñëîâèé

xk∫

xk−1

[(
Kϕ1

n

)
(x) − y(x)

]
dx = 0, k = 1, . . . , n. (53)Ñ ïîìîùüþ �óíêöèîíàëîâ Ψj óñëîâèÿ (53) ïåðåïèøåì â âèäå ñèñòåìû ëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

cj−1 + cj
2

+

n∑

k=1

αjkck = Ψj(y), j = 1, . . . , n, (c0 = cn), (54)ãäå
αjk = Ψj




a∫

xk−1

K(x, τ) dτ


 . (55)Òåîðåìà 7. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñïëàéí-�óíêöèè ϕl

n(x) , îïðåäåëÿåìûå ñòóïåí÷àòûì è ïîëèãîíàëüíûì ìåòîäàìè ñïëàéí-ïîäîáëàñòåé, ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííû è ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ϕ∗(x) .Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå (39) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî. Äëÿ ÿäðà óðàâíåíèÿ (39) âûïîëíåíû óñëî-âèÿ, ïðèâåäåííûå â ðàáîòå [23℄. Â ñëó÷àå ñòóïåí÷àòîãî ìåòîäà ïîäîáëàñòåé âîñ-ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1 ðàáîòû [23℄, à â ñëó÷àå ïîëèãîíàëüíîãî ìåòîäà ïîäîáëàñòåé� òåîðåìîé 3 èç ýòîé æå ðàáîòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé (48), (54) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n . Òàêèì îáðà-çîì, ñïëàéíû íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìûå ïî ìåòîäó ïîäîáëàñòåé,ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ïðè âñåõ n , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî.Èç îöåíîê (2.12) è (3.3) ðàáîòû [23℄ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè ïîãðåøíîñòèìåòîäà ïîäîáëàñòåé:
‖ϕ∗ − ϕ0

n‖2 = O (ωx (K; δn)2 + ω(y; δn)2) = O (ωx (K; δn)2 + δn) , (56)
‖ϕ∗ − ϕ1

n‖2 = O (ωx (K; δn)2 + ω(y; δn)2) = O (ωx (K; δn)2 + δn) , (57)ãäå ÷åðåç ϕ∗(x) îáîçíà÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39) è
ω(y; δ)2 = sup

0<η≤δ






a−η∫

−a

|y(t) − y(t+ η)|2 dt






1/2

,

ωx(K; δ)2 = sup
0<η≤δ






a−η∫

−a

a∫

−a

|K(x+ δ, τ) −K(x, τ)|2 dx dτ






1/2

.Èç ñîîòíîøåíèé (56), (57) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ñòóïåí÷àòîãî ìåòîäà ïîäîáëàñòåéè ïîëèãîíàëüíîãî ìåòîäà ïîäîáëàñòåé.
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