
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 539.3×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÕÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉ �ÈÏÅ�ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅË.I. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ È ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÀ.È. �îëîâàíîâ, Þ.�. Êîíîïëåâ, Ë.Ó. ÑóëòàíîâÀííîòàöèÿÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòêðûâàåò öèêë ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîåíèþ âû÷èñëèòåëüíîãîàëãîðèòìà èññëåäîâàíèÿ êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé ãèïåðóïðóãèõ òåë. Â ïåðâîé ÷àñòè öèê-ëà ðàáîò ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå âîïðîñû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìûõ ñðåä,ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êèíåìàòèêè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé. Èçëîæåíû îñíîâ-íûå âèäû âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé è òåíçîðû íàïðÿæåíèé, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåøåíèÿíåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûå äå�îðìàöèè, ãèïåðóïðóãîñòü, òåíçîð ãðàäèåíòà äå�îð-ìàöèé, ìåðû äå�îðìàöèé, òåíçîð íàïðÿæåíèé, âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ.Ââåäåíèå�èïåðóïðóãèå ìàòåðèàëû ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ýëåìåíòàìè â êîíñòðóêöèÿõ ìíî-ãèõ èíæåíåðíûõ èçäåëèé è øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå. Ýòî îáóñëîâëåíîòåì, ÷òî îíè äîïóñêàþò áîëüøèå äå�îðìàöèè (äî 1000 %), ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì óïðó-ãèå ñâîéñòâà. Èññëåäîâàíèþ èõ ñâîéñòâ è ðàçðàáîòêå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòàðåàëüíûõ êîíñòðóêöèé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (çäåñü ìîæíî îòìåòü èç-âåñòíûå ìîíîãðà�èè [1, 2℄). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè òâåðäîãî äå�îðìèðóåìîãîòåëà ðå÷ü èäåò î íåëèíåéíî óïðóãèõ ñðåäàõ, ïðè äå�îðìèðîâàíèè êîòîðûõ íåîá-õîäèìî ó÷èòûâàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü â ðàìêàõ êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé.Ïîäîáíîãî ðîäà ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ â áîëüøîì ÷èñëå ñòàòåé è îáîáùåíûâ ðÿäå ìîíîãðà�èé, íàïðèìåð [1�8℄. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèåâîïðîñû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìûõ ñðåä. Èçëîæåíèå âåäåòñÿ â áåçûí-äåêñíîé �îðìå, à èìåííî â âèäå òàê íàçûâàåìîãî ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äèàä áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïî-äîáíàÿ �îðìà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå êîìïàêòíîé. Òàêîãî ñòèëÿ èçëîæåíèÿ ïðèäåð-æèâàþòñÿ àâòîðû ìîíîãðà�èé [2�5℄, ãäå ìîæíî íàéòè ïîäðîáíîå îïèñàíèå òåõíî-ëîãèè ðàáîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Â ïåðâîì ðàçäåëåïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êèíåìàòèêè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé è ïðîèçâîëü-íûõ òå÷åíèé ñïëîøíûõ ñðåä. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå òåíçîðû, èñïîëüçóåìûå äëÿîïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíûõ ñðåä, âûïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ýòèâåëè÷èíû è èõ ìàòåðèàëüíûå ïðîèçâîäíûå ìåæäó ñîáîé. Çíà÷èòåëüíîå âíèìà-íèå óäåëåíî ïðåäñòàâëåíèþ ââåäåííûõ òåíçîðîâ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ãëàâíûìçíà÷åíèÿì è ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì. Êðàòêî îïèñûâàåòñÿ ñåìåéñòâî îáúåêòèâíûõòåíçîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç èíâàðèàíòíûõ è èíäè��åðåíòíûõ òåíçîðîâ. Âûâîä áîëü-øèíñòâà ñîîòíîøåíèé îïóùåí, òàê êàê åãî ìîæíî íàéòè â ïðèâåäåííûõ â ñïèñêåëèòåðàòóðû ìîíîãðà�èÿõ. Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ îñíîâíûõ âèäîââàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé â ñî-âðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ. Ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé îñíîâàíà íà ïðèíöèïå



30 À.È. �ÎËÎÂÀÍÎÂ È Ä�.âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé. Âûïèñàíû âàðèàíòû âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ýòîãîòèïà, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå áàçîâîé èñïîëüçóåòñÿ ëèáî èñõîäíàÿ êîí�èãóðàöèÿ,ëèáî äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Âòîðàÿ ãðóïïà ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé îñíî-âàíà íà ïðèíöèïå âèðòóàëüíûõ ñêîðîñòåé (âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé). Ïðèâåäåíûòàêæå óðàâíåíèÿ äëÿ èñõîäíîé è äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèé. Âûïèñàíû ñî-îòíîøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåàëèçàöèèòîé èëè èíîé ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ çàäà÷, è ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèåèõ ìåæäó ñîáîé. Â çàêëþ÷åíèå êðàòêî îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà ââåäåííûõ òåíçîðîâíàïðÿæåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ îáúåêòèâíîñòè. Òóò æå îïðåäåëåíû ñîïðÿæåííûåïàðû òåíçîðîâ, îïèñûâàþùèõ êèíåìàòèêó, ñ òåíçîðàìè, îïèñûâàþùèìè íàïðÿæåí-íîå ñîñòîÿíèå. 1. Êèíåìàòèêà êîíå÷íûõ äå�îðìàöèéÂ ãëîáàëüíîé íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îðòàìè e1, e2, e3 ðàññìîòðèìïîëîæåíèÿ èññëåäóåìîãî äå�îðìèðóåìîãî òåëà, ðåàëèçóþùèåñÿ â ìîìåíò âðåìå-íè t0 è t . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíî çàíèìàåò îáúåì V0 èèìååò ïëîòíîñòü ρ0 , ýòî ïîëîæåíèå áóäåì íàçûâàòü èñõîäíûì èëè íåäå�îðìèðî-âàííûì ñîñòîÿíèåì. Â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t åãî îáúåì îáîçíà÷èì ÷åðåç V ,à ïëîòíîñòü � ÷åðåç ρ è áóäåì åãî íàçûâàòü àêòóàëüíûì èëè äå�îðìèðîâàííûìñîñòîÿíèåì.Ïóñòü r = xiei � ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåäå�îð-ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; R = yi(x1, x2, x3)ei � ðàäèóñ-âåêòîð òîé æå òî÷êè â äå-�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; u = R − r = ui(x1, x2, x3)ei � âåêòîð ïåðåìåùåíèé;âåêòîð ñêîðîñòè υ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê v = u̇ = Ṙ = vi(x1, x2, x3, t)ei ëè-áî v = vi(y1, y2, y3, t)ei . Ââåäåì îïåðàòîðû �àìèëüòîíà îòíîñèòåëüíî èñõîäíîéãåîìåòðèè ∇x = ej

∂

∂xj

è àêòóàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ∇y = ej

∂

∂yj

.Áàçîâûì òåíçîðîì, èãðàþùèì êëþ÷åâóþ ðîëü â êèíåìàòèêå êîíå÷íûõ äå�îð-ìàöèé, ÿâëÿåòñÿ òåíçîð ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè
(∇xR)T = (R∇x) =

∂yi

∂xj

(eiej) = (F ).Â êà÷åñòâå òåíçîðîâ, îïèñûâàþùèõ äå�îðìàöèþ è ñêîðîñòü äå�îðìàöèè, èñ-ïîëüçóþòñÿ:
• ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà (ïðàâûé òåíçîð Êîøè��ðèíà)

(C) = (F )T
· (F ) =

∂ym

∂xi

∂ym

∂xj

(eiej) = Cij(eiej); (1)
• ìåðà äå�îðìàöèè Ôèíãåðà (ëåâûé òåíçîð Êîøè��ðèíà)

(B) = (F ) · (F )T =
∂yi

∂xm

∂yj

∂xm

(eiej) = Bij(eiej); (2)
• ïðàâûé òåíçîð èñêàæåíèÿ (U) è ëåâûé òåíçîð èñêàæåíèÿ (V ) , êîòîðûå ïî-ÿâëÿþòñÿ ïðè ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè

(F ) = (R) · (U) = (V ) · (R), (3)ãäå (R) � îðòîãîíàëüíûé òåíçîð;
• òåíçîð äå�îðìàöèé Êîøè��ðèíà

(E) =
1

2
[(C) − (I)] =

1

2

[

(F )T
· (F ) − (I)

]

= Eij(eiej), (4)



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉ. I 31ãäå êîìïîíåíòû Eij èìåþò âèä
Eij =

1

2

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

+
∂um

∂xi

∂um

∂xj

)

;

• ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàäèåíò ñêîðîñòè
(h) = (∇yṘ)T =

∂vi

∂yj

(eiej) = (Ḟ ) · (F−1); (5)
• òåíçîð äå�îðìàöèè ñêîðîñòè

(d) =
1

2
[(h) + (h)T ] =

1

2
[(Ḟ ) · (F−1) + (F−1)T

· (Ḟ )T ] = dij(eiej), (6)ãäå êîìïîíåíòû dij èìåþò âèä
dij =

1

2

(

∂vi

∂yj

+
∂vj

∂yi

)

;

• ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìåðà ñêîðîñòè èñêàæåíèÿ
(l) =

1

2
[(U̇) · (U−1) + (U−1) · (U̇)]. (7)Ýòè òåíçîðû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

(C) = (U) · (R)T (R) · (U) = (U)2,

(B) = (V ) · (R) · (R)T
· (V ) = (V )2,

(B) = (F ) · (F )T = (R) · (U) · (U) · (R)T = (R) · (C) · (R)T , (8)
(d) =

1

2
[(F−1)T

· (F )T
· (Ḟ ) · (F−1) + (F−1)T

· (Ḟ )T
· (F ) · (F−1)] =

=
1

2
(F−1)T

· [(F )T
· (Ḟ ) + (Ḟ )T

· (F )] · (F−1) =
1

2
(F−1)T

· (Ċ) · (F−1),

(Ḃ) = (Ḟ ) · (F )T + (F ) · (Ḟ )T =

= (Ḟ ) · (F−1) · (F ) · (F )T + (F ) · (F )T
· (F−1)T

· (Ḟ )T =

= (h) · (B) + (B) · (h)T , (9)
(h) = (Ḟ ) · (F−1) = (Ṙ) · (U) · (U−1) · (R)T +

+ (R) · (U̇) · (U−1) · (R)T = (Ω) + (R) · (U̇) · (U−1) · (R)T ,

(d) = (R) · (l) · (R)T ,

(Ċ) = 2(Ė) = 2(F )T
· (R) · (l) · (R)T

· (F ) =

= 2(U)T
· (R)T

· (R) · (l) · (R)T
· (R) · (U) = 2(U) · (l) · (U), (10)ãäå êîñîñèììåòðè÷íûé òåíçîð, îïðåäåëÿþùèé ñêîðîñòü âðàùåíèå ýëåìåíòàðíîãîîáúåìà êàê òâåðäîãî öåëîãî, àññîöèèðîâàííîãî ñ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåðèàëüíîéòî÷êîé, èìååò âèä

(Ω) = (Ṙ) · (R)T .



32 À.È. �ÎËÎÂÀÍÎÂ È Ä�.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ci îðòû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé ìåðû äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà (1), ÷åðåç Ci � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ ýòîãî òåíçîðà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåä-ñòàâëåíèå
(C) =

∑

i

Ci(cici) =
∑

i

U2

i (cici),ãäå Ui � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ ïðàâîãî òåíçîðà èñêàæåíèÿ (òåíçîðû (C) è (U) ñîîñíû).Àíàëîãè÷íî äëÿ ìåðû äå�îðìàöèè Ôèíãåðà ñïðàâåäëèâî
(B) =

∑

i

Bi(bibi) =
∑

i

V 2

i (bibi).Ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü ìåæäó ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè bi è ci â âèäå
bi = (R) · ci.Èçâåñòíî, ÷òî Vi = Ui , îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ

I1C =
∑

i

Ci =
∑

i

U2

i =
∑

i

V 2

i =
∑

i

Bi = I1B,

I2C = C1C2 + C2C3 + C3C1 = B1B2 + B2B3 + B3B1 = I2B ,

I3C = C1C2C3 = B1B2B3 = I3B .Åñëè èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ìåð äå�îðìàöèé è òåíçîðîâ èñêàæåíèé ââèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì, òî äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ áóäóò ñïðà-âåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
(U̇) = (U♦) + (ΩU ) · (U) − (U) · (ΩU ),

(ΩU ) = (ċkck) = ΩU
ij(cicj),

(V̇ ) = (V ∇) + (ΩV ) · (V ) − (V ) · (ΩV ),

(ΩV ) = (ḃkbk) = ΩV
ij(bibj);

(Ċ) = (C♦) + (ΩU ) · (C) − (C) · (ΩU ),

(Ḃ) = (B∇) + (ΩV ) · (B) − (B) · (ΩV ),ãäå
(U♦) =

∑

i

U̇i(cici),

(V ∇) =
∑

i

V̇i(bibi), (11)
(C♦) =

∑

i

Ċi(cici) = 2
∑

i

UiU̇i(cici) = (U) · (U♦) + (U♦) · (U),

(B∇) =
∑

i

Ḃi(bibi) = 2
∑

i

ViV̇i(bibi) = (V ) · (V ∇) + (V ∇) · (V ). (12)Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàäèåíòà ñêîðîñòè (5), åãî ñèììåòðè÷íîé (6) è êîñî-ñèììåòðè÷íîé (ω) ÷àñòåé àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèéáóäóò èìåòü âèä
(h) =

∑

i

V̇i

Vi

(bibi) + (ΩV ) − (F ) · (ΩU ) · (F−1),
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(d) =

∑

i

V̇i

Vi

(bibi) +
1

2

∑

i,k

[

Vk

Vi

−
Vi

Vk

]

ΩU
ik(bibk), (13)

(ω) =
1

2
[(h) − (h)T ] = (ΩV ) +

1

2

∑

i,k

[

Vk

Vi

+
Vi

Vk

]

ΩU
ik(bibk).Òåíçîð ïðîñòðàíñòâåííîé ìåðû ñêîðîñòè èñêàæåíèé (7) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(l) = (R)T
· (d) · (R) =

∑

i

U̇i

Ui

(cici) +
1

2

∑

i,k

[

Uk

Ui

−
Ui

Uk

]

ΩU
ik(cick). (14)Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Vi = Ui , òåíçîð äå�îðìàöèè ñêîðîñòè (13) è òåíçîð ïðî-ñòðàíñòâåííîé ìåðû èñêàæåíèÿ (14) ñòðóêòóðíî ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è îòëè-÷àþòñÿ ëèøü áàçèñàìè, íà êîòîðûõ îíè ïîñòðîåíû. Ýòî óêàçûâàåò íà âíóòðåííþþñâÿçü ìåæäó ýòèìè òåíçîðàìè.Òåïåðü ïðèâåäåì êðàòêèå ñâåäåíèÿ î ñâîéñòâå âûøåîïèñàííûõ òåíçîðîâ è èõïðîèçâîäíûõ ïðåäñòàâëÿòü äâèæåíèÿ êàê æåñòêîãî öåëîãî ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ.Çäåñü ââîäèòñÿ ãðóïïà îáúåêòèâíûõ òåíçîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç èíâàðèàíòíûõ è èí-äè��åðåíòíûõ òåíçîðîâ. Ïåðâûå (èíâàðèàíòíûå) îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òîïðè íàëîæåíèè æåñòêèõ äâèæåíèé èõ êîìïîíåíòû â ïðîåêöèÿõ íà áàçèñ e1, e2, e3íå èçìåíÿþòñÿ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà (C) (1) è åãîìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (Ċ) (10), òåíçîð äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà (E) (4) èåãî ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (Ė) (10), ïðàâûé òåíçîð èñêàæåíèÿ (U) (3) è åãîïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè (U̇) , òåíçîð ïðîñòðàíñòâåííîé ìåðû èñêàæåíèÿ (l) (7).Âòîðàÿ ãðóïïà (èíäè��åðåíòíûå òåíçîðû) õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî èõ êîìïî-íåíòû â áàçèñå e1, e2, e3 ïðè íàëîæåíèè æåñòêèõ âðàùåíèé ïðåîáðàçóþòñÿ ïîçàêîíó äàííîãî æåñòêîãî äâèæåíèÿ. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò: ìåðà äå�îðìàöèéÔèíãåðà (B) (2), åãî ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (9), îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ (12):

(B∇) = (Ḃ) − (ΩV ) · (B) + (B) · (ΩV ) =

= [(h) − (ΩV )] · (B) + (B) ·
[

(h)T + (ΩV )
]

, (15)ëåâûé òåíçîð èñêàæåíèÿ (V ) è åãî îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ (11)
(V ∇) = (V̇ ) − (ΩV ) · (V ) + (V ) · (ΩV ), (16)òåíçîð äå�îðìàöèè ñêîðîñòè (d) . Îñòàëüíûå òåíçîðû íå ïðèíàäëåæàò êëàññó îáú-åêòèâíûõ òåíçîðîâ, ÷òî èñêëþ÷àåò èõ ïðèìåíåíèå ïðè �îðìóëèðîâêå îïðåäåëÿþ-ùèõ ñîîòíîøåíèé.Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå âèäà (12), (15), (11) è (16) íàçûâàþò îáúåêòèâíûìèïðîèçâîäíûìè (êîðîòàöèîííûìè). Îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòóëèðîâàíèèîïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ñêîðîñòÿõ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé, êîòîðûå, âñâîþ î÷åðåäü, íåèçáåæíî âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé.2. Âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ è òåíçîðû íàïðÿæåíèéÎñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùèõ ïðè÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõïåðåìåùåíèé è ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé. Ïåðâîå èç íèõ èìååò âèä

δU + δI = δA, (17)



34 À.È. �ÎËÎÂÀÍÎÂ È Ä�.ãäå δU � ðàáîòà âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé íà âîçìîæíûõ äå�îðìàöèÿõ, êîòîðàÿ äëÿóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèé. Ñî-îòâåòñòâåííî, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå âàðèàöèè óäåëü-íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè. Âûðàæåíèå ýòîé âåëè÷èíû ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíî â ðàçëè÷íûõ âèäàõ, à èìåííî
δU =

1

2

∫

V0

(S) · ·(δC) dV0 =

∫

V0

(S) · ·(δE) dV0 =

∫

V0

(P ) · ·(δF ) dV0 =

=

∫

V0

(Ξ) · ·(δU) dV0 =

∫

V

(Σ) · ·(δdR) dV , (18)ãäå (Σ) � òåíçîð íàïðÿæåíèÿ Êîøè�Ýéëåðà, èëè ãèäðîäèíàìè÷åñêèé òåíçîð íà-ïðÿæåíèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì èñòèííûõ íàïðÿæåíèé;
(P ) = J(F−1) · (Σ) (19)åñòü òåíçîð íàïðÿæåíèé Ëàãðàíæà, èëè íîìèíàëüíûé òåíçîð íàïðÿæåíèé (ê íåìóòðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð (P )T íàçûâàþò ïåðâûì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãî�à);

(S) = J(F−1) · (Σ) · (F−1)T (20)åñòü âòîðîé (ñèììåòðè÷íûé) òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãî�à;
(Ξ) =

1

2
[(S) · (U) + (U) · (S)] (21)åñòü òåíçîð íàïðÿæåíèé Áèî;

J =
dV

dV0

=
ρ0

ρ
= det(F ) =

√

I3C =
√

I3Båñòü îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà;
(δdR) =

1

2

[

(∇yδR)T + (∇yδR)
]

.Âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (17) � ðàáîòà ñèë èíåðöèè íà âîç-ìîæíûõ ïåðåìåùåíèÿõ
δI =

∫

V0

ρ0v̇·δR dV0 =

∫

V

ρv̇·δR dV.Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (17) �èãóðèðóåò ðàáîòà âíåøíèõ ìàññîâûõ è ïîâåðõ-íîñòíûõ ñèë
δA =

∫

V0

ρ0f0 · δR dV0 +

∫

Sσ

0

t
∗
0n · δR dS0 =

∫

V

ρf · δR dV +

∫

Sσ

t
∗
n · δR dS.Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà äå�îðìèðóåìîãî òåëà ñîñòîèò èç äâóõ ÷à-ñòåé: S0 = Su

0
∪ Sσ

0
, ãäå Su

0
� ÷àñòü ãðàíèöû, íà êîòîðîé çàäàíû êèíåìàòè÷åñêèåãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è äëÿ íåå δR = 0 , Sσ

0
� ÷àñòü ãðàíèöû, íà êîòîðîé çàäà-íû ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ t0n = t

∗
0n . Àíàëîãè÷íî äëÿ äå�îðìèðîâàííîãî
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∪ Sσ , ãäå Su � ÷àñòü ãðàíèöû, íà êîòîðîé çàäàíû êèíå-ìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ δR = 0 , Sσ � ÷àñòü ãðàíèöû, íà êîòîðîé çàäàíûñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ tn = t

∗
n .Â ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ �èãóðèðóåò âàðèàöèÿ δR , êîòîðàÿ òîæäåñòâåí-íî ñîâïàäàåò ñ âàðèàöèåé âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ δu . Ïîýòîìó âñå ñêàçàííîå áóäåòñïðàâåäëèâî, åñëè çàìåíèòü δR íà δu .Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå âèðòóàëüíûõ ðàáîò ìîæåò áûòü çàïè-ñàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëîâ ëèáî ïî èñõîäíîìó îáúåìó, ëèáî îòíîñèòåëüíîòåêóùåé êîí�èãóðàöèè. ×àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé âàðèàíò (çàäà÷à �îð-ìóëèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé êîí�èãóðàöèè), ïðè÷åì â êà÷åñòâå áàçîâîãîòåíçîðà íàïðÿæåíèé âûáèðàåòñÿ 2-é òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãî�à (20).Áàçîâîé ìåðîé äå�îðìàöèè â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü äâà òåíçîðà: ëèáî ìåðà äå-�îðìàöèè Êîøè��ðèíà (1), ëèáî òåíçîð äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà (4). Ýòî çà-âèñèò îò òîãî, êàêîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèåé. Åñëè íåèçâåñòíîé�óíêöèåé ÿâëÿåòñÿ äå�îðìèðîâàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ, òî åñòü ðàäèóñ-âåêòîð R , òîñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìåðó äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà (C), à åñëè ïðèíÿòü â êà÷å-ñòâå íåèçâåñòíîé âåêòîð ïåðåìåùåíèé u , òîãäà èñïîëüçóåòñÿ òåíçîð äå�îðìàöèèÊîøè��ðèíà (E). Êàêîé èç âåêòîðîâ ïðèíÿòü â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ çàâèñèò îòñòåïåíè äå�îðìèðóåìîñòè èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Ïðè ìàëûõ è ñðåäíèõ äå�îðìà-öèÿõ (äî 50%) âïîëíå óìåñòíî èñïîëüçîâàòü âåêòîð ïåðåìåùåíèé u . Ïðè áîëüøèõäå�îðìàöèÿõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé �óíêöèè ðàäèóñ-âåêòîðäå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ R . Âûïèøåì âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ïîñëåä-íåãî âàðèàíòà:

1

2

∫

V0

(S) · ·(δC) dV0 +

∫

V0

ρ0R̈·δR dV0 =

∫

V0

ρ0f0 · δR dV0 +

∫

Sσ

0

t
∗
0n · δR dS0.Àëüòåðíàòèâíûì âàðèàíòîì ïîñòàíîâêè çàäà÷è â ðàìêàõ ïðèíöèïà âèðòóàëü-íûõ ïåðåìåùåíèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå áàçîâîé òåêóùåé (äå�îðìèðî-âàííîé) êîí�èãóðàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå áàçîâûì ÿâëÿåòñÿ òåíçîð èñòèííûõ íàïðÿæå-íèé (Êîøè�Ýéëåðà), à íåèçâåñòíûì âåêòîðîì � âåêòîð ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé

∆u = ∆R . Ñîîòâåòñòâóþùåå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä
1

2

∫

V

(Σ) · ·
[

(∇yδR)T + (∇yδR)
]

dV +

∫

V

ρv̇·δR dV =

∫

V

ρf · δR dV +

∫

Sσ

t
∗
n · δR dS.Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âàðèàíòà óðàâíåíèé íåèçâåñòíûå �óíêöèè äîëæíûóäîâëåòâîðÿòü êèíåìàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ÷àñòè ãðàíèöû Su

0
èëè íà

Su .Â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå âàðèàöèîííîåóðàâíåíèå ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé
∫

V

(Σ) · ·(δd) dV =

∫

V

ρ(f − v̇) · δv dV +

∫

Sσ

t
∗
n·δv dS. (22)Ëåâàÿ ÷àñòü ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ ìîùíîñòèâíóòðåííèõ ñèë δN , è îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ðàçëè÷íûõ �îðìàõ. Íàïðè-
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δN =

∫

V

(Σ) · ·(δd) dV =

∫

V

(T ) · ·(δl) dV =

=

∫

V0

(τ) · ·(δd) dV0 =
1

2

∫

V0

(S) · ·(δĊ) dV0 =

∫

V0

(Ξ) · ·(δU̇) dV0, (23)ãäå ââåäåí òåíçîð íàïðÿæåíèé Êèðõãî�à
(τ) = J(Σ) =

ρ0

ρ
(Σ) (24)è òåíçîð èñòèííûõ íàïðÿæåíèé âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò (�rotated stresstensor�)

(T ) = (R)T
· (Σ) · (R) =

1

J
(U) · (S) · (U). (25)Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (22) ìîæåò áûòü çàïèñàíî è îòíîñèòåëüíî èñõîäíîéêîí�èãóðàöèè. Íàïðèìåð,

1

2

∫

V0

(S) · ·(δĊ) dV0 =

∫

V0

ρ0(f0 − v̇) · δ dV0 +

∫

Sσ

0

t
∗
0n·δv dS0.Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå

∫

V0

(τ) · ·(δd) dV0 =

∫

V

ρ(f − v̇) · δv dV +

∫

Sσ

t
∗
n·δv dS,â êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà ïî èñõîäíîìó îáúåìó, îäíàêîïîäûíòåãðàëüíûå ñîìíîæèòåëè îïðåäåëåíû â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè.Âñå ââåäåííûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé ÿâëÿþòñÿ îáúåêòèâíûìè òåíçîðàìè.Â ÷àñòíîñòè, òåíçîð èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Êîøè�Ýéëåðà (Σ) , òåíçîð íàïðÿæå-íèé Êèðõãî�à (24) ÿâëÿþòñÿ èíäè��åðåíòíûìè òåíçîðàìè, à òåíçîð íàïðÿæåíèéÁèî (21), 2-é òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãî�à (20) è òåíçîð èñòèííûõ íà-ïðÿæåíèé âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò (25) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè òåí-çîðàìè. Îòìåòèì çäåñü æå, ÷òî âñå ñâåðòêè, îïðåäåëÿþùèå âàðèàöèþ ìîùíîñòè(23) è âàðèàöèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèé (18), îáðàçîâàíû òåíçîðàìèîäíîé ïðèðîäû, à èìåííî: èíâàðèàíòíûå òåíçîðû ñâåðòûâàþòñÿ ñ èíâàðèàíòíû-ìè, à èíäè��åðåíòíûå � ñ èíäè��åðåíòíûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû íàçûâàþòñîïðÿæåííûìè, èìåííî äëÿ íèõ ñëåäóåò îïðåäåëÿòü �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, õà-ðàêòåðèçóþùèå êîíêðåòíûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðèàëà.Â êà÷åñòâå ñïðàâêè ïðèâåäåì ñîïðÿæåííûå ïàðû:

• ïî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè
(P ) ∼ (F ), (S) ∼

1

2
(C), (S) ∼ (E), (Ξ) ∼ (U);

• ïî ìîùíîñòè âíóòðåííèõ ñèë îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî ñîñòîÿíèè
(S) ∼

1

2
(Ċ), (S) ∼ (Ė), (τ) ∼ (d), (Ξ) ∼ (U̇);

• è îòíîñèòåëüíî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ
(Σ) ∼ (d), (T ) ∼ (l).
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