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С.H.МИШИН

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЛОКАЛЬНО
ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Аннотация. Рассматривается общий метод решения уравнений, левая часть которых пред-
ставлена рядом по степеням линейного непрерывного оператора, действующего в локально
выпуклом пространстве. Найденные решения представляются операторными рядами по сте-
пеням того же оператора, что и левая часть уравнения. Исследование проводится с помощью
характеристик (порядка и типа) оператора, а также операторных характеристик (оператор-
ного порядка и операторного типа) вектора относительно оператора. Также в исследовании
применяется сходимость операторных рядов относительно равностепенно непрерывной бор-
нологии.

Ключевые слова: локально выпуклое пространство, порядок и тип оператора, характеристи-
ческая функция оператора.
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Введение

Рассмотрим в отделимом квазиполном локально выпуклом пространстве H уравнение
вида

B(x) = y, y ∈ H, (1)
где оператор B является суммой поточечно сходящегося (по топологии пространства H)
ряда

B = E −
∞∑

n=1

λnAn, {λn} ⊂ C,

A — линейный непрерывный оператор, действующий из H в H, E — тождественный опе-
ратор. Очевидно, сумма ряда (если этот ряд сходится)

∞∑
n=0

cnAn(y), (2)

где

c0 = 1, cn =
n∑

i=1

λicn−i, n = 1, 2, . . . , (3)

является решением уравнения (1). Для описаний условий сходимости ряда (2) применяются
характеристики (порядок и тип) оператора и операторные характеристики (операторный
порядок и операторный тип) вектора.
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Рассматриваемые уравнения являются широким обобщением линейных неоднородных
дифференциальных уравнений конечного и бесконечного порядка, изучаемых многими ма-
тематиками на протяжении XX века (см., например, [1]–[12]), а также некоторых интеграль-
ных уравнений. Рассмотренный метод дополняет известные методы решения этих уравне-
ний. В частности, возможно решение интегральных уравнений Вольтерры 2 рода с разност-
ным ядром в случае невозможности применения преобразования Лапласа (пример 6).

1. Порядок и тип оператора и последовательности операторов. Операторный

порядок и тип вектора

Непустое множество X называется борнологическим множеством, если в нем выделено
семейство подмножеств B, называемых ограниченными, на которое накладываются следу-
ющие условия: объединение любых двух ограниченных множеств ограничено; любое под-
множество ограниченного множества ограничено; любое одноточечное множество ограниче-
но. Семейство B0 ⊂ B называется базой борнологии, если всякое ограниченное множество
содержится в некотором множестве из B0. Отображение f : X → X называется ограничен-
ным, если оно переводит ограниченные множества в ограниченные. Алгебра X называется
борнологической алгеброй, если операции сложения, умножения на число и произведение
элементов ограничены. Например, алгебра Lec(H) всех линейных непрерывных операторов,
действующих в локально выпуклом пространстве H, в которой за ограниченные множества
принимаются всевозможные равностепенно непрерывные семейства операторов, является
борнологической, а соответствующая борнология называется равностепенно непрерывной.
Борнологическая алгебра X называется выпуклой, если ее борнология обладает базой,

состоящей из выпуклых уравновешенных множеств (дисков). Диск M в борнологической
алгебре X называется наполняющим, если подпространство XM , порожденное этим дис-
ком, является банаховым. Отделимая борнологическая алгебра называется полной, если ее
борнология обладает базой, состоящей из наполняющих дисков ([13], гл. 2–4).
Пусть H — локально выпуклое пространство над полем комплексных чисел и пусть

P = {‖ · ‖p}p∈P — мультинорма, определяющая топологию на H (т. е. система полунорм,
для которой равенство ‖x‖p = 0 при x �= 0 нарушается хотя бы для одного p). H называет-
ся квазиполным, если в нем каждая ограниченная обобщенная последовательность Коши
сходится ([14], с. 363). Если H — квазиполное пространство, то алгебра Lec(H) является
полной выпуклой борнологической алгеброй ([13], с. 91). Всюду в работе предполагается,
что H — отделимое квазиполное локально выпуклое пространство.
Последовательность A = {An}∞n=0 операторов из Lec(H) называется имеющей порядок

[15], [16], если найдется последовательность положительных чисел {cn}∞n=0 такая, что для
каждого p, для каждого x ∈ H и для каждого натурального n справедлива оценка

‖cnAn(x)‖p ≤ Cp‖x‖q, Cp > 0, q = q(p),

т. е. семейство опеpатоpов {cnAn} будет pавностепенно непрерывным.
Число βp(A) = inf

q
lim

n→∞
ln θ(p,q,n)

n lnn , где θ(p, q, n) = sup
‖x‖q �=0

{
‖An(x)‖p

‖x‖q

}
называется p-порядком

последовательности A = {An}. Число αp(A) = inf
q

lim
n→∞

n−βp(A) n
√

θ(p, q, n) называется p-

типом последовательности A при p-порядке βp(A) �= ±∞. Порядком последовательности A

называется число β(A) = sup
p∈P

{βp(A)}. Типом последовательности A при порядке β(A) �= ±∞



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 35

называется число

α(A) =

⎧⎨⎩ sup
p∈PA

{αp(A)}, PA �= ∅;

0, PA = ∅,

где PA = {p ∈ P : βp(A) = β(A)}. Другими словами, порядком β(A) последовательно-
сти A является точная нижняя грань чисел b ∈ R таких, что семейство операторов

{
An

nbn

}
равностепенно непрерывно. Аналогично, типом α(A) последовательности A при порядке
β(A) �= ±∞ является точная нижняя грань чисел a > 0 таких, что семейство операторов{

An

annβ(A)n

}
равностепенно непрерывно.

Замечание 1. Для каждой последовательности A возможен один из четырех случаев.
1) Семейство

{
n−bnAn

}
равностепенно непрерывно для любого b ∈ R. В этом случае

β(A) = −∞.
2) Семейство

{
n−bnAn

}
равностепенно непрерывно не для любого b, а лишь для некото-

рых. В этом случае последовательность A имеет конечный порядок и для нее определяется
тип, который может быть как конечным, так и бесконечным.
3) Семейство

{
n−bnAn

}
не является равностепенно непрерывным ни для какого b ∈ R, но

найдется последовательность {cn} положительных чисел (стремящаяся к нулю быстрее, чем
{n−bn}) такая, что семейство {cnAn} равностепенно непрерывно. В этом случае β(A) = +∞.
4) Не существует никакой последовательности положительных чисел {cn} такой, что се-

мейство {cnAn} равностепенно непрерывно. В этом случае последовательность A считается
не имеющей никакого порядка (ни конечного, ни бесконечного).

Пусть x — фиксированный вектор из H. Операторным p-порядком вектора x относи-
тельно последовательности A называется число [15], [16] βp(x,A) = lim

n→∞
ln ‖An(x)‖p

n ln n . Если
операторный p-порядок вектора конечен, то для него определяется операторный p-тип при
этом p-порядке: αp(x,A) = lim

n→∞
n−βp(x,A) n

√
‖An(x)‖p.

Операторным порядком вектора x относительно последовательности A называется число
β(x,A) = sup

p∈P
{βp(x,A)}, а операторным типом при операторном порядке β(x,A) �= ±∞ —

число

α(x,A) =

⎧⎨⎩ sup
p∈PA (x)

{αp(x,A)}, PA(x) �= ∅;

0, PA(x) = ∅,

где PA(x) = {p ∈ P : βp(x,A) = β(x,A)}.
Из определения p-порядка последовательности операторов и операторного p-порядка век-

тора для каждого p следует оценка

sup
x∈H

{βp(x,A)} ≤ βp(A). (4)

Зафиксируем произвольное p ∈ P. Пусть Hp = {x ∈ H : βp(x,A) = βp(A)}. Из определения
p-типа последовательности операторов и операторного p-типа вектора следует оценка

sup
x∈Hp

{αp(x,A)} ≤ αp(A), (5)

если множество Hp не пусто. В (4) и (5), вообще говоря, могут быть как строгие равенства,
так и строгие неравенства.
Порядком и типом (p-порядком и p-типом) оператора A ∈ Lec(H) называются соот-

ветственно порядок и тип (p-порядок и p-тип) последовательности An = An. Аналогично,
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операторным порядком и операторным типом (p-порядком и p-типом) вектора x относи-
тельно оператора A называются соответственно операторный порядок и операторный тип
(p-порядок и p-тип) этого вектора относительно последовательности An = An.

Утверждение 1. Пусть H = H[ρ, σ], σ < ∞, — пространство целых функций, поpядок
pоста котоpых не пpевосходит ρ, а пpи поpядке ρ тип не пpевосходит σ, с топологией,
определяемой системой норм

‖F‖ε = sup
p>0

{
max
|z|≤p

|F (z)|e−(σ+ε)pρ

}
, F ∈ H[ρ, σ], ε > 0. (6)

Оператор дифференцирования d
dz : H[ρ, σ] → H[ρ, σ] имеет при каждом ε следующие ха-

рактеристики:
1) βε

(
d
dz

)
= ρ−1

ρ ,
2) αε

(
d
dz

)
= e−1(ρeσ)1/ρ, если ρ ≤ 1, и αε

(
d
dz

)
= e−1(ρeσΩε)1/ρ, если ρ > 1. Здесь

Ωε =

(
1 −

(
σ

σ + ε

) 1
ρ−1

)1−ρ

.

Доказательство. Пусть функция F (z) ∈ H[ρ, σ] имеет характеристики роста ρ(F ) и σ(F )
([17], c. 8). Аналогично скалярному случаю определяются характеристики роста целой век-

тор-функции f(t) =
∞∑

n=0
xntn : C → H и доказываются формулы для их вычисления:

ρp(f) = lim
n→∞

n lnn

− ln ‖xn‖p
, (ρp(f)eσp(f))

1
ρp(f) = lim

n→∞
n

1
ρp(f) n

√
‖xn‖p. (7)

Найдем характеристики роста вектор-функции f(t) = F (t + z) =
∞∑

n=0

F (n)(z)
n! tn : C → H[ρ, σ].

Так как ‖f(t)‖ε = sup
p>0

{
max
|z|≤p

|F (z + t)|e−(σ+ε)pρ

}
≥ |F (t)| для всех ε и t, то pост функции f не

может быть меньше, чем pост функции F . Зафиксируем произвольное ε > 0 и произвольное

r > 0. Тогда max
|t|≤r

‖f(t)‖ε = max
|t|≤r

{
sup
p>0

{
max
|z|≤p

|F (t + z)e−(σ+ε)pρ

}}
. Из опpеделения поpядка и

типа целой функции следует (при каждом фиксированном t) ([17], c. 9)

max
|z|≤p

|F (t + z)| < Cδ exp
{
(σ(F ) + δ)(p + |t|)ρ(F )

}
, p, δ > 0,

поэтому max
|t|≤r

‖f(t)‖ε ≤ Cδ sup
p>0

ψ(p), где ψ(p) = exp
{
(σ(F ) + δ)(p + r)ρ(F ) − (σ + ε)pρ

}
. Возь-

мем произвольное 0 < δ < ε. Очевидно, ψ(0) = e(σ(F )+δ)rρ(F ) , ψ(∞) = 0. Найдем точки p ∈
(0,+∞), где ψ′(p) = 0. Из равенства ψ′(p) = ψ(p)

(
(σ(F ) + δ)ρ(F )(p + r)ρ(F )−1 − (σ + ε)ρpρ−1

)
получаем уpавнение

(p + r)ρ(F )−1

pρ−1
=

(σ + ε)ρ
(σ(F ) + δ)ρ(F )

. (8)

Если ρ(F ) = ρ = 1, то уpавнение (8) не имеет pешений при любом r (так как левая часть
равна единице, в то время как правая больше единицы), а если ρ(F ) = 1, ρ > 1, то оно
имеет единственное pешение, не зависящее от r. В обоих случаях получаем оценку

max
|t|≤r

‖f(t)‖ε ≤ exp
{

(σ(F ) + δ1)rρ(F )
}

, r > r0(δ1) (9)
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при достаточно малых δ1, поэтому ρε(ϕ) = ρ(F ), σε(ϕ) = σ(F ) для каждого ε. Далее будем

полагать ρ(F ) �= 1. Обозначим ζ = ρ−1
ρ(F )−1 , ω =

(
ρ(σ+ε)

ρ(F )(σ(F )+δ)

) 1
ρ(F )−1 и запишем уpавнение (8)

в виде
r = ωpζ − p. (10)

Для pешения уpавнения (10) pассмотpим несколько случаев.
1. ρ(F ) < ρ.
a) ρ ≤ 1, ρ(F ) < 1. Здесь 0 ≤ ζ < 1, уpавнение (10) при больших r не имеет pешений на

промежутке (0,+∞), так как правая часть ограничена сверху на этом промежутке. Таким
образом, ρε(ϕ) = ρ(F ), σε(ϕ) = σ(F ) для каждого ε.
b) ρ > 1, ρ(F ) < 1. Здесь ζ < 0, уpавнение (10) имеет при больших r на промежутке

(0,+∞) единственное pешение pr → 0 при r → ∞, так как правая часть строго убывает на
(0,+∞) и lim

p→0
(ωpζ − p) = +∞. Таким образом, в этом случае также справедлива оценка (9)

при достаточно малых δ1, поэтому ρε(ϕ) = ρ(F ), σε(ϕ) = σ(F ) для каждого ε.
c) ρ > 1, ρ(F ) > 1. Здесь ζ > 1, уpавнение (10) имеет при больших r единственное pешение

pr → ∞ при r → ∞, так как правая часть ограничена на промежутке
(
0, (ωζ)

1
1−ζ

]
, стро-

го возрастает на
[
(ωζ)

1
1−ζ ,+∞

)
и lim

p→+∞
(ωpζ − p) = +∞. Найдем оценку для pr. Из (10)

следует ωpζ
r > r для всех r, следовательно, pr > (r/ω)

1
ζ . Учитывая, что lim

r→∞
pζ

r− pr
ω

pζ
r

=

lim
r→∞

(
1 − 1

ωp1−ζ
r

)
= 1, получаем (1 − ε1)p

ζ
r < pζ

r − pr

ω < (1 + ε1)p
ζ
r для каждого ε1 > 0 и

для каждого r > r0(ε1), т. е. r = ωpζ
r − pr =

(
pζ

r − pr

ω

)
ω > ω(1 − ε1)p

ζ
r . Из последнего неpа-

венства следует pr <
(

r
ω(1−ε1)

) 1
ζ для всех ε1 > 0 и для всех r > r0(ε1). Таким обpазом,

получаем оценку
(

r
ω

) 1
ζ < pr <

(
r

ω(1−ε1)

) 1
ζ , из которой следует оценка (9) при достаточно

малых δ1, поэтому ρε(ϕ) = ρ(F ), σε(ϕ) = σ(F ) для каждого ε.
2. ρ(F ) = ρ. Уpавнение (10) запишется в виде

r = (ω − 1)p. (11)

a) ρ < 1. Тогда ω < 1 и уравнение (11) не имеет решений на промежутке (0,+∞). Здесь
ρε(f) = ρ(F ) = ρ, σε(ϕ) = σ(F ) для каждого ε.
b) ρ > 1. Здесь уравнение (11) имеет на промежутке (0,+∞) единственное решение

pr = r
ω−1 и ψ(pr) = exp

{
(σ(F ) + δ)rρ

((
1 + 1

ω−1

)ρ
− ω

(
1

ω−1

)ρ)}
.

Обозначим R =
(
1 + 1

ω−1

)ρ
− ω

(
1

ω−1

)ρ
. После преобразований получим

R = ω(ω − 1)1−ρ = Ωε(F ) + δ1, δ1 = δ1(δ, ε),

где Ωε(F ) =
(

1 −
(

σ(F )
σ+ε

) 1
ρ−1

)1−ρ

. Таким образом, при достаточно малых δ2

max
|t|≤r

‖f(t)‖ε ≤ exp {(σ(F )Ωε(F ) + δ2)rρ} , r > r0(δ2). (12)

Покажем, что σε(f) = σ(F )Ωε(F ), ρε(f) = ρ для каждого ε. По опpеделению поpядка и
типа целой функции ([17], c. 9) для каждого δ > 0 найдется последовательность pk → ∞
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такая, что max
|z|≤pk

|F (z + t)| > exp {(σ(F ) − δ)(pk + |t|)ρ}, поэтому

max
|t|≤r

‖f(t)‖ε ≥ exp
{
(σ(F ) − δ)(pk + r)ρ − (σ + ε)pρ

k

}
.

Возьмем последовательность {rk} такую, что для каждого k, rk = pk(ω − 1). Очевидно,
lim

k→∞
rk = ∞, т. е. для каждого δ2 > 0 найдется последовательность pk → ∞ такая, что

max
|t|≤rk

‖ϕ(t)‖ε > exp
{
(σ(F )Ωε(F ) − δ2)r

ρ
k

}
. (13)

Из (12) и (13) следует ρε(f) = ρ, σε(f) = σ(F )Ωε(F ) для каждого ε.
Таким обpазом, если ρ(F ) = ρ > 1, то ρε(f) = ρ = ρ(F ), σε(f) = σ(F )Ωε(F ) для каждого ε.

Во всех остальных случаях ρε(f) = ρ(F ), σε(f) = σ(F ).
Из (7) для xn = F (n)(z)

n! получаем, что операторные ε-порядки функции F ∈ H[ρ, σ] отно-
сительно оператора дифференцирования равны ρ(F )−1

ρ(F ) для всех ε > 0, а операторные ε-типы

равны e−1 (ρeσ(F )Ωε(F ))1/ρ, если ρ(F ) = ρ > 1 и e−1 (ρ(F )eσ(F ))1/ρ(F ) во всех остальных
случаях. В силу неравенства (4) ε-порядки оператора d

dz : H[ρ, σ] → H[ρ, σ] не могут быть
ниже ρ−1

ρ , так как существуют функции из пространства H[ρ, σ], имеющие операторные
ε-порядки, равные ρ−1

ρ (таковыми являются функции, для которых ρ(F ) = ρ). Покажем,
что ε-порядки оператора d

dz : H[ρ, σ] → H[ρ, σ] не могут быть выше ρ−1
ρ .

Зафиксируем произвольное ε > 0 и выберем произвольные 0 < ε1 < ε и δ > 0. Обозна-

чим Ωε,ε1 =
(

1 −
(

σ+ε1
σ+ε

) 1
ρ−1

)1−ρ

. Из интегpальной фоpмулы Коши следует для каждого

натурального n и для каждого q > 0

max
|z|≤p

|F (n)(z)| ≤ p + q

qn+1
n! max

|z|≤p+q
|F (z)|; F ∈ H[ρ, σ].

Возьмем q = (Rn)1/ρ, где

R =

{
1

ρ(σ+ε1+δ) , 0 < ρ ≤ 1;
1

ρ(σ+ε1)(Ωε,ε1+δ) , ρ > 1.

Тогда для всех F ∈ H[ρ, σ], для всех δ > 0 и для всех n > n0(δ)

max
|z|≤p

|F (n)(z)| ≤ n!
(Rn)n/ρ

p + (Rn)1/ρ

(Rn)1/ρ
max

|z|≤p+(Rn)1/ρ
|F (z)| ≤

≤ e(−1+δ)nR−n/ρn
ρ−1

ρ
n p + (Rn)1/ρ

(Rn)1/ρ
max

|z|≤p+(Rn)1/ρ
|F (z)|,

следовательно, для всех F ∈ H[ρ, σ], для всех 0 < ε1 < ε, для всех δ > 0 и для всех n > n0(δ)

‖F (n)(z)‖ε = sup
p>0

{
max
|z|≤p

|F (n)(z)|e−(σ+ε)pρ

}
≤ e(−1+δ)nR−n/ρn

ρ−1
ρ

n sup
p>0

{
p + (Rn)1/ρ

(Rn)1/ρ
×

× max
|z|≤p+(Rn)1/ρ

|F (z)|e−(σ+ε)pρ

}
≤ e(−1+δ)nR−n/ρn

ρ−1
ρ

n sup
p>0

{
ψ(p) +

pψ(p)
(Rn)1/ρ

}
‖F‖ε1 .

Здесь ψ(p) = exp
{
(σ + ε1)(p + (Rn)1/ρ)ρ − (σ + ε)pρ

}
. Пpи любом фиксиpованном n имеем

ψ(0) = e(σ+ε1)Rn, ψ(∞) = 0. Hайдем точки p ∈ (0,+∞), где ψ′(p) = 0, а также точки, где
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(pψ(p))′ = 0. Из равенства ψ′(p) = ψ(p)
(
(σ + ε1)(p + (Rn)1/ρ)ρ−1ρ − (σ + ε)pρ−1ρ

)
получаем

уравнение (
1 +

(Rn)1/ρ

p

)ρ−1

=
σ + ε

σ + ε1
. (14)

Если ρ ≤ 1, то уpавнение (14) при любом n не имеет pешений на промежутке (0,+∞),
так как в этом случае левая часть не превосходит единицы, в то время как правая больше
единицы. Если ρ > 1, то уpавнение (14) при каждом n имеет единственное pешение pn =

(Rn)
1
ρ

((
σ+ε
σ+ε1

) 1
ρ−1 − 1

)−1

. Из равенства

(pψ(p))′ = ψ(p) + pψ′(p) = ψ(p)
(
1 + (σ + ε1)(p + (Rn)1/ρ)ρ−1pρ − (σ + ε)pρρ

)
получаем уравнение

(σ + ε)ρpρ − (σ + ε1)ρp(p + (Rn)1/ρ)ρ−1 = 1. (15)

На промежутке
(
0; ((σ + ε)ρ)−

1
ρ

]
уравнение (15) при любом n не имеет решений, так как

на этом промежутке левая часть меньше единицы. Поэтому в дальнейшем будем рассмат-
ривать это уравнение только на промежутке

(
((σ + ε)ρ)−

1
ρ ; +∞

)
. Если ρ = 1, то уpавне-

ние (15) имеет единственное решение p0 = 1
ε−ε1

, не завиящее от n. Для ρ �= 1 уравнение (15)
равносильно

p

((
1 − 1

(σ + ε)ρpρ

) 1
ρ−1

(
σ + ε

σ + ε1

) 1
ρ−1

− 1

)
= (Rn)

1
ρ . (16)

Пусть ρ < 1. В этом случае левая часть уравнения (16) строго убывает на промежутке(
((σ + ε)ρ)−

1
ρ ; ξ

)
при некотором ξ, ограничена сверху на промежутке [ξ,+∞) и стремится

к +∞ при p → ((σ + ε)ρ)−
1
ρ , поэтому при больших n оно имеет единственное решение pn,

стремящееся к ((σ + ε)ρ)−
1
ρ при n → ∞, т. е. последовательность {pn} ограничена.

Пусть ρ > 1. В этом случае левая часть уpавнения (16) строго возрастает на проме-
жутке (ζ,+∞) при некотором ζ, ограничена сверху на промежутке

(
((σ + ε)ρ)−

1
ρ , ζ

]
и

стремится к +∞ при p → +∞, поэтому при больших n это уравнение имеет единствен-
ное pешение pn, стремящееся к +∞ при n → ∞. Найдем оценку для pn. Из (15) следует

lim
n→∞

((
σ+ε1
σ+ε

)(
1 + (Rn)1/ρ

pn

)ρ−1
)

= 1, поэтому для всех n > n0(δ, ε, ε1)

(1 − δ)(Rn)1/ρ

((
σ + ε

σ + ε1

) 1
ρ−1

− 1

)−1

< pn < (1 + δ)(Rn)1/ρ

((
σ + ε

σ + ε1

) 1
ρ−1

− 1

)−1

.

Таким образом, получаем два случая.
1) Если ρ ≤ 1, то sup

p>0

{
ψ(p) + pψ(p)

(Rn)1/ρ

}
≤ e(σ+ε1+δ)Rn для всех δ > 0 и для всех n >

n0(δ, ε, ε1), следовательно, для всех F ∈ H[ρ, σ], для всех δ > 0 и для всех n > n0(δ, ε, ε1)

‖F (n)(z)‖ε < e−ne(σ+ε1+δ)RnR−n/ρn
ρ−1

ρ
n‖F‖ε1 < e

1−ρ
ρ

n(ρ(σ + ε1 + δ))n/ρn
ρ−1

ρ
n‖F‖ε1 . (17)

Последнее означает, что оператор дифференцирования в пространстве H[ρ, σ] имеет ε-
порядки не выше ρ−1

ρ . Таким образом, βε

(
d
dz

)
= ρ−1

ρ для всех ε. Более того, из (17) следует
αε

(
d
dz

)
≤ e−1(ρeσ)1/ρ для всех ε, но поскольку в пространстве H[ρ, σ] имеются функции,
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у которых операторные ε-типы при операторных ε-порядках ρ−1
ρ равны e−1(ρeσ)1/ρ (тако-

выми являются функции, для которых ρ(F ) = ρ, σ(F ) = σ), то согласно неравенству (5)
получаем αε

(
d
dz

)
= e−1(ρeσ)1/ρ для всех ε.

2) Если ρ > 1, то sup
p>0

{
ψ(p) + pψ(p)

(Rn)1/ρ

}
≤ e(σ+ε1)R(Ωε,ε1+δ)n для всех δ > 0 и для всех

n > n0(δ, ε, ε1), следовательно, для всех F ∈ H[ρ, σ], для всех δ > 0 и для всех n > n0(δ, ε, ε1)

‖F (n)(z)‖ε<e−ne(σ+ε1)(Ωε,ε1+δ)RnR−n
ρ n

ρ−1
ρ

n‖F‖ε1<
(
e−1(ρe(σ+ε1)(Ωε,ε1+δ))

1
ρ

)n
n

ρ−1
ρ

n‖F‖ε1 .

Здесь аналогично случаю 1) получаем βε

(
d
dz

)
= ρ−1

ρ , αε

(
d
dz

)
= e−1(ρeσΩε)1/ρ для всех ε. �

Замечание 2. В утверждении 1 предполагалось, что σ < ∞. Но по аналогичной схеме
можно доказать, что полученный результат имеет место и для σ = ∞, т. е. оператор d

dz :
H[ρ,∞] → H[ρ,∞] имеет характеристики βε

(
d
dz

)
= ρ−1

ρ , αε

(
d
dz

)
= ∞ для всех ε > 0.

Оператор A называется оператором класса LP

H [b, a), если либо βp(A) < b, либо βp(A) = b,
но тогда αp(A) < a. Оператор A называется оператором класса LP

H [b, a], если либо βp(A) <
b, либо βp(A) = b, но тогда αp(A) ≤ a [15], [18]. Здесь a может равняться как нулю, так
и бесконечности, однако условие βp(A) = b, αp(A) < 0 не может быть выполнено (p-тип
не может быть отрицательным, так как по определению является точной нижней гранью
множества неотрицательных чисел), поэтому A ∈ LP

H [b, 0) тогда и только тогда, когда
βp(A) < b при каждом p.
Оператор A называется оператором класса LH [b, a), если либо β(A) < b, либо β(A) = b, но

тогда α(A) < a. Оператор A называется оператором класса LH [b, a], если либо
β(A) < b, либо β(A) = b, но тогда α(A) ≤ a. Здесь a также может равняться как нулю,
так и бесконечности (A ∈ LH[b, 0) тогда и только тогда, когда β(A) < b). Классы LH[0,∞)
и LP

H[0,∞) представляют собой известные классы регулярных [19] и квазирегулярных [20]
операторов. Аналогично определяются последовательности операторов классов LP

H [b, a),
LP

H [b, a], LH [b, a) и LH [b, a].
Вектор x называется вектором класса HA

P
[b, a), если либо βp(x,A) < b, либо βp(x,A) = b,

но тогда αp(x,A) < a. Вектор x называется вектором класса HA
P
[b, a], если либо βp(x,A) < b,

либо βp(x,A) = b, но тогда αp(x,A) ≤ a. Вектор x называется вектором класса HA[b, a), если
либо β(x,A) < b, либо β(x,A) = b, но тогда α(x,A) < a. Вектор x называется вектором
класса HA[b, a], если либо β(x,A) < b, либо β(x,A) = b, но тогда α(x,A) ≤ a [15]. Так
же, как и в случае классов операторов, a может равняться как нулю, так и бесконечности
(x ∈ HA

P
[b, 0) тогда и только тогда, когда βp(x,A) < b при каждом p; x ∈ HA[b, 0) тогда

и только тогда, когда β(x,A) < b). Классы HA[1,∞), HA[1, 0] и HA[0,∞) представляют
собой известные классы аналитических [21], целых [22] и целых векторов экспоненциального
типа [23], обобщенные на случай произвольных локально выпуклых пространств.
Аналогично определяются векторы классов HA

P
[b, a), HA

P
[b, a], HA[b, a) и HA[b, a].

Утверждение 2. Классы операторов (последовательностей операторов) LP

H [b, a] и LH [b, a]
совпадают.

Доказательство. Пусть оператор A принадлежит классу LH [b, a]. Докажем, что он при-
надлежит и классу LP

H [b, a]. Предположим, что A /∈ LP

H [b, a]. Тогда найдется p0 ∈ P такое,
что либо βp0(A) > b, либо βp0(A) = b, αp0(A) > a. В случае βp0(A) > b получаем β(A) > b,
так как β(A) ≥ βp(A), для каждого p ∈ P, а в случае βp0(A) = b, αp0(A) > a получаем либо
β(A) > b, либо β(A) = b, но тогда p0 ∈ PA и, следовательно, α(A) > a, так как α(A) ≥ αp(A)
для каждого p ∈ PA. В обоих случаях получаем противоречие с тем, что A ∈ LH [b, a].



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 41

Пусть теперь A ∈ LP

H [b, a]. Покажем, что A ∈ LH [b, a]. Предположим, что A /∈ LH [b, a].
Тогда либо β(A) > b, либо β(A) = b, α(A) > a. В случае β(A) > b найдется p0 ∈ P такое,
что βp0(A) > b. В случае β(A) = b, α(A) > a множество PA не пусто (иначе по определению
α(A) равнялось бы нулю) и найдется p0 ∈ PA такое, что βp0(A) = b, αp0(A) > a. В обоих
случаях получаем противоречие с тем, что A ∈ LP

H [b, a]. �
Замечание 3. Совпадение классов LP

H [b, a) и LH [b, a), вообще говоря, не имеет места (спра-
ведливо лишь вложение LH [b, a) ⊂ LP

H [b, a)), так как существуют операторы и последова-
тельности операторов, у которых все p-порядки равны b (соответственно порядок также
равен b), все p-типы меньше a, но тип равен a.

Аналогично, классы векторов HA
P
[b, a] и HA[b, a] совпадают, а для классов HA

P
[b, a) и

HA[b, a) справедливо вложение HA[b, a) ⊂ HA
P
[b, a).

Замечание 4. Автором [18] показано, что принадлежность последовательности {An} клас-
су LP

H [0, 1) является достаточным условием сходимости операторного ряда
∞∑

n=0
An в Lec(H),

что автоматически влечет поточеную сходимость этого ряда и непрерывность его суммы.
В силу вложения LH [0, 1) ⊂ LP

H [0, 1) принадлежность последовательности {An} классу
LH [0, 1) также является достаточным условием сходимости операторного ряда

∞∑
n=0

An в

Lec(H). Это в дальнейшем используется нами для обоснования сходимости векторных ря-
дов, представляющих решение уравнения (1).

Замечание 5. Прямое вычисление характеристик операторов (последовательностей опе-
раторов) непосредственно по определению в пространствах с более сложной структурой,
чем счетно-нормируемые, практически нереализуемо из-за отсутствия явного вида полу-
норм или их сложной структуры. Однако для подобных пространств существуют косвенные
способы нахождения характеристик операторов (последовательностей операторов), минуя
определение. Один из таких способов рассмотрен в работе [24].

2. Достаточные условия существования и единственности решения

уравнения (1)

Пусть

γc := lim
n→∞

− ln |cn|
n ln n

, (18)

κc := lim
n→∞

n−γc

n
√

|cn|
(19)

(κc определяется только в случае γc �= ±∞). Числа γc и κc характеризуют рост или убыва-
ние последовательности {cn}. Обозначим через γλ и κλ соответствующие характеристики
последовательности {λn}.
Теорема 1. Если y ∈ HA

P
[γc, κc), то ряд (2) сходится и его сумма является решением

уравнения (1).

Доказательство. Оценим общий член ряда (2). Пусть κc > 0. Из (19) и определения опе-
раторных характеристик (операторного p-порядка и операторного p-типа) вектора для всех
ε > 0, всех p и всех n > n0(p, y, ε) вытекает

‖cnAn(y)‖p ≤
(

1
κc

+ ε

)n

n−γcn(αp(y,A) + ε)nnβp(y,A)n.
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В условиях теоремы для каждого p найдется ξp < 1 такое, что(
1
κc

+ ε

)n

n−γcn(αp(y,A) + ε)nnβp(y,A)n ≤ ξn
p , n > n0(p, y, ε),

поэтому ряд (2) сходится и его сумма является решением уравнения (1).
Пусть κc = 0. Из (18) и определения операторного p-порядка вектора следует

‖cnAn(y)‖p ≤ Cpn
(−γc+ε)nn(βp(y,A)+ε)n, ε > 0, n > n0(p, y, ε).

В условиях теоремы для каждого p найдется ξp < 1 такое, что

n(−γc+ε)nn(βp(y,A)+ε)n ≤ ξn
p , n > n0(p, y, ε),

поэтому и в этом случае ряд (2) сходится и его сумма является решением уравнения (1). �
Теорема 2. Если A ∈ LP

H [γc, κc), то ряд (2) сходится для всех y ∈ H и его сумма является
единственным решением уравнения (1). Это решение непрерывно зависит от y.

Доказательство. Пусть κc > 0. Из (19) и определения характеристик (p-порядка и p-типа)
оператора получим оценку для общего члена ряда (2):

‖cnAn(y)‖p ≤
(

1
κc

+ ε

)n

n−γcn(αp(A) + ε)nnβp(A)n‖y‖q, ε > 0, n > n0(p, ε), q = q(p, ε).

Пусть κc = 0. Из (18) и определения p-порядка оператора следует

‖cnAn(y)‖p ≤ n(−γc+ε)nn(βp(A)+ε)n‖y‖q, ε > 0, n > n0(p, ε), q = q(p, ε).

В обоих случаях (в силу произвольности ε > 0) последовательность {cnAn} принадлежит
классу LP

H [0, 1), поэтому [18] операторный ряд
∞∑

n=0
cnAn сходится в Lec(H) к оператору

S ∈ Lec(H), значит, ряд (2) сходится при всех y ∈ H и его сумма S(y) является решени-

ем уравнения (1), непрерывно зависящим от y. Оператор S =
∞∑

n=0
cnAn является правым

обратным к B. Так как операторы A и B коммутируют, то коммутируют и операторы B
и S, а следовательно, оператор S является также и левым обратным к B. Таким образом,
S = B−1 и x = S(y) — единственное решение уравнения (1). �
Для вычисления чисел γc и κc удобно отдельно рассмотреть случаи, когда ряд

1 −
∞∑

n=1

λntn (20)

сходится в какой-либо окрестности нуля и когда он расходится в любой окрестности нуля.

3. Случай B = ϕ(A)

Пусть ряд (20) сходится в какой-либо окрестности нуля к аналитической в этой окрест-
ности функции ϕ(t). Функция ϕ(t) называется характеристической функцией оператора B.
Оператор B будем в этом случае обозначать ϕ(A). При этом ряд

∞∑
n=0

cntn, (21)

где cn вычисляются по формулам (3), является разложением функции ψ(t) = 1/ϕ(t) и он
также сходится в некоторой окрестности нуля, так как ϕ(0) = 1.
Пусть zψ �= ∞ — ближайшая к нулю особая точка функции ψ(t).
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Теорема 3. Если y ∈ HA
P
[0, |zψ |), то уравнение (1) имеет решение, которое представля-

ется рядом (2).

Доказательство. Радиус сходимости ряда (21) равен R = |zψ| = lim
n→∞

1
n
√

|cn|
. Таким образом,

последовательность {cn} имеет характеристики роста γc = 0, κc = |zψ|. По теореме 1 ряд
(2) сходится и его сумма является решением уравнения (1). �

Теорема 4. Если A ∈ LP

H [0, |zψ |), то для всех y ∈ H уравнение (1) имеет единственное
решение, которое представляется рядом (2) и непрерывно зависит от y.

Справедливость следует из теоремы 2.

Пример 1. Рассмотрим дифференциальное уравнение бесконечного порядка с постоянны-
ми коэффициентами

F (z) −
∞∑

n=1

λnF (n)(z) = F0(z) (22)

(пространство H выбирается в зависимости от правой части F0). Известно ([1], c. 382), что
если характеристическая функция ϕ(t) уравнения (22) аналитическая в нуле и zψ �= ∞ —
ближайшая к нулю особая точка функции ψ(t) = 1/ϕ(t), то для всех F0 ∈ H[1, σ], σ < |zψ|
(здесь H[1, σ] — пространство всех целых функций экспоненциального типа, не превосходя-
щего σ), уравнение (22) имеет единственное (принадлежащее H[1, σ]) решение. Этот факт
следует из теоремы 4 как частный случай. Действительно, возьмем в качестве H простран-
ство H[1, σ], σ < |zψ |, с естественной топологией, определяемой системой норм (6) (при
ρ = 1). Оператор дифференцирования d

dz : H[1, σ] → H[1, σ] имеет ε-порядки βε

(
d
dz

)
= 0 и

ε-типы αε

(
d
dz

)
= σ < |zψ | (утверждение 1). По теореме 4 для всех F0 ∈ H[1, σ] уравнение

(22) имеет единственное (принадлежащее H[1, σ]) решение. Это решение представляется в
виде

F (z) =
∞∑

n=0

cnF
(n)
0 (z), (23)

где cn вычисляются по формулам (3), и непрерывно зависит от F0. В частности, если F0 ≡ 0,
то уравнение (22) имеет только нулевое решение в классе H[1, σ], σ < |zψ |.

Пример 2. Рассмотрим в пространстве H[1, σ) всех целых функций экспоненциального
типа, меньшего σ, функциональное уравнение

F (z) −
∞∑

n=1

λnF (z + n) = F0(z), F0(z) ∈ H[1, σ), (24)

где ϕ(t) = 1 −
∞∑

n=1
λntn — аналитическая в круге |z| < R, R > eσ , функция, не имеющая

нулей в этом круге. Пространство H[1, σ) представляет собой индуктивный предел ([14],
c. 402; [25], c. 118) пространств H[1, σ1], σ1 < σ. Оператор T : H[1, σ)∗ → Hσ, действующий
по правилу T (l) = l(eλz), l ∈ H[1, σ)∗, устанавливает топологический изоморфизм между
пространством H[1, σ)∗ и пространством Hσ всех функций, аналитических в круге |z| < σ с
топологией равномерной сходимости на компактах, определяемой системой норм ‖F (z)‖p =
max
|z|≤p

|F (z)|, p < σ [26]. В силу рефлексивности пространства H[1, σ) [27] оператор ϕ
(

d
dz

)
,

порожденный целой функцией ϕ(ξ), имеет такой же порядок в пространстве H[1, σ), как и
сопряженный к нему оператор

(
ϕ

(
d
dz

))∗ в пространстве H[1, σ)∗, который в свою очередь
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согласно свойству инвариантности имеет такой же порядок, как и оператор умножения на
функцию ϕ(ξ) в пространстве Hσ [24]. Оператор A(F )(z) = F (z + 1) порождается целой
функцией ϕ(ξ) = eξ. Оператор умножения на такую функцию имеет в пространстве Hσ

нулевой порядок и тип eσ, так как для всех n, p и для всех F ∈ Hσ

‖enξF (ξ)‖p ≤ enp‖F (ξ)‖p (25)

и при этом для F (ξ) ≡ 1 в (25) имеет место точное равенство. Таким образом, опера-
тор A(F )(z) = F (z + 1) имеет нулевой порядок и тип eσ в пространстве H[1, σ). Условия
теоремы 4 выполнены, следовательно для всех F0 ∈ H[1, σ) уравнение (24) имеет един-
ственное (принадлежащее H[1, σ)) решение. Это решение представляется в виде F (z) =
∞∑

n=0
cnF0(z + n), где cn вычисляются по формулам (3), и непрерывно зависит от F0.

Замечание 6. Если функция ϕ(t) целая и не имеет нулей, то ϕ(t) = eh(t), где h(t) — целая
функция ([17], c. 26). В этом случае характеристики роста функции ϕ(t) конечны тогда
и только тогда, когда h(t) — многочлен ([17], c. 27). При этом, очевидно, они связаны с
числами γλ и κλ соотношениями ρϕ = 1/γλ, ρϕeσϕ = κ

−ρϕ

λ . В этом случае ψ(t) = e−h(t)

— целая функция без нулей и ее характеристики роста будут такими же как и у ϕ(t).

Поэтому если A ∈ LP

H

[
1

ρϕ
, (ρϕeσϕ)−

1
ρϕ

)
, то уравнение (1) имеет единственное решение для

всех y ∈ H, которое представляется рядом (2) и непрерывно зависит от y.

Пример 3. Пусть H[ρ, σ) — пространство всех целых функций, у которых порядок роста
не выше ρ, а при порядке ρ тип меньше σ. Это пространство есть индуктивный предел
пространств H[ρ, σ1], σ1 < σ. Рассмотрим в нем функциональное уравнение

F (z) −
∞∑

n=1

λnDn
f F (z) = F0(z), F0(z) ∈ H[ρ, σ). (26)

В (26) λn — тейлоровские коэффициенты функции ϕ(t) = eh(t), где h(t) =
k∑

n=1
ξntn — много-

член степени k, Df — оператор обобщенного дифференцирования Гельфонда–Леонтьева [3],

порожденный функцией f(z) =
∞∑

n=0
anzn (an �= 0 для всех n) порядка роста kρ

k+ρ < ρ0 < ρ и

типа σ0, для которой выполняется равенство (ρ0eσ0)
1

ρ0 = lim
n→∞

n
1

ρ0
n
√

|an|. Оператор Df каж-

дой целой функции F (z) =
∞∑

n=0
bnzn ставит в соответствие функцию DfF (z) =

∞∑
n=0

an
bn+1

an+1
zn.

Функция ϕ(t) имеет порядок роста ρϕ = k и тип σϕ = |ξk| ([17], c. 9).
Оператор T : H[ρ, σ)∗ → H[R,ω], действующий по правилу T (l) = l(f(λz)), l ∈ H[ρ, σ)∗

устанавливает топологический изоморфизм между пространством H[ρ, σ)∗ и пространством
H[R,ω], где числа ρ, σ, R и ω связаны соотношениями 1

ρ + 1
R = 1

ρ0
, (ρσ)

1
ρ (Rω)

1
R = (ρ0σ0)

1
ρ0

[26]. При этом оператору D∗
f в пространстве H[ρ, σ)∗ соответствует оператор умножения на

λ в H[R,ω]. В силу рефлексивности пространства H[ρ, σ) [27], оператор Df имеет такой же
порядок в пространстве H[ρ, σ), как и сопряженный к нему оператор D∗

f в пространстве
H[ρ, σ)∗, который в свою очередь согласно свойству инвариантности имеет такой же поря-
док, как и оператор умножения на λ в пространстве H[R,ω] [24]. Оператор умножения на
λ имеет в пространстве H[R,ω] порядок 1/R и бесконечный тип (доказывается по такой
же схеме, как и утверждение 1). Таким образом, оператор Df имеет в пространстве H[ρ, σ)
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порядок ρ−ρ0

ρρ0
и бесконечный тип. Так как ρ−ρ0

ρρ0
< 1

k , то условие Df ∈ LP

H

[
1

ρϕ
, (ρϕeσϕ)−

1
ρϕ

)
выполнено, поэтому уравнение (26) для всех F0 ∈ H[ρ, σ) имеет единственное (принадле-

жащее H[ρ, σ)) решение. Это решение представляется рядом F (z) =
∞∑

n=0
cnDn

f F0(z), где cn

— тейлоровские коэффициенты функции ψ(t) = e−h(t), и непрерывно зависит от F0.

4. Отсутствие характеристической функции оператора B

Рассмотрим случай, когда ряд (20) расходится всюду, кроме нуля, т. е. когда lim
n→∞

n
√

|λn| =

+∞. Отметим, что в этом случае обязан расходиться всюду (кроме нуля) и ряд (21) (если
бы ряд (21) сходился в окрестности нуля к функции ψ(t), то ряд (20) представлял бы
разложение функции ϕ(t) = 1/ψ(t) и должен был сходиться в окрестности нуля, так как
ψ(0) = 1). Запишем формулы (3) в виде cn = λ1cn−1 + λ2cn−2 + · · · + λnc0.

Лемма 1. Пусть ряд (20) расходится всюду, кроме нуля. Тогда для всякого b > 0 справед-

ливо равенство lim
n→∞

n

√
|λn|
n!b

= lim
n→∞

n

√
|cn|
n!b

.

Доказательство. Положим a := lim
n→∞

n

√
|λn|
n!b
, d := lim

n→∞
n

√
|cn|
n!b
и покажем, что d = a. Возьмем

произвольное ε2 > 0, обозначим dn = |cn|
(a+ε2)nn!b

и покажем, что ω = lim
n→∞

dn < ∞. Пусть ω =

∞. Тогда найдется подпоследовательность dnk
→ ∞ такая, что dnk

= max
n≤nk

{dn}. Возьмем

произвольное 0 < ε1 < ε2. По определению верхнего предела |λn| ≤ (a + ε1)nn!b при n >
n0(ε1). Выберем k1 такое, что nk > n0 при k > k1. Тогда для k > k1 имеем

dnk
≤ |λ1|

(a + ε2)nk!b
|cnk−1|

(a + ε2)nk−1

(nk − 1)!b

(nk − 1)!b
+

|λ2|
(a + ε2)2nk!b

|cnk−2|
(a + ε2)nk−2

(nk − 2)!b

(nk − 2)!b
+ · · ·+

+
|λnk

|
(a + ε2)nknk!b

|c0| ≤
(

a + ε1

a + ε2

) (
nk

1

)−b

dnk−1 +
(

a + ε1

a + ε2

)2 (
nk

2

)−b

dnk−2 + · · ·+

+
(

a + ε1

a + ε2

)nk
(

nk

nk

)−b

d0 ≤ dnk

((
nk

1

)−b (
a + ε1

a + ε2

)
+

(
nk

2

)−b (
a + ε1

a + ε2

)2

+ · · ·+

+
(

nk

nk − 1

)−b (
a + ε1

a + ε2

)nk−1

+
(

a + ε1

a + ε2

)nk
)

.

Выберем произвольное ε1 < δ < ε2. Так как
(

a+ε1
a+ε2

)nk

nb
k <

(
a+ε1
a+δ

)nk

, k > k2(ε1, ε2, δ), то
для k > k0 = max{k1, k2} получаем

dnk
≤ dnk

nb
k

((
a + ε1

a + ε2

)
+

(
a + ε1

a + ε2

)2

+ · · · +
(

a + ε1

a + ε2

)nk−1

+
(

a + ε1

a + δ

)nk
)

≤ C
dnk

nb
k

,

где C = C(ε1, ε2, δ). Значит, C
nb

k

≥ 1 для всех k > k0, что невозможно. Итак, последо-

вательность {dn} ограничена, следовательно, dn = |cn|
(a+ε2)nn!b

≤ Mε2 для каждого n, т. е.

|cn| ≤ Mε2(a + ε2)nn!b. Таким образом, для каждого ε2 > 0 d = lim
n→∞

n

√
|cn|
n!b

≤ a + ε2. В
силу произвольности ε2 d ≤ a. Аналогично из равенства λn = λ0cn − λ1cn−1 − · · · − λn−1c1

следует a ≤ d. �
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Замечание 7. При доказательстве леммы 1 предполагалось, что a конечно. Однако лемма
справедлива и для бесконечного a, так как в этом случае бесконечно и d. Действительно,
если d конечно, то в силу неравенства a ≤ d конечным должно быть и a.

Лемма 2. Пусть ряд (20) расходится всюду, кроме нуля. Тогда γλ = γc, κλ = κc.

Доказательство. Из расходимости ряда (20) всюду следует γλ ≤ 0, причем при γλ = 0,
обязательно κλ = 0. Из определения числа γλ для всех ε > 0 найдется nε такое, что для
всех n > nε

|λn| ≤ n!−γλ+ε. (27)

Зафиксируем произвольное ε > 0. Из (27) следует, что число aε = lim
n→∞

n

√
|λn|

n!−γλ+ε , а

следовательно, равное ему по лемме 1 число dε = lim
n→∞

n

√
|cn|

n!−γλ+ε не превосходят единицы.
Таким образом, для любого δ > 0 найдется n′

δ такое, что для всех n > n′
δ

|cn| ≤ (dε + δ)nn!−γλ+ε. (28)

Из (28) следует γc ≥ γλ − ε. В силу произвольности ε γc ≥ γλ.
C другой стороны, из определения числа γc для всех ε > 0 найдется nε такое, что для

всех n > nε

|cn| ≤ n!−γc+ε. (29)

Зафиксируем произвольное ε > 0. Из (29) следует, что число d̃ε = lim
n→∞

n

√
|cn|

n!−γc+ε , а следо-

вательно, равное ему по лемме 1 число ãε = lim
n→∞

n

√
|λn|

n!−γc+ε , не превосходят единицы. Таким
образом, для любого δ > 0 найдется n′

δ такое, что для всех n > n′
δ

|λn| ≤ (ãε + δ)nn!−γc+ε. (30)

Из (30) следует γλ ≥ γc − ε. В силу произвольности ε γλ ≥ γc.
В случае γλ = 0, κλ = 0 по доказанному выше γc = 0, а из расходимости ряда (21) следует

κc = 0 = κλ. В случае γλ < 0 имеем

κc = lim
n→∞

n

√
n−γcn

|cn|
=

e−γc

lim
n→∞

n

√
|cn|

n!−γc

=
e−γc

lim
n→∞

n

√
|λn|

n!−γc

=
e−γλ

lim
n→∞

n

√
|λn|

n!−γλ

= lim
n→∞

n

√
n−γλn

|λn|
= κλ.

�
Теорема 5. Если y ∈ HA

P
[γλ, κλ), то ряд (2) сходится, и его сумма является решением

уравнения (1).

Теорема 6. Если A ∈ LP

H[γλ, κλ), то ряд (2) сходится для всех y ∈ H, и его сумма
является единственным решением уравнения (1), которое непрерывно зависит от y.

Справедливость теорем следует из теорем 1, 2 и леммы 2.

Пример 4. Рассмотрим дифференциальное уравнение бесконечного порядка (22) с быст-
ро растущими коэффициентами. Из теоремы 6 следует, что если последовательность {λn}
имеет характеристики роста γλ < 0 и κλ, то для всех F0 ∈ H

[
1

1−γλ
, σ

]
, σ < σ0, где

σ0 = (1−γλ)(eγλκλ)
1

γλ−1 , уравнение (22) имеет единственное решение, принадлежащее тому
же классу H

[
1

1−γλ
, σ

]
, которое представляется рядом (23), где cn вычисляются по форму-

лам (3). Решение (23) непрерывно зависит от F0.
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Действительно, возьмем в качестве H пространство H[ρ, σ], ρ = 1
1−γλ

< 1, σ < σ0, с
естественной топологией, определяемой системой норм (6). Оператор дифференцирования
d
dz : H[ρ, σ] → H[ρ, σ] имеет ε-порядки βε

(
d
dz

)
= ρ−1

ρ = γλ и ε-типы αε

(
d
dz

)
= e−1(ρeσ)1/ρ =

e−γλ(ρσ)1−γλ < κλ (утверждение 1). По теореме 6 для всех F0 ∈ H
[

1
1−γλ

, σ
]
, уравнение (22)

имеет единственное решение, представимое в виде (23) и непрерывно зависящее от F0.

5. Об одном виде интегральных уравнений

Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерры 2-го рода

F (z) −
∫ z

0

K1(z − ξ)
(z − ξ)1−α

F (ξ)dξ = F0(z), α > 0, (31)

где

K1(t) =
∞∑

n=0

λn+1
tαn

Γ(αn + α)
, lim

n→∞
n

√
|λn+1|

Γ(αn + α)
≤ 1

Rα
, (32)

а правая часть F0 — непрерывная на полуинтервале [0, R) функция (случай R = +∞ не
исключается) F0 ∈ C[0, R). На пространстве C[0, R) зададим топологию равномерной схо-
димости на компактах мультинормой ‖F‖p = max

t≤p
|F (t)|, 0 < p < R. Запишем уравнение

(31) в виде

F (z) −
∫ z

0

( ∞∑
n=1

λn
(z − ξ)αn−1

Γ(αn)

)
F (ξ)dξ = F0(z),

или

F −
∞∑

n=1

λnJn
α (F ) = F0, Jα(F ) =

1
Γ(α)

∫ z

0
(z − ξ)α−1F (ξ)dξ. (33)

Покажем, что характеристики оператора Jα : C[0, R) → C[0, R) равны βp(Jα) = −α,
αp(Jα) =

( ep
α

)α. Действительно, из равенства JαJβ = Jα+β ([28], c. 42) для каждого ε > 0,
каждого p < R и каждого n имеем (с учетом формулы Стирлинга для Γ−функции)

‖Jn
α (F )‖p = max

t≤p

∣∣∣∣ 1
Γ(αn)

∫ t

0
(t − ξ)αn−1F (t)dt

∣∣∣∣ ≤
≤ pαn

αnΓ(αn)
max
t≤p

|F (t)| ≤ C
((ep

α

)α
+ ε

)n
n−αn‖F‖p, C = C(ε). (34)

Кроме того, для F (t) ≡ 1 имеет место оценка снизу

‖Jn
α (1)‖p =

pαn

αnΓ(αn)
>

((ep

α

)α
− ε

)n
n−αn, n > n0(ε). (35)

Из (34) и (35) следует βp(Jα) = −α, αp(Jα) =
( ep

α

)α для всех p.
Таким образом, выполняются все требования либо теоремы 4 (если ряд (20) сходится в

какой-либо окрестности нуля), либо теоремы 6 (если ряд (20) расходится в любой окрест-
ности нуля), поэтому уравнение (33) (а следовательно, и (31)) имеет единственное решение
для всех F0 ∈ C[0, R), которое записывается в виде

F =
∞∑

n=0

cnJn
α (F0), (36)
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где cn вычисляются по формулам (3). Преобразуем равенство (36):

F (z) = F0(z)+
∞∑

n=1

cn

∫ z

0

(z − ξ)αn−1

Γ(αn)
F (ξ)dξ = F0(z)+

∫ z

0

( ∞∑
n=0

cn+1
(z − ξ)αn

Γ(αn + α)

)
F0(ξ)

(z − ξ)1−α
dξ.

Таким образом,

F (z) = F0(z) −
∫ z

0

K2(z − ξ)
(z − ξ)1−α

F0(ξ)dξ, (37)

где

K2(t) = −
∞∑

n=0

cn+1
tαn

Γ(αn + α)
. (38)

Если ряд (20) расходится всюду, кроме нуля, то рост последовательностей {cn} и {λn} по
лемме 2 одинаков и ряд (38) сходится там же, где и ряд (32). Если ряд (20) сходится в какой-

либо окрестности нуля к аналитической функции ϕ(t), то функция K̃1(u) =
∞∑

n=0
λn+1

un

Γ(αn+α)

целая. Из оценок

lim
n→∞

n lnn

ln Γ(αn) − ln |λn|
≤ 1

α
, lim

n→∞
nα n

√
|λn|

Γ(αn)
< ∞

следует, что функция K̃1(u) принадлежит пространству H
[

1
α ,∞

)
всех целых функций,

порядок роста которых не превосходит 1
α , а тип при порядке

1
α конечен. Функция ψ(t) =

1/ϕ(t) =
∞∑

n=0
cntn также аналитическая в некоторой окрестности нуля и, следовательно,

функция K̃2(u) = −
∞∑

n=0
cn+1

un

Γ(αn+α) принадлежит пространству H
[

1
α ,∞

)
. Пусть

γ1(u) =
∞∑

n=1

λn

un
= 1 − ϕ

(
1
u

)
, γ2(u) = −

∞∑
n=1

cn

un
= 1 − ψ

(
1
u

)
.

Функции γ1(u) и γ2(u) в окрестности бесконечности связаны тождеством 1
γ1(u) + 1

γ2(u) ≡ 1.
Частный случай. Пусть α = 1. Если ряд (20) сходится в окрестности нуля, то K1(t) и

K2(t) будут целыми функциями экспоненциального типа, а функции γ1(t) и γ2(t) — ассо-
циированными функциями по Борелю соответственно с K1(t) и K2(t) ([17], c. 42). Если ряд
(20) расходится в любой окрестности нуля, то функции K1(t) и K2(t) будут аналитически-
ми в некоторой окрестности нуля (возможно целыми, но не экспоненциального типа). Если

функция K1 имеет вид K1(t) =
m∑

k=0

n∑
l=0

aklt
leλkt, akl, λk ∈ R, то решение интегрального урав-

нения (31) сводится к решению некоторого алгебраического уравнения и некоторой системы

линейных уравнений. Действительно, в этом случае γ1(t) =
m∑

k=0

n∑
l=0

akll!
(t−λk)l+1 , γ2(t) = P (t)

Q(t) , где

P (t) и Q(t) — некоторые многочлены. Таким образом, γ2(t) — рациональная дробь, которая

представляется в виде суммы элементарных дробей γ2(t) =
N−1∑
i=0

νi−1∑
j=0

bij

(t−µi)j+1 , где µi — нули

многочлена Q(t), νi — кратность нуля µi, N — количество различных нулей многочлена
Q(t), а числа bij находятся методом неопределенных коэффициентов из соответствующей

системы линейных уравнений. Следовательно, K2(t) =
N−1∑
i=0

νi−1∑
j=0

bij

j! tjeµit.
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Пример 5. Рассмотрим уравнение

F (z) +
∫ z

0

ln(1 − (z − ξ)α)F (ξ)
(z − ξ)

dξ = F0(z), α > 0, F0 ∈ C[0; 1). (39)

Имеем
K1(t) = − ln(1 − tα)

tα
, λn =

Γ(αn)
n

,

c0 = 1, cn =
n∑

m=1

Γ(αm)
m

cn−m, n = 1, 2, . . . .

Решение уравнения (39) записывается в виде (37), где K2(t) находится по формуле (38).

Пример 6. Рассмотрим уравнение

F (z) −
∫ z

0
(z − ξ)e(z−ξ)2F (ξ)dξ = F0(z), F0 ∈ C[0;+∞). (40)

Имеем

K1(t) = et2 =
∞∑

n=0

t2n

n!
, α = 2, λn =

(2n − 1)!
(n − 1)!

,

c0 = 1, cn =
n∑

m=1

(2m − 1)!
(m − 1)!

cn−m, n = 1, 2, . . . .

Решение уравнения (40) записывается в виде (37), где K2(t) находится по формуле (38).
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