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ÓÄÊ 517.544ÇÀÄÀ×À �ÈÌÀÍÀ ÍÀ ÄÂÓËÈÑÒÍÎÉÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊËÀÑÑÀ OA0BÍ.À. Áàðèåâà, È.À. Áèê÷àíòàåâÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå È.À. Áèê÷àíòàåâà (Çàäà÷à �èìàíà íà óëüòðàãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíî-ñòè // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 2000. � � 2. � Ñ. 19�31) áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòèè äàíî ÿâíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è �èìàíà íà óëüòðàãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äâóëèñòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõ-íîñòè êëàññà OA0B .Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðàåâûå çàäà÷è, ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è1.1. Ââåäåì ñëåäóþùèå òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ (ñì. [1℄). Ìíîæåñòâî M íàðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè èëè íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ AB -óñòðàíèìûì, åñëè äëÿíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà M ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â
U \M �óíêöèÿ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â U . Ïóñòü AB(R) � ñåìåéñòâî àíà-ëèòè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè R ; OAB � êëàññðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, íà êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò íåïîñòîÿííûõ AB -�óíêöèé;
SOAB � ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì {

R
} òàêîå, ÷òî êàæäàÿ AB -�óíêöèÿ f íà R ñ ℜf = 0 íà ∂R ñâîäèòñÿ ê ïîñòîÿííîé; êàê èçâåñòíî (ñì. [1, ãë. II,� 1, ï. 2C℄), R ïðèíàäëåæèò SOAB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå äóáëü îòíîñèòåëü-íî êðàÿ ∂R ïðèíàäëåæèò OAB . Îáëàñòüþ ñ êðàåì D = D

⋃

∂D áóäåì íàçûâàòüîáúåäèíåíèå îáëàñòè D íà R  àíàëèòè÷åñêîé æîðäàíîâîé îòíîñèòåëüíîé ãðà-íèöåé ∂D . ×åðåç OA0B îáîçíà÷èì êëàññ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé R òàêèõ, ÷òîêàæäàÿ ïîäîáëàñòü ñ êðàåì R′ íà R ïðèíàäëåæèò SOAB . Èìååò ìåñòî ñòðîãîåâêëþ÷åíèå OA0B ⊂ OAB (ñì. [1, ãë. II, � 1, ï. 2C℄).1.2. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ðèìàíîâàïîâåðõíîñòü R ïðèíàäëåæèò êëàññó OA0B è åå ðîä ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü D � îáëàñòü ñ êîìïàêòíûì êðàåì íà ðèìàíîâîéïîâåðõíîñòè R êëàññà OA0B . Òîãäà D ìîæåò áûòü âëîæåíà â ðèìàíîâó ïî-âåðõíîñòü ñ êðàåì V òàêóþ, ÷òî ∂V = ∂D , ìíîæåñòâî V \D AB -óñòðàíèìî èëþáàÿ åå ïîäîáëàñòü êîíå÷íîãî ðîäà ñ êîìïàêòíîé îòíîñèòåëüíîé ãðàíèöåé îò-íîñèòåëüíî êîìïàêòíà. Åñëè ðîä îáëàñòè D êîíå÷åí, òî V êîìïàêòíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðîä îáëàñòè D êîíå÷åí, òî òðåáóåìûé ðåçóëüòàò âû-òåêàåò èç òîãî, ÷òî R ∈ OA0B , è òåîðåìû èç [1, ãë. II, � 3, ï. 15À℄, ïðèìåíåííîé êäóáëþ D îòíîñèòåëüíî êðàÿ ∂D . Ïóñòü òåïåðü ðîä îáëàñòè D áåñêîíå÷åí. Ïóñòü
{

Dn

} � èñ÷åðïàíèå D îáëàñòÿìè ñ êðàåì òàêèìè, ÷òî êðàé ∂Dn êîìïàêòåí è ñîäåð-æèò ∂D , Dn ⊂ Dn+1

⋃

∂D , ðîä ïîâåðõíîñòè Dn êîíå÷åí è âñå êîìïîíåíòû D\Dn �îáëàñòè ðîäà áåñêîíå÷íîñòü. Êàæäàÿ Dn âëîæèìà â êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõ-íîñòü ñ êðàåì V n , ïðè÷åì åå ðîä ðàâåí ðîäó Dn , ∂Vn = ∂Dn è ìíîæåñòâî Vn \Dn



86 Í.À. ÁÀ�ÈÅÂÀ, È.À. ÁÈÊ×ÀÍÒÀÅÂÿâëÿåòñÿ AB -óñòðàíèìûì. Òîãäà îáëàñòü V =
⋃

∞

n=1 Vn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿìïðåäëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òî, ÷òî V \D AB -óñòðàíèìî, ñëåäóåò èç îïðåäåëå-íèÿ ïîâåðõíîñòè V . Ïóñòü V ′ � îáëàñòü íà V , ðîä êîòîðîé êîíå÷åí è îòíîñèòåëüíàÿãðàíèöà ∂V ′ êîìïàêòíà. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå Vn ⊃
⊃ ∂V ′ . Ïîêàæåì, ÷òî V ′ ⊂ Vn . Åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî íàéäåòñÿ òî÷êà
q ∈ V ′ \ Vn . Òàê êàê ìíîæåñòâî V \ Vn íå ñîäåðæèò òî÷åê îòíîñèòåëüíîé ãðàíè-öû îáëàñòè V ′ , òî V ′ äîëæíà âêëþ÷àòü â ñåáÿ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà V \ Vn ,ñîäåðæàùóþ òî÷êó q . Íî ðîä ïîñëåäíåé, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðîä V ′ , ðàâåí áåñêî-íå÷íîñòè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî V ′ ⊂ Vn è V ′ êàê çàìêíóòîåïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà V n êîìïàêòíî. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî òàêæå è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòíîñèòåëü-íàÿ ãðàíèöà îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü D = R . Ñîîòâåò-ñòâóþùóþ ýòîìó ñëó÷àþ îáëàñòü V îáîçíà÷èì ÷åðåç R∗ .1.3. Åñëè f � ìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ íà D , îãðàíè÷åííàÿ âáëèçè èäåàëü-íîé ãðàíèöû, òî îíà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â V ; ýòî ïðîäîëæåíèå óñëîâèìñÿîáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà R ñóùåñòâóåò ìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ z , ïðèíè-ìàþùàÿ êàæäîå çíà÷åíèå z = a ∈ C íå áîëåå äâóõ ðàç ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Òîãäà
R ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â âèäå íàêðûâàþùåé (R, z) ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè C . Ïðîäîëæåííàÿ àíàëèòè÷åñêè íà R∗ �óíêöèÿ z îïðåäåëÿåò áåçãðà-íè÷íóþ íàêðûâàþùóþ (R∗, z) äëÿ îáëàñòè z(R∗) ⊂ C , íà êîòîðîé ñóùåñòâóåòîòëè÷íîå îò òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèå íàëîæåíèÿ jR∗ , òî åñòü êîí�îðìíûéàâòîìîð�èçì ïîâåðõíîñòè R∗ , óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ z(jR∗(q)) = z(q)äëÿ âñåõ q ∈ R∗ .�îä ïîâåðõíîñòè V , î÷åâèäíî, ðàâåí ðîäó D è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì â òîì è òîëü-êî â òîì ñëó÷àå, åñëè íàêðûâàþùàÿ (V, z) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ.Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü U � îáëàñòü íà R∗ ðîäà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîìïàêò-íîé îòíîñèòåëüíîé ãðàíèöåé ∂U , f � ìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ â U , îãðàíè÷åííàÿâáëèçè èäåàëüíîé ãðàíèöû îáëàñòè U . Òîãäà f ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèåâ òî÷êàõ îáëàñòè U , èìåþùèõ îäèíàêîâûå ïðîåêöèè ïðè îòîáðàæåíèè z : U →
→ C .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U0 ⊂ U � îáëàñòü ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è U ,êðîìå òîãî, jR∗(U0) = U0 è �óíêöèÿ f ãîëîìîð�íà â U0 . Ìíîæåñòâî M ïðîåê-öèé òî÷åê âåòâëåíèÿ íàêðûâàþùåé (U0, z) íà C áåñêîíå÷íî è ìíîæåñòâî µ åãîïðåäåëüíûõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ∂(z(U0)) \ z(∂U0) . Ïóñòü W � îáëàñòüíà C , ñîäåðæàùàÿ z(U0) è òàêàÿ, ÷òî ∂W = z(∂U0) . Òàê êàê îòíîñèòåëüíàÿ ãðàíè-öà ∂U0 îáëàñòè U0 êîìïàêòíà, òî ∂W = z(∂U0) íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà µ .Ïîýòîìó M = M

⋃

µ ⊂ W . Ïîëîæèì f0(z) := (f(jR∗(q(z))) − f(q(z)))2, ãäå q(z) �òî÷êà îáëàñòè U0 òàêàÿ, ÷òî z(q(z)) = z . Ôóíêöèÿ f0 åñòü AB -�óíêöèÿ â z(U0) ,èñ÷åçàþùàÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà M . Ìíîæåñòâî W \ z(U0) íå èìååò âíóòðåííèõòî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà a âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ ïðèíàäëåæèò
W \ z(U0) , òî íåïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ 1/(z− a) åñòü AB -�óíêöèÿ íà R , ÷òî íåâîç-ìîæíî. Ïîýòîìó W \ z(U0) = µ. Ñëåäîâàòåëüíî, f0 ãîëîìîð�íî ïðîäîëæèìà âîáëàñòü W è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâå M = M

⋃

µ ⊂ W . Ïî âíóòðåííåéòåîðåìå åäèíñòâåííîñòè f0 = 0 . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.1.4. Ïóñòü Γ � êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð íà R , T � ìíîæåñòâî óçëîâ êîíòó-ðà Γ . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî z(Γ) òàêæå åñòü êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð íà C ,ïðè÷åì Γ è z(Γ) íå èìåþò òî÷åê âîçâðàòà. Îðèåíòàöèþ íà Γ âûáåðåì òàê, ÷òîáû



ÇÀÄÀ×À �ÈÌÀÍÀ ÍÀ ÄÂÓËÈÑÒÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊËÀÑÑÀ OA0B 87íà ëèíåéíûõ ó÷àñòêàõ êîíòóðà, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ïðîåêöèè íà z -ïëîñêîñòü C ,îðèåíòàöèÿ êîíòóðà áûëà ñîãëàñîâàíà. Òîãäà îðèåíòàöèþ z(Γ) ìîæíî îïðåäåëèòüêàê èíäóöèðîâàííóþ îòîáðàæåíèåì z : Γ → z(Γ) .Çàäàäèì äèâèçîð D , íîñèòåëü êîòîðîãî ëåæèò â R \ Γ , è �óíêöèè G ∈
∈ Hµ,(µ)(Γ, T ) è g ∈ Hµ,λ(Γ, T ), 0 < µ < 1, −1 < λ < 0 , ïðè÷åì G(t) 6= 0,
t ∈ Γ (ìû èñïîëüçóåì �óíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Hµ,(ν)(Γ, T ) è Hµ,λ(Γ, T ) ,ââåäåííûå íà ïëîñêèõ êîíòóðàõ À.Ï. Ñîëäàòîâûì [2℄ è ðàñïðîñòðàíåííûå â [3℄ íàêîíòóðû, ðàñïîëîæåííûå íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè). Ê ìíîæåñòâó T îòíåñåì âñåóçëû êîíòóðà Γ , âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ íàêðûâàþùåé (R, z) , ëåæàùèå íà Γ , âñå òî÷-êè ðàçðûâà êîý��èöèåíòîâ G è g , âñå òî÷êè t ∈ Γ òàêèå, ÷òî z(t) åñòü óçëîâàÿòî÷êà êîíòóðà z(Γ) ; â íåãî ìîæíî âêëþ÷èòü òàêæå ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî äðóãèõòî÷åê êîíòóðà Γ . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿòî÷êà íå ëåæèò íà z(Γ)

⋃

z(suppD) .�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó �èìàíà â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.Íàéòè êóñî÷íî-ìåðîìîð�íóþ �óíêöèþ F íà R ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ Γ , êðàòíóþäèâèçîðó 1/D è îãðàíè÷åííóþ â îêðåñòíîñòè èäåàëüíîé ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè R ,ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé íà Γ ïðèíàäëåæàò êëàññó Hµ,λ(Γ, T ), 0 < µ < 1,
−1 < λ < 0 , è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

F+(t) = G(t)F−(t) + g(t), t ∈ Γ. (1)2. Ñëó÷àè, êîãäà çàäà÷à �èìàíà ñâîäèòñÿ ê ïëîñêîéÏóñòü Γ � êîíòóð íà R òàêîé, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà R \ Γ èìååòðîä, ðàâíûé áåñêîíå÷íîñòè.2.1. ×åðåç q(z) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäíÿòèå òî÷êè z ∈ C íà íàêðûâàþùóþ
(R∗, z). Èç [3℄ è ïðåäëîæåíèé 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè F � ðåøåíèå çàäà÷è (1),òî �óíêöèÿ F àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà íà R∗ \ Γ , ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà-÷åíèÿ â òî÷êàõ íàêðûâàþùåé (R, z) , ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé êîìïîíåíòå R \ Γ èèìåþùèõ îäèíàêîâóþ ïðîåêöèþ íà z -ïëîñêîñòü; ïðè ýòîì �óíêöèÿ f(z) = F (q(z))îäíîçíà÷íà â C\z(Γ) è àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â C\γ , ãäå γ � ìíîæåñòâî òî÷åêíà z(Γ) , èìåþùèõ äâà ïðîîáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè z : Γ → z(Γ) (òî÷êè âåòâëåíèÿíàêðûâàþùåé (R, z) ïðè ýòîì ñ÷èòàþòñÿ äâàæäû).Îïðåäåëèì â C äèâèçîð ∆ , ïîëàãàÿ ordz(q)∆ = min

{

ordqD, ordjR∗ (q)D
} ïðè

jR∗(q) 6= q è ordz(q)∆ =

[

1

2
ordqD

] ïðè jR∗(q) = q , ãäå [ ] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü÷èñëà.2.2. Åñëè ìíîæåñòâî γ ÿâëÿåòñÿ AB -óñòðàíèìûì, òî �óíêöèÿ f àíàëèòè-÷åñêè ïðîäîëæèìà íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C è ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé�óíêöèåé, êðàòíîé äèâèçîðó 1/∆ . Èç óñëîâèÿ (1) âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå ðàç-ðåøèìîñòè çàäà÷è �èìàíà �óíêöèè G è g óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ g(t) =
= (1−G(t)) f(z(t)), t ∈ Γ , ãäå f � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, êðàòíàÿ äèâèçîðó 1/∆ .Åñëè ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ, òî �óíêöèÿ F (q) = f(z(q)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìêðàåâîé çàäà÷è �èìàíà (1). Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 1. Ïóñòü γ ÿâëÿåòñÿ AB -óñòðàíèìûì ìíîæåñòâîì. Òîãäà äëÿ ðàç-ðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è �èìàíà (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèè
G è g áûëè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì g(t) = (1 −G(t)) f(z(t)), t ∈ Γ, ãäå f � ðàöè-îíàëüíàÿ �óíêöèÿ, êðàòíàÿ äèâèçîðó 1/∆ . Ïðè ýòîì ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)èìååò âèä F = f ◦ z .



88 Í.À. ÁÀ�ÈÅÂÀ, È.À. ÁÈÊ×ÀÍÒÀÅÂÈç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî:1) ïðè ord∆ < 0 çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå (ðàâíîå íóëþ) òîëüêî ïðè g = 0 ;2) åñëè G = 1 , òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è �èìàíà (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-íî, ÷òîáû g = 0 ; ïðè ýòîì ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ðàâíî
max {0, ord∆ + 1} ;3) åñëè G(t) 6≡ 1 , òî çàäà÷à (1) íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.2.3. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî γ íå ÿâëÿåòñÿ AB -óñòðàíèìûì;ïðè ýòîì åãî ëèíåéíàÿ ìåðà áóäåò ïîëîæèòåëüíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ1 êðèâóþíà R∗ ⊃ R , ãîìåîìîð�íóþ z(Γ) îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ z : Γ1 → z(Γ) . Òîãäà
Γ2 := jR∗(Γ1) òîæå ãîìåîìîð�íà z(Γ) îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ z è Γ1 ∪ Γ2 =
= z−1(z(Γ)) . ×åðåç ρk : z(Γ) → Γk, k = 1, 2 , îáîçíà÷èì ãîìåîìîð�èçì z(Γ) íà Γkòàêîé, ÷òî z(ρk(ξ)) = ξ ïðè ξ ∈ z(Γ) . Îðèåíòàöèþ íà Γk âûáåðåì òàêèì îáðàçîì,÷òîáû èíäóöèðîâàííàÿ åþ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè z : R∗ → C îðèåíòàöèÿ íà z(Γ)ñîâïàäàëà ñ óæå âûáðàííîé â ï. 1.4.Äîîïðåäåëèì G è g íà Γ1 ∪ Γ2 , ïîëàãàÿ G(t) = 1, g(t) = 0 â òî÷êàõ t , íåïðèíàäëåæàùèõ Γ . Òîãäà �óíêöèÿ f íà z(Γ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

f+(ξ) = G(ρk(ξ))f−(ξ) + g(ρk(ξ)), ξ ∈ z(Γ), ∆−1|(f), k = 1, 2. (2k)Çäåñü �óíêöèè G(ρk(ξ)) ïðèíàäëåæàò êëàññó Hµ,(µ′)(z(Γ), z(T )) , ãäå
µ′(z(τ)) =











µ, τ ∈ T, j(τ) 6= τ

1

2
µ, τ ∈ T, j(τ) = τ.Ôóíêöèè g(ρk(ξ)) ïðèíàäëåæàò êëàññó Hµ,ν(z(Γ), z(T )) , ãäå

ν(z(τ)) =























min {λ(τ), λ(j(τ))} , τ, j(τ) ∈ T, j(τ) 6= τ,

λ(τ), τ ∈ T, j(τ) 6∈ T,

1

2
λ(τ), j(τ) = τ ∈ T.�åøåíèå çàäà÷è (2k) áóäåì îòûñêèâàòü â êëàññå �óíêöèé, ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿêîòîðûõ íà z(Γ) ïðèíàäëåæàò êëàññó Hµ,ν(z(Γ), z(T )) .Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ðåøåíèåì äâóõ êðàåâûõ çà-äà÷ �èìàíà íà êîíòóðå z(Γ) . Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòàìíîæåñòâà R \ Γ èìååò ðîä, ðàâíûé áåñêîíå÷íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïî-íåíòà ìíîæåñòâà C \ γ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîåêöèé òî÷åê âåòâëåíèÿíàêðûâàþùåé (R∗, z) . Íà ìíîæåñòâî z(Γ) \ γ �óíêöèÿ f àíàëèòè÷åñêè ïðîäîë-æèìà è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè C \ γ , çà èñêëþ÷åíèåì,âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ. Ïîýòîìó äëÿ ñîâïàäåíèÿ ðåøåíèé êðàåâûõçàäà÷ (21) è (22) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü èõ ñîâïàäåíèÿ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðûõòî÷åê zk ∈ C \ z(Γ) , âûáðàííûõ ïî îäíîé â êàæäîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà C \ γ .2.4. Åñëè G◦jR∗ = G íà Γ1∪Γ2 , òî, ïîñêîëüêó F ◦jR∗ = F, äëÿ ðàçðåøèìîñòèçàäà÷è (1) íåîáõîäèìî, ÷òîáû g ◦ jR∗ = g íà Γ1 ∪ Γ2 . Òîãäà çàäà÷è (21) è (22)ñîâïàäàþò. Åñëè f � ðåøåíèå çàäà÷è (2k) , òî F = f ◦z áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(z) êàíîíè÷åñêóþ �óíêöèþ çàäà÷è (2k) , ïðåäåëüíûå çíà-÷åíèÿ êîòîðîé íà z(Γ) ïðèíàäëåæàò êëàññó Hµ,ν(z(Γ), z(T )) è èìåþùóþ ìàêñè-ìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê κ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà ïðè κ+ord∆ ≥ −1 çàäà÷à
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(2k) ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ Hµ,λ(Γ, T ), 0 < µ < 1, −1 < λ < 0, è ååîáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

f(z) =
X(z)

2πi

∫

z(Γ)

g(ρk(ξ)) dξ

X+(ξ)(ξ − z)
+X(z)δ(z), (3)ãäå δ � ïðîèçâîëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, êðàòíàÿ äèâèçîðó ∆−1∞−κ .Ïðè κ +ord∆ < −1 íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

(2k) , à, ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷è (1), èìåþò âèä
∫

z(Γ)

g(ρk(ξ))ωj(ξ) dξ

X+(ξ)
= 0, j = 1, . . . ,−κ − ord∆ − 1, (4)ãäå ωj � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé, êðàòíûõ äèâèçîðó ∆∞κ+2 .Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (4) çàäà÷à (2k) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà (3) δ = 0 .Óñëîâèÿ (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∫

Γ∩Γk

gθj = 0, j = 1, . . . ,−κ − ord∆ − 1, (5)ãäå θj(t) = (X+(z(t)))−1ωj(z(t))dz(t) . Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (1) èìååò âèä
F (q) =

X(z(q))

2πi

∫

Γ∩Γk

g(t) dz(t)

X+(z(t))(z(t) − z(q))
+X(z(q))δ(z(q)). (6)Â �îðìóëàõ (5) è (6) k ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èç çíà÷åíèé 1 èëè 2.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíàÒåîðåìà 2. Ïóñòü γ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ëèíåéíóþ ìåðó è êîý��èöèåíò

G çàäà÷è (1) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ G◦jR∗ = G íà Γ1∪Γ2 . Òîãäà äëÿ ðàçðå-øèìîñòè çàäà÷è (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿëàóñëîâèÿì g ◦ jR∗ = g íà Γ1∪Γ2 è (5) . Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé îáùåå ðåøå-íèå çàäà÷è (1) èìååò âèä (6) , ãäå δ � ïðîèçâîëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, êðàò-íàÿ äèâèçîðó ∆−1∞−κ . Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1) èìååò l = max {0, ord∆ + κ + 1}ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.2.5. Ïóñòü γ � òàêîå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
G◦ jR∗ 6= G . ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì îäíîðîäíàÿ çàäà÷à �èìàíà (1) èìååò ëèøü íóëåâîåðåøåíèå, à íåîäíîðîäíàÿ ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàå-ìîì ñëó÷àå �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîâðåìåííî äâóõ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõçàäà÷ �èìàíà (21) è (22) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xk(z) êàíîíè÷åñêóþ �óíêöèþ (òîãîæå êëàññà, ÷òî è â ï. 2.4) çàäà÷è (2k), κk = ord∞Xk(z) . Ïðè κk + ord∆ ≥ −1çàäà÷à (2k) áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà è åå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

fk(z) =
Xk(z)

2πi

∫

z(Γ)

g(ρk(ξ)) dξ

X+
k(ξ)(ξ − z)

+Xk(z)δk(z), (7)ãäå δk(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, êðàòíàÿ äèâèçîðó ∆−1∞−κk .



90 Í.À. ÁÀ�ÈÅÂÀ, È.À. ÁÈÊ×ÀÍÒÀÅÂÏðè κk + ord∆ < −1 äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2k) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íîâûïîëíåíèÿ óñëîâèé
∫

z(Γ)

g(ρk(ξ))

X+
k (ξ)

ωkj(ξ) dξ = 0, j = 1, 2, . . . ,−κk − ord∆ − 1, (8)ãäå ωkj , j = 1, 2, . . . ,−κk−ord∆−1, � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé,êðàòíûõ äèâèçîðó ∆∞κk+2 . Ïîëàãàÿ θkj(t) = ωkj(z(t))[X
+

k(z(t))]−1dz(t), óñëîâèÿ(8) ïåðåïèøåì â âèäå
∫

Γ∩Γk

gθkj = 0, j = 1, 2, . . . ,−κk − ord∆ − 1, k = 1, 2. (9)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (9) çàäà÷à (2k) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà (7)ñ δk = 0 . Äëÿ òîãî ÷òîáû �óíêöèè fk îïðåäåëÿëè ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1),äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî f1 = f2 . Â ñèëó ñêàçàííîãî â ï. 2.3 äëÿ ýòîãî äî-ñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðûõ òî÷åê
zm ∈ C\z(Γ) , m = 1, 2, . . . , l , ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ìíîæåñòâà
C \ γ , ãäå l � ÷èñëî êîìïîíåíò ìíîæåñòâà C \ γ .Ïóñòü zm � òî÷êà èç C\ z(Γ) , â êîòîðîé �óíêöèè Xk è fk ãîëîìîð�íû. Ôóíê-öèþ Xk(z)/2πiX+

k(η)(η − z) ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè zm :
Xk(z)

2πiX+
k(η)(η − z)

=

∞
∑

j=0

ckjm(η)(z − zm)j .Ïóñòü δkj , j = 1, 2, . . . ,κk + ord∆ + 1, � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëüíûõ�óíêöèé, êðàòíûõ äèâèçîðó ∆−1∞−κk , k = 1, 2. Òîãäà
Xk(z)δk(z) =

κk+ord ∆+1
∑

n=1

aknXk(z)δkn(z),ãäå akn � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. �àçëàãàÿ �óíêöèè Xkδkn â ðÿä Òåéëîðà, èìååì:
Xk(z)δkn(z) =

∞
∑

j=0

aknjm(z − zm)j .Ñðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû òåéëîðîâñêèõ ðàçëîæåíèé �óíêöèé f1 è f2 , ïîëó÷èìñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå ðàâåíñòâó f1 = f2 :
κ1+ord ∆+1

∑

n=1

a1na1njm −

κ2+ord ∆+1
∑

n=1

a2na2njm =

= −

∫

z(Γ)

(g(ρ1(η))c1jm(η) − g(ρ2(η))c2jm(η)) dη,

j = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , l. (10)



ÇÀÄÀ×À �ÈÌÀÍÀ ÍÀ ÄÂÓËÈÑÒÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊËÀÑÑÀ OA0B 91Ïîëîæèì l1 = max{0,κ1 + ord∆ + 1}, l2 = max{0,κ2 + ord∆ + 1} ,
A =





















































a1101 a1201 . . . a1l101 −a2101 −a2201 . . . −a2l201

a1102 a1202 . . . a1l102 −a2102 −a2202 . . . −a2l202... ... . . . ... ... ... . . . ...
a110l a120l . . . a1l10l −a210l −a220l . . . −a2l20l

a1111 a1211 . . . a1l111 −a2111 −a2211 . . . −a2l211

a1112 a1212 . . . a1l112 −a2112 −a2212 . . . −a2l212... ... . . . ... ... ... . . . ...
a111l a121l . . . a1l11l −a211l −a221l . . . −a2l21l

a1121 a1221 . . . a1l121 −a2121 −a2221 . . . −a2l221

a1122 a1222 . . . a1l122 −a2122 −a2222 . . . −a2l222... ... . . . ... ... ... . . . ...
a112l a122l . . . a1l12l −a212l −a222l . . . −a2l22l... ... . . . ... ... ... . . . ...





















































αjm(t) =







−c1jm(z(t))dz(t), t ∈ Γ ∩ Γ1,

c2jm(z(t))dz(t), t ∈ Γ ∩ Γ2,

α(t) = (α01(t), . . . , α0l(t), α11(t), . . . , α1l(t), α21(t), . . . , α2l(t), . . . )
t =: (α1(t), α2(t), . . . )

t,

a = (a11, a12, . . . , a1l1 , a21, a22, . . . , a2l2)
t.Òîãäà ñèñòåìà (10) çàïèøåòñÿ â âèäå

Aa =

∫

Γ

gα. (11)Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è �èìàíà (1) ðàíã r ìàòðèöû A äîë-æåí áûòü ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ akn , òî åñòü r = max {0,κ1 + ord∆ + 1} +
+ max {0,κ2 + ord∆ + 1} .Ïóñòü B � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r , ñîñòàâëåííàÿ èçñòðîê ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè j1, j2, . . . , jr (j1 < j2 < · · · < jr), Bj � êâàäðàò-íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r + 1 , ñîñòàâëåííàÿ èç r + 1 ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû


A,

∫

Γ

gα



 ñ íîìåðàìè j1, j2, . . . , jr, j . Òîãäà
detBj =

∫

Γ

gβj,ãäå
βj =

r
∑

n=1

Bj,jn
αjn

+Bj,jαj ,

Bj,k � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà ∫

Γ

gαk ìàòðèöû Bj ; î÷åâèäíî, Bj,j =

= detB 6= 0 . Åñëè j ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé j1, j2, . . . , jr , òî βj = 0 . Óñëîâèÿðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (10) (èëè (11)) èìåþò âèä
∫

Γ

gβj = 0, j ∈ N, j 6= j1, j2, . . . , jr. (12)



92 Í.À. ÁÀ�ÈÅÂÀ, È.À. ÁÈÊ×ÀÍÒÀÅÂÑîâîêóïíîñòü óñëîâèé (9) è (12) íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ ðàçðåøèìîñòè çà-äà÷è (1). Ïðè èõ âûïîëíåíèè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) îïðåäåëÿåòñÿ ðà-âåíñòâîì F (q) = fk(z(q)) , ãäå �óíêöèÿ f1 = f2 îïðåäåëåíà �îðìóëîé (7). Òàêèìîáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Ïóñòü γ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ëèíåéíóþ ìåðó è êîý��èöèåíò
G çàäà÷è (1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó G(jR∗(t)) 6≡ G(t), t ∈ Γ1∪Γ2 . Òîãäà äëÿðàçðåøèìîñòè çàäà÷è �èìàíà (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
(9) è (12) . Ïðè èõ âûïîëíåíèè çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿ-åìîå ðàâåíñòâîì F = fk ◦ z , ãäå ñîâïàäàþùèå ìåæäó ñîáîé �óíêöèè fk, k = 1, 2,îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (7) .3. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðàÏóñòü òåïåðü Γ � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð íà R , îïðåäåëåííûéâ ï. 1.4.3.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E îáëàñòü íà R , îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) ðîä îáëàñòè E êîíå÷åí;2) âñå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà R \ E èìåþò ðîä, ðàâíûé áåñêîíå÷íîñòè;3) E ⊃ Γ ;4) îòíîñèòåëüíàÿ ãðàíèöà ∂E ìíîæåñòâà E ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî è ÷åòíîãî ÷èñ-ëà êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ äóãà, ãîìåîìîð�íàÿ îêðóæ-íîñòè è îòîáðàæàþùàÿñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íî â C �óíêöèåé z : R→ C ;5) ∂E íå ñîäåðæèò òî÷åê âåòâëåíèÿ íàêðûâàþùåé (R, z) ;6) íàä êàæäîé êîìïîíåíòîé ìíîæåñòâà z(∂E) ëåæàò äâå êîìïîíåíòû ∂E .Ïóñòü E∗ = E∗

⋃

∂E∗ (⊂ R∗) � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåìòàêàÿ, ÷òî E êîí�îðìíî ýêâèâàëåíòíà îáëàñòè (êîòîðóþ ìû îòîæäåñòâèì ñ E )íà E∗ , ïðè÷åì ∂E∗ = ∂E è ìíîæåñòâî E∗ \ E ÿâëÿåòñÿ AB -óñòðàíèìûì. Äëÿðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè R ∈ OA0B òàêàÿ ïîâåðõíîñòü E∗ ñóùåñòâóåò ñîãëàñíîïðåäëîæåíèþ 1.Â ñèëó AB -óñòðàíèìîñòè ìíîæåñòâà E∗ \ E �óíêöèþ z ìîæíî àíàëèòè÷åñêèïðîäîëæèòü â E∗ . Òàêèì îáðàçîì, (E∗, z) ñòàíîâèòñÿ áåçãðàíè÷íîé äâóëèñòíîéíàêðûâàþùåé äëÿ îáëàñòè z(E∗) ⊂ C . Ìíîæåñòâî C \ z(E∗) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî÷èñëà m ≥ 1 îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, ÷èñëî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîìïîíåíòìíîæåñòâà R\E . Îáðàçóåì ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü S ⊃ E∗ , êîòîðàÿ ïî-ëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì ê êàæäîé êîìïîíåíòå ∂E∗ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòûìíîæåñòâà C \ z(E∗) ; ïðè ýòîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà C \ z(E∗) áåðåòñÿ âäâóõ ýêçåìïëÿðàõ è ïðèêëåèâàåòñÿ ê äâóì êîìïîíåíòàì ∂E∗ , èìåþùèì îäèíàêî-âóþ ïðîåêöèþ, ïðè÷åì òî÷êà p ∈ ∂E∗ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êîé
z(p) ∈ ∂(z(E∗)) .Îáîçíà÷èì ÷åðåç αk, k = 1, 2, . . . , 2h+ 2, 0 ≤ h < ∞, òî÷êè âåòâëåíèÿ íàêðû-âàþùåé (E∗, z) , ãäå h � ðîä îáëàñòè E∗ . Òîãäà (S, z) åñòü ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿïîâåðõíîñòü ðîäà h , îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

w2 =

2h+2
∏

k=1

(z − rk), (13)ãäå rk = z(αk) . ×åðåç E0 îáîçíà÷èì îáëàñòü íà S , ÿâëÿþùóþñÿ ïîëíûì ïðîîá-ðàçîì îáëàñòè z(E∗) ⊂ C îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ z : S → C . ßñíî, ÷òî E0ñîäåðæèò âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ íàêðûâàþùåé (S, z) è ñóùåñòâóåò êîí�îðìíûé ãî-ìåîìîð�èçì α : E0 → E∗ òàêîé, ÷òî z ◦α = z è α◦ jS = jR∗ ◦α . Ìíîæåñòâî S \E0
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1 è Ei

2, i = 1, 2, . . . ,m , ïðè÷åì jS(Ei
1) =

= Ei
2, jS(Ei

2) = Ei
1 . Îòîáðàæåíèå z : Ei

k → C, k = 1, 2, i = 1, 2, . . . ,m, îäíîëèñòíîè êîí�îðìíî; îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç ρi
k : z(Ei

k) → Ei
k .Î÷åâèäíî, ρi

2 = jS ◦ ρi
1, ρ

i
1 = jS ◦ ρi

2, i = 1, 2, . . . ,m .Ïîëîæèì Γ0 = α−1(Γ) è îïðåäåëèì íà Γ0 îðèåíòàöèþ, èíäóöèðîâàííóþ îòîá-ðàæåíèåì α−1 : Γ → Γ0 . Ïóñòü F � ðåøåíèå çàäà÷è �èìàíà (1). Ýòà �óíêöèÿàíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â R∗ \ Γ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî F ◦ jR∗ = F â R∗ \ E∗.Ïîýòîìó íà S îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ êóñî÷íî-ìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ
F0(q) =







F (α(q)), q ∈ E0,

F (p), z(p) = z(q), q ∈ S \ E0, p ∈ R∗ \ E∗,ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ Γ0 . Îïðåäåëèì íà S äèâèçîð D0 , ïîëàãàÿ
ordqD0 =























ordα(q)D, q ∈ E0,

min
{

ordpD, ordjR∗ (p)D
}

, z(p) = z(q), q∈S\ E0, p∈R
∗\E∗, jR∗(p) 6= p,

[

1

2
ordpD

]

, z(p) = z(q), q∈S\E0, p∈R
∗\E∗, jR∗(p) = p.Ïîëîæèì T0 = α−1(T ) è äîîïðåäåëèì íà T0 �óíêöèþ λ , ïîëàãàÿ λ|T0

= λ◦α|T0
.Ôóíêöèÿ F0 ìåðîìîð�íà â S\Γ0 , êðàòíà äèâèçîðó 1/D0 , à åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿíà Γ0 ïðèíàäëåæàò êëàññó Hµ,λ(Γ0, T0) è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

F+
0 (t) = G(α(t))F−

0 (t) + g(α(t)), t ∈ Γ0. (14)Êðîìå òîãî, â S \ E0 îíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
F0 ◦ jS = F0. (15)Ôóíêöèè G ◦ α è g ◦ α ïðèíàäëåæàò êëàññàì Hµ,(µ)(Γ0, T0) è Hµ,λ(Γ0, T0) ñîîò-âåòñòâåííî.Ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè q ïîâåðõíîñòè

S è ïàðàìè ÷èñåë (z, w) = (z(q), w(z(q))) , ñâÿçàííûìè ñîîòíîøåíèåì (13). Òî÷êó
q îáû÷íî îòîæäåñòâëÿþò ñ ïàðîé (z, w) . Òîãäà òî÷êå jS(q) ñîîòâåòñòâóåò ïàðà
(z,−w) . Òî÷êå âåòâëåíèÿ αk ñîîòâåòñòâóåò ïàðà (rk, 0) .Âûáåðåì íà S êàíîíè÷åñêèå öèêëû {ak, bk}, k = 1, 2, . . . , h , êàê â ñòàòüå [4℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕj , j = 1, 2, . . . , h, êîìïëåêñíî íîðìèðîâàííûé (îòíîñèòåëüíîâûáðàííûõ öèêëîâ) áàçèñ ïðîñòðàíñòâà àáåëåâûõ äè��åðåíöèàëîâ ïåðâîãî ðîäàíà S è ÷åðåç ωqq0

� íîðìèðîâàííûé àáåëåâ èíòåãðàë òðåòüåãî ðîäà, ñëóæàùèéðàçðûâíûì àíàëîãîì ÿäðà Êîøè (ñì. [3, 4℄).Ïîëîæèì
X(q) = exp





1

2πi

∫

Γ0

lnG(α(t))ωqq0
(t)



 , q ∈ S.Íóëè è áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè X(q) îáðàçóþò êâàçèäèâèçîð (X) = τκ1

1 τκ2

2 · · · τκr
r ,ãäå τk = α−1(tk), tk ∈ T, � óçëû ëèíèè Γ0 , κk � ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå êîý��èöèåí-òîì G è âûáîðîì âåòâè �óíêöèè lnG(α(t)) (ñì. [4℄). Ïîëîæèì κ =

r
∑

k=1

[κk−λ(τk)] ,ãäå [ ] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. ×èñëî κ , íå çàâèñÿùåå îò âûáîðà âåòâè lnG◦α ,íàçîâåì èíäåêñîì êîý��èöèåíòà çàäà÷è (14) â êëàññå Hµ,λ(Γ0, T0) . Ïîëîæèì A =

= t
[κ1−λ(τ1)]
1 t

[κ2−λ(τ2)]
2 · · · t

[κr−λ(τr)]
r , B = (q′)hq−1

1 · · · q−1
h , ãäå q′ ∈ S � ïðîèçâîëüíî



94 Í.À. ÁÀ�ÈÅÂÀ, È.À. ÁÈÊ×ÀÍÒÀÅÂ�èêñèðîâàííàÿ òî÷êà, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ q0 , òî÷êè q1, q2, . . . , qh îáðàçóþò ðåøåíèåïðîáëåìû îáðàùåíèÿ ßêîáè âèäà:
h

∑

j=1

qj
∫

q′

ϕν ≡
1

2πi

∫

Γ0

lnG(α(t))ϕν (t) (ïî ìîäóëþ ïåðèîäîâ), ν = 1, 2, . . . , h.Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è �èìàíà (14) èìååò âèä
f(q) exp





1

2πi

∫

Γ0

lnG(α(t))ωqq0
(t) −

h
∑

j=1





qj
∫

q′

ωqq0
− 2πimj

q
∫

q′

ϕj







 , (16)ãäå â ïîñëåäíèõ äâóõ èíòåãðàëàõ ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïåðåñåêàåò êàíîíè÷åñêèõñå÷åíèé a1, a2, . . . , ah, mj � âïîëíå îïðåäåëåííûå öåëûå ÷èñëà, f � ïðîèçâîëüíàÿìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ, êðàòíàÿ äèâèçîðó D−1
0 A−1B−1 . Ó �óíêöèè ωqq0

(ïî ïå-ðåìåííîé q ) âûáðàíà �èêñèðîâàííàÿ â S \ ∪h
k=1ak âåòâü, èñ÷åçàþùàÿ â òî÷êå q0 .Îáîçíà÷èì ÷åðåç l0 è l′0 ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé èäè��åðåíöèàëîâ íà S , êðàòíûõ ñîîòâåòñòâåííî äèâèçîðàì D−1

0 A−1B−1 è D0AB .×åðåç P îáîçíà÷èì öåëûé äèâèçîð ïîðÿäêà l′0 ñ íîñèòåëåì â S \ Γ0 òàêîé, ÷òî íåñóùåñòâóåò àáåëåâûõ äè��åðåíöèàëîâ íà S , êðàòíûõ äèâèçîðó D0ABP è îòëè÷-íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (14)íàéäåì ñíà÷àëà ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â êëàññå �óíêöèé, êðàòíûõ äèâèçî-ðó D−1
0 P−1 . Òàêàÿ çàäà÷à áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà â ñèëó âûáîðà äèâèçîðà P . Åå÷àñòíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ âèäà (ñì. [4℄)

X0(q)

2πi

∫

Γ0

g(α(t))

X+
0 (t)

A1(t, q), (17)ãäå X0 � �óíêöèÿ âèäà (16) ïðè f = 1, A1(t, q) � ìåðîìîð�íûé àíàëîã ÿäðà Êîøèíà S ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äèâèçîðîì ∆1 , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì äèâè-çîðà D0ABP íà íåêîòîðûé öåëûé äèâèçîð. Ôóíêöèÿ (17) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è(14) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè g óäîâëåòâîðÿåò l′0 óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþ-ùèì êðàòíîñòü �óíêöèè (17) äèâèçîðó D−1 . Ýòè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿìðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (14) è èìåþò âèä
∫

Γ0

g ◦ α
ψj

X0
= 0, j = 1, 2, . . . , l′0, (18)ãäå ψj , j = 1, 2, . . . , l′0, � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà àáåëåâûõ äè��åðåíöèàëîâ íà S ,êðàòíûõ äèâèçîðó D0AB .Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (18) îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (14) èìååò âèä

F0(q) = f(q) exp





1

2πi

∫

Γ0

lnG(α(t))ωqq0
(t) −

h
∑

j=1





qj
∫

q′

ωqq0
− 2πimj

q
∫

q′

ϕj







 +

+
X0(q)

2πi

∫

Γ0

g(α(t))

X+
0 (t)

A1(t, q), q ∈ S. (19)Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà �óíêöèÿ îïðåäåëÿëà ðåøåíèå çàäà÷è (14), íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ (15).



ÇÀÄÀ×À �ÈÌÀÍÀ ÍÀ ÄÂÓËÈÑÒÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊËÀÑÑÀ OA0B 95Îáîçíà÷èì ÷åðåç f1, f2, . . . , fl0 áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé íà
S , êðàòíûõ äèâèçîðó D−1

0 A−1B−1 . Òîãäà �óíêöèÿ F0 ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
F0(q) = X0(q)

l0
∑

k=1

ckfk(q) +
X0(q)

2πi

∫

Γ0

g(α(t))

X+
0 (t)

A1(t, q), (20)ãäå ck � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.Â êàæäîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà S \ E0 âûáåðåì òî÷êó sj , j = 1, 2, . . . ,m,òàêóþ, ÷òî z(sj) 6= ∞ è �óíêöèè X0(q), fk(q), A1(t, q) ãîëîìîð�íû ïî q â òî÷êàõ
sj è jS(sj) . �àçëîæèì �óíêöèè X0fk è (X0fk) ◦ jS â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì
z(q) − z(sj) :
X0(q)fk(q) =

∞
∑

i=0

ajik(z(q) − z(sj))
i, X0(jS(q))fk(jS(q)) =

∞
∑

i=0

bjik(z(q) − z(sj))
i.Àíàëîãè÷íî â îêðåñòíîñòè òî÷êè q = sj èìååì:

X0(q)A1(t, q)

2πiX+
0 (t)

=

∞
∑

i=0

γji(t)(z(q) − z(sj))
i,

X0(jS(q))A1(t, jS(q))

2πiX+
0 (t)

=

∞
∑

i=0

δji(t)(z(q) − z(sj))
i.Â ñèëó ýòèõ ðàçëîæåíèé ðàâåíñòâî (15) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

l0
∑

k=1

(ajik − bjik)ck = −

∫

Γ0

g(α(t))(γji(t)− δji(t)), j = 1, 2, . . . ,m, i = 0, 1, 2, . . . (21)Ïîëàãàÿ
U =





















































a101 − b101 a102 − b102 . . . a10l0 − b10l0

a201 − b201 a202 − b202 . . . a20l0 − b20l0... ... . . . ...
am01 − bm01 am02 − bm02 . . . am0l0 − bm0l0

a111 − b111 a112 − b112 . . . a11l0 − b11l0

a211 − b211 a212 − b212 . . . a21l0 − b21l0... ... . . . ...
am11 − bm11 am12 − bm12 . . . am1l0 − bm1l0

a121 − b121 a122 − b122 . . . a12l0 − b12l0

a221 − b221 a222 − b222 . . . a22l0 − b22l0... ... . . . ...
am21 − bm21 am22 − bm22 . . . am2l0 − bm2l0... ... . . . ...





















































,

βji = −(γji−δji)◦α
−1, β = (β10, β20, . . . , βm0, β11, β21, . . . , βm1, β12, β22, . . . , βm2, . . . )

t =
=: (β1, β2, β3, . . . )

t, c = (c1, c2, . . . , cl0)
t, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (21) â âèäå

Uc =

∫

Γ

gβ. (22)



96 Í.À. ÁÀ�ÈÅÂÀ, È.À. ÁÈÊ×ÀÍÒÀÅÂÎáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàíã ìàòðèöû U . Ïóñòü V � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿìàòðèöà ïîðÿäêà r , ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû U , ñòîÿùèõ íà ïåðåñå-÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , ir (i1 < i2 < · · · < ir) è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
k1, k2, . . . , kr (k1 < k2 < · · · < kr), Vi � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r + 1 , ñî-ñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû 

U,

∫

Γ

gβ



 , ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèèñòðîê ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , ir, i è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè k1, k2, . . . , kr, l0 + 1 . Òîãäà
detVi =

∫

Γ

gλi,ãäå
λi =

r
∑

n=1

Vi,in
βin

+ Vi,iβi,

Vi,j � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà ∫

Γ

gβj ìàòðèöû Vi, Vi,i = detV, λi = 0ïðè i = i1, i2, . . . , ir . Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (22) èìåþò âèä
∫

Γ

gλi = 0, i ∈ N, i 6= i1, i2, . . . , ir. (23)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (23) âåëè÷èíû ck1
, ck2

, . . . , ckr
âûðàæàþòñÿ ëèíåéíî ÷å-ðåç ∫

Γ

gβi, i = i1, i2, . . . , ir , òî åñòü ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ëèíåéíûìè �óíêöè-îíàëàìè îò �óíêöèè g â ïðîñòðàíñòâå Hµ,λ(Γ, T ) , à îñòàëüíûå ÷èñëà ck îñòàþòñÿïðîèçâîëüíûìè.Óñëîâèÿ (18) ïåðåïèøåì â âèäå
∫

Γ

g
ψj ◦ α

−1

X0 ◦ α−1
= 0, j = 1, 2, . . . , l′0. (24)Åñëè �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (23) è (24), òî �óíêöèÿ F0 , çàäàâàåìàÿñîîòíîøåíèåì (20), îïðåäåëÿåò ðåøåíèå F çàäà÷è (1) ïî �îðìóëå

F (q) =







F0(α
−1(q)), q ∈ E,

F0(p), z(p) = z(q), q ∈ R \ E, p ∈ S \ E0.
(25)Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ�îðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 4. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è �èìàíà (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íîâûïîëíåíèÿ óñëîâèé (23) è (24) . Ïðè èõ âûïîëíåíèè ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâàìè (20) è (25) , ïðè÷åì â ðàâåíñòâå (20) r âåëè÷èíû ñðåäè ck ÿâëÿþò-ñÿ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè �óíêöèîíàëàìè îò g ∈ Hµ,λ(Γ, T ) , à îñòàëüíûå �ïðîèçâîëüíûìè. Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à �èìàíà (1) èìååò l0−r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõðåøåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 09-01-12188-î�è_ì).
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