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ÓÄÊ 519.85ÌÎÄÅËÜ ÌÈ��ÀÖÈÎÍÍÎ�Î �ÀÂÍÎÂÅÑÈßÑ ÎÁ�ÀÒÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ ÏÎËÅÇÍÎÑÒÈÈ.Â. ÊîííîâÀííîòàöèÿÏðåäëîæåíà ìîäåëü ìèãðàöèè íàñåëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî òèïà, â êîòîðîé âìåñòî îáû÷-íûõ �óíêöèé ïîëåçíîñòè ïóíêòîâ (ðåãèîíîâ) èñïîëüçîâàíû îáðàòíûå ê íèì. Ïîêàçàíî,÷òî òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü ìîäåëü â âèäå îáîáùåííîé ñèñòåìû ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïðîñòûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íà ýòîé îñíîâå ïðåä-ëîæåíû íîâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîèñêà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìîäåëü ìèãðàöèè íàñåëåíèÿ, îáðàòíûå �óíêöèè ïîëåçíîñòè, ñè-ñòåìà ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, èòåðàöèîííûå ìåòîäû.ÂâåäåíèåÑðåäè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ìèãðàöèè íàñåëåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííûìèÿâëÿþòñÿ ìîäåëè, îñíîâàííûå íà óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå(ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄ è óêàçàííûå òàì ññûëêè). Ýòè ìîäåëè õîðîøî ïðèñïîñîáëåíûäëÿ îïðåäåëåííîãî òèïà ïðîöåññîâ, íàïðèìåð òðóäîâîé ìèãðàöèè. Ñëåäóåò îòìå-òèòü, ÷òî òàêèå æå ïî ñóùåñòâó ìîäåëè ïðèìåíÿþòñÿ è äëÿ íåêîòîðûõ ðîäñòâåí-íûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, òàêèõ êàê ïðîöåññûòðóäîóñòðîéñòâà.Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ïðåæäå âñåãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíîâåñèÿè áàëàíñà, âêëþ÷àþùèå �óíêöèè çàòðàò íà ïåðåìåùåíèå (îò îáúåìîâ ìèãðàöèè)è �óíêöèè ïîëåçíîñòè (îò êîëè÷åñòâà ìèãðàíòîâ â ïóíêòàõ). Â ðåçóëüòàòå çàäà-÷à �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî îòîáðàæåíèÿçàòðàò è ïîëåçíîñòè, à òàêæå �óíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ðàçðà-áàòûâàþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïðîåêòèâíîãî òèïà (ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 5℄).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ìèãðàöèè, îñíîâàííàÿ íà òåõ æå ñîîò-íîøåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ è áàëàíñà, íî èñïîëüçóþùàÿ îáðàòíûå �óíêöèè ïîëåçíîñòè.Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü ìîäåëü â âèäå îáîáùåííîéñèñòåìû ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïðîñòûìè îãðàíè÷åíèÿ-ìè. Ýòà �îðìóëèðîâêà îòêðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîîá-ðàçíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïîèñêà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Ïðèâîäÿòñÿíåêîòîðûå èç òàêèõ ìåòîäîâ.1. Îñíîâíàÿ ìîäåëü�àññìîòðèì ñèñòåìó èç n ðåãèîíîâ(ïóíêòîâ), êîòîðûå ñîåäèíåíû òðàíñïîðò-íûìè êîììóíèêàöèÿìè, ïóñòü N = {1, 2, . . . , n} îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâðåãèîíîâ. Äëÿ êàæäîãî i-ãî ðåãèîíà ïóñòü bi , xi è ui îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòåíöèàëüíûõ ìèãðàíòîâ, óñòàíîâèâøååñÿ êîëè÷åñòâî ìè-ãðàíòîâ è ïîëåçíîñòü ïðåáûâàíèÿ â ýòîì ðåãèîíå. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîðû(ñòîëáöû):

b = (b1, . . . , bn)⊤, x = (x1, . . . , xn)⊤, u = (u1, . . . , un)⊤.91



92 È.Â. ÊÎÍÍÎÂÁóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ìèãðàíòîâ xi çàâèñèò îò âåëè÷èí ïîëåçíîñòè âðåãèîíàõ, òî åñòü xi = xi(u) , â èòîãå ïîëó÷àåì âåêòîð-�óíêöèþ (îòîáðàæåíèå)
x : R

n → R
n . Äàëåå, äëÿ ïàðû i, j ðåãèîíîâ (i 6= j ) ïóñòü hij è cij îáîçíà÷àþòñîîòâåòñòâåííî îáúåì ìèãðàöèè è çàòðàòû íà ïåðååçä (ïåðåìåùåíèå) îäíîãî ìè-ãðàíòà èç ðåãèîíà i â ðåãèîí j . Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî óäåëüíûå çàòðàòû cijçàâèñÿò îò îáúåìîâ ìèãðàöèè, òî åñòü cij = cij(h) , â èòîãå ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

c : R
n(n−1) → R

n(n−1) , ãäå
c = (cij){i,j∈N ,i6=j} , h = (hij){i,j∈N ,i6=j}.Îòìåòèì, ÷òî çàòðàòû è ïîëåçíîñòè èçìåðÿþòñÿ â îäèíàêîâûõ åäèíèöàõ. �àññìîò-ðèì îáû÷íóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ìèãðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíîé â ðàìêàõ ðàññìàò-ðèâàåìîãî ïåðèîäà âðåìåíè. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî äëÿîáúåìîâ ìèãðàöèè

H =

{
h ∈ R

n(n−1)

∣∣∣∣∣ hij ≥ 0, ∀j ∈ N , j 6= i,
∑

j∈N , j 6=i

hij ≤ bi ∀ i ∈ N

}
.Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó ìèãðàöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ ñ ó÷åòîì çàòðàò ïåðåìå-ùåíèÿ. Îíà áóäåò ñîñòîÿòü â îïðåäåëåíèè ïàðû âåêòîðîâ (h∗, u∗) ∈ H ×R
n òàêèõ,÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∑

i,j∈N , i6=j

[
cij(h

∗) + u∗i − u∗j )
]
(hij − h∗ij) ≥ 0 ∀h ∈ H ; (1)

∑

j∈N , j 6=i

h∗ji −
∑

j∈N , j 6=i

h∗ij + bi = xi(u
∗) ∀ i ∈ N . (2)Âòîðîå óñëîâèå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåò áàëàíñ íàñåëåíèÿ âêàæäîì ðåãèîíå. ×òî êàñàåòñÿ ïåðâîãî óñëîâèÿ, òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ðàâíîâåñèå(òî÷íåå, îòñóòñòâèå ïðèðàùåíèé ïîëåçíîñòè ïðè ëþáîì ïåðåìåùåíèè ñ ó÷åòîì çà-òðàò) ìåæäó ðåãèîíàìè. Çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ñèñòåìîé ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, âàðèàíòû êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü âðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [2�5℄). Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ (1), (2)ýêâèâàëåíòíî ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

∑

i,j∈N , i6=j

cij(h
∗)(hij − h∗ij) +

∑

i∈N

u∗i



(

∑

j∈N , j 6=i

hij −
∑

j∈N , j 6=i

hji

)
−

−

(
∑

j∈N , j 6=i

h∗ij −
∑

j∈N , j 6=i

h∗ji

)

 ≥ 0 ∀h ∈ H ; (3)
∑

i∈N

[
∑

j∈N , j 6=i

h∗ji −
∑

j∈N , j 6=i

h∗ij + bi − xi(u
∗)

]
(ui − u∗i ) ≥ 0 ∀u ∈ R

n. (4)Åñëè çà�èêñèðîâàòü âðåìåííî âåëè÷èíû cij = cij(h
∗) è xi(u

∗) è îáîçíà÷èòü gi =
= bi − xi(u

∗) , òî ñîîòíîøåíèÿ (3), (4) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîáõîäèìûå è äîñòà-òî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, à èìåííî ñîîòíîøåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè �óíêöèèËàãðàíæà äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
min →

∑

i,j∈N , i6=j

cijhij



ÌÎÄÅËÜ ÌÈ��ÀÖÈÎÍÍÎ�Î �ÀÂÍÎÂÅÑÈß 93ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
∑

j∈N , j 6=i

hij −
∑

j∈N , j 6=i

hji = gi ∀ i ∈ N ;

∑

j∈N , j 6=i

hij ≤ bi ∀ i ∈ N ;

hij ≥ 0 ∀ i, j ∈ N , j 6= i;ãäå �óíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
L(h, u) =

∑

i,j∈N , i6=j

cijhij +
∑

i∈N

ui




(

∑

j∈N , j 6=i

hij −
∑

j∈N , j 6=i

hji

)
− gi



 .Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (1), (2) ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ ðàâíîâå-ñèÿ äëÿ ìîäåëè ìèãðàöèè èç [1, ãë. 5℄. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòèäëÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1) ñîãëàñíî [2, ïðåäëîæåíèå 11.6℄ è ïîëó÷èì, ÷òîïàðà (h∗, u∗) ∈ H×R
n óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàíàéäóòñÿ ÷èñëà µi , i ∈ N òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

h∗ij ≥ 0, cij(h
∗)+u∗i −u

∗
j +µi ≥ 0, h∗ij [cij(h

∗)+u∗i −u
∗
j +µi] = 0 ∀ i, j ∈ N , j 6= i; (5)à òàêæå

µi ≥ 0, bi −
∑

j∈N , j 6=i

h∗ij ≥ 0, µi

[
bi −

∑

j∈N , j 6=i

h∗ij

]
= 0 ∀ i ∈ N . (6)Åñëè â óñëîâèÿõ (1), (2) è (5), (6) èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå �óíêöèè ïîëåçíîñòè ui(x)(âìåñòî îáðàòíûõ), òî îíè â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìî-äåëè ìèãðàöèè èç [1, ñ. 191℄ (ïðè îòñóòñòâèè äè��åðåíöèàöèè íà êëàññû) (ñì.òàêæå [2, ñ. 74℄). Â òî æå âðåìÿ ìîäåëü èç [1, 2℄ îïðåäåëåíà â âèäå âàðèàöèîííîãîíåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî îòîáðàæåíèÿ çàòðàò è ïîëåçíîñòè, îãðàíè÷åíèÿ êîòî-ðîãî âêëþ÷àþò ñîîòíîøåíèÿ èç ìíîæåñòâà H , à òàêæå (2). À èìåííî, îíà ñîñòîèòâ îïðåäåëåíèè ïàðû ïàðû âåêòîðîâ (h∗, x∗) ∈ W òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∑

i,j∈N , i6=j

cij(h
∗)(hij − h∗ij) +

∑

i∈N

ui(x
∗)(x∗i − xi) ≥ 0 ∀ (h, x) ∈W, (7)ãäå

W =





(h, x)

∑

j∈N , j 6=i

hji −
∑

j∈N , j 6=i

hij + bi = xi, hij ≥ 0 ∀ j ∈ N , j 6= i,

∑

j∈N , j 6=i

hij ≤ bi ∀ i ∈ N




.Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ ñîñòîèò â âûÿâëåíèè âîçìîæíûõ ïðåèìóùåñòâ ïîñòà-íîâêè (1), (2) ïî ñðàâíåíèþ ñ (7).Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ (ñì., íà-ïðèìåð, [6℄), íåòðóäíî óñòàíîâèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-íèé â çàäà÷àõ ìèãðàöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî W ÿâëÿåòñÿíåïóñòûì, âûïóêëûì è êîìïàêòíûì, ïîýòîìó íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé c è uâëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), òîãäà â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ðåøåíèå



94 È.Â. ÊÎÍÍÎÂñóùåñòâóåò è ó çàäà÷è (1), (2) ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ x = u−1 .×òî êàñàåòñÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, òî â çàäà÷å (7) òðåáóåòñÿ ñòðîãàÿ ìîíîòîí-íîñòü îòîáðàæåíèé c è −u , òîãäà êàê â çàäà÷å (1), (2) � îòîáðàæåíèé c è −x . Âîáùåì ñëó÷àå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè äëÿ îòîáðàæåíèÿè îáðàòíîãî ê íåìó íå ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó êàæäàÿ èç �îðìóëèðîâîê (1), (2) è(7) ìîæåò èìåòü ñâîè ïðåèìóùåñòâà.2. Ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèéÎáñóäèì áîëåå ïîäðîáíî ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (2) è (7). ßñíî, ÷òî äëÿçàäà÷è (7) ìîæíî, â ïðèíöèïå, ïðèìåíèòü ëþáîé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ïðè íàëè÷èè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé ìîíîòîííîñòèîòîáðàæåíèé c è u (ñì., íàïðèìåð, [2℄ è óêàçàííûå òàì ññûëêè). Òàê, â [1, ãë. 5℄äëÿ ýòîé öåëè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä òèïà ëèíåàðèçàöèè, óñëîâèÿ ñõî-äèìîñòè êîòîðîãî, âïðî÷åì, íå òàê ëåãêî ïðîâåðèòü. Áîëåå î÷åâèäíîé òðóäíîñòüþäëÿ ýòîãî è äðóãèõ ìåòîäîâ ñ ÿâíûì ó÷åòîì äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî-ëó÷åíèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà êàæäîé èòåðàöèè.Äåéñòâèòåëüíî, äàæå äëÿ ïðîåêòèâíîãî ìåòîäà, íàïðèìåð, ïðèäåòñÿ íàõîäèòü ïðî-åêöèþ íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî W , îïðåäåëÿåìîå ñëîæíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ïåðåõîä ê äâîéñòâåííûì ìåòîäàì òèïà Óäçàâû è ìîäè�èöèðîâàí-íîé �óíêöèè Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíî äâîé-ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, òîãäà êàê çàäà÷à (1), (2) (èëè (3), (4)) óæå äàíà â íåîáõîäè-ìîì âèäå ïðÿìî-äâîéñòâåííîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõíå ïîòðåáóåòñÿ. Çíà÷èò, òàêèå ìåòîäû äâîéñòâåííîãî òèïà ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà-÷å (1), (2) ìîãóò îêàçàòüñÿ áîëåå ý��åêòèâíûìè ïðè ïîèñêå ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëèìèãðàöèè.Äëÿ óäîáñòâà ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1), (2) áîëåå êðàòêî: íàéòè ïàðó âåêòîðîâ
(h∗, u∗) ∈ H × R

n òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
〈c(h∗), h− h∗〉 + 〈A⊤u∗, h− h∗〉 ≥ 0 ∀h ∈ H, (8)
b−Ah∗ − x(u∗) = 0, (9)ãäå 〈·, ·〉 îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, A � ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó êî-ý��èöèåíòîâ ðàçìåðíîñòè n× n(n− 1) . Äëÿ òàêèõ ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ ñèñòåì, âòîì ÷èñëå è áîëåå îáùåãî âèäà, ðàçðàáîòàíû ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû, ïðèñïîñîáëåí-íûå ê ñâîéñòâàì îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé (çäåñü c è x). Ýòî ñâÿçàíî ïðåæäå âñåãîñ ìíîãèìè èõ ïðèëîæåíèÿìè â ýêîíîìèêå, �èçèêå, ñèñòåìàõ òðàíñïîðòà è ñâÿçè(ñì., íàïðèìåð, [2, 5, 7℄). Íàèáîëåå ðàçðàáîòàííûìè è äîñòàòî÷íî óäîáíûìè ÿâëÿ-þòñÿ äâîéñòâåííûå ìåòîäû (ñì., íàïðèìåð, [2, 3, 5℄). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåé-íîñòè �óíêöèé îãðàíè÷åíèé âûáîð ïðÿìûõ è äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå(8), (9) äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí è îáóñëîâëåí â îñíîâíîì ëèøü óäîáñòâîì ðåàëèçà-öèè ìåòîäà. Äëÿ áîëüøåé îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïåðåìåííûå h ñ÷èòàòü ïðÿìûìè,à ïåðåìåííûå u � äâîéñòâåííûìè.Ïóñòü V � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà E . Íàïîì-íèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Q : V → E íàçûâàåòñÿà) ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ v′, v′′ ∈ V âûïîëíÿåòñÿ

〈Q(v′) −Q(v′′), v′ − v′′〉 ≥ 0;b) ñòðîãî ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ v′, v′′ ∈ V , v′ 6= v′′ âûïîëíÿåòñÿ
〈Q(v′) −Q(v′′), v′ − v′′〉 > 0;



ÌÎÄÅËÜ ÌÈ��ÀÖÈÎÍÍÎ�Î �ÀÂÍÎÂÅÑÈß 95) ñèëüíî ìîíîòîííûì ñ êîíñòàíòîé τ > 0 , åñëè äëÿ ëþáûõ u′, u′′ ∈ V âûïîë-íÿåòñÿ
〈Q(v′) −Q(v′′), v′ − v′′〉 ≥ τ ‖v′ − v′′‖

2
;d) îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ÎÑÌ-îòîáðàæåíèåì) ñêîíñòàíòîé γ > 0 , åñëè äëÿ ëþáûõ u′, u′′ ∈ V âûïîëíÿåòñÿ

〈Q(v′) −Q(v′′), v′ − v′′〉 ≥ γ‖Q(v′) −Q(v′′)‖2.×åðåç E+ áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà E ñ íåîòðèöàòåëü-íûìè êîîðäèíàòàìè.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1), (2) (èëè (8), (9)) ïðè ñëåäóþùèõ îñíîâíûõïðåäïîëîæåíèÿõ:(a) c : R
n(n−1)
+ → R

n(n−1) � íåïðåðûâíîå è ñèëüíî ìîíîòîííîå ñ êîíñòàíòîé
τ > 0 îòîáðàæåíèå;(b) −x : R

n
+ → R

n � íåïðåðûâíîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå;() Ñèñòåìà (1), (2) èìååò ðåøåíèå.Â ñèëó óêàçàííûõ ñâîéñòâ äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ R
n áóäóò îïðåäåëåíû îäíî-çíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

h(u) = { h̃ ∈ H | 〈c( h̃), h− h̃〉 + 〈A⊤u, h− h̃〉 ≥ 0 ∀h ∈ H}è
f(u) = b−Ah(u).Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òî÷êè u∗ ∈ R

n òàêîé,÷òî
f(u∗) − x(u∗) = 0. (10)Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1), (2) è íà-îáîðîò (ñì. [5, ïðåäëîæåíèå 2℄). Êðîìå òîãî, â ýòèõ óñëîâèÿõ f ÿâëÿåòñÿ ÎÑÌ-îòîáðàæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êè u′, u′′ è îáîçíà÷èì

h′ = h(u′), h′′ = h(u′′) . Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì
〈c(h′), h′′ − h′〉 + 〈u′, A(h′′ − h′)〉 ≥ 0è
〈c(h′′), h′ − h′′〉 + 〈u′′, A(h′ − h′′)〉 ≥ 0.Ïîñëå ñëîæåíèÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

〈u′−u′′, f(u′)− f(u′′)〉 = 〈u′−u′′, A(h′′ −h′)〉 ≥ 〈c(h′′)− c(h′), h′′ −h′〉 ≥ τ‖h′′ −h′‖2,íî ‖f(u′) − f(u′′)‖ ≤ ‖A‖‖h′′ − h′‖ , ïîýòîìó
〈u′ − u′′, f(u′) − f(u′′)〉 ≥ (τ/‖A‖2)‖f(u′) − f(u′′)‖2,÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.Òåïåðü, ñëåäóÿ [5℄, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõîäÿùóþñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü íà îñíîâå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

u0 ∈ R
n , ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ òåêóùåé òî÷êè uk íàõîäèì íîâóþ òî÷êó uk+1 êàêðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(uk) +
1

γk

(uk+1 − uk) − x(uk+1) = 0, (11)ãäå
0 < γ′ ≤ γk ≤ γ′′ < 2τ/‖A‖2. (12)Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà ñëåäóåò èç [5, òåîðåìà 1℄.



96 È.Â. ÊÎÍÍÎÂÏðåäëîæåíèå 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëàì(11), (12), òî îíà ñõîäèòñÿ ê òî÷êå u∗ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (10), àñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hk} , îáðàçóåìàÿ ïî ïðàâèëó hk = h(uk) ,ñõîäèòñÿ ê òî÷êå h∗ òàêîé, ÷òî (h∗, u∗) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (8), (9).Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ïðèáëèæåííîãî âàðè-àíòà ìåòîäà [8℄. Áîëåå òîãî, åñëè îòîáðàæåíèå òîëüêî ìîíîòîííî, òî ìîæíî êîìáè-íèðîâàòü äàííûé ìåòîä ñ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè èëè ïðîêñèìàëüíîé òî÷êè [9℄.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ (ñòðîãîé, ñèëüíîé) ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèé
c è −x ÿâëÿþòñÿ çäåñü äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûìè. Â ñàìîì äåëå, âîçðàñòàíèåïîòîêîâ ìèãðàöèè ìåæäó ðåãèîíàìè äîëæíî ïðèâîäèòü è ê âîçðàñòàíèþ óäåëü-íûõ çàòðàò íà ïåðåìåùåíèå, â òî âðåìÿ êàê âîçðàñòàíèå êîëè÷åñòâà ìèãðàíòîâ âðåãèîíå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ñíèæåíèþ ïîëåçíîñòè ïðåáûâàíèÿ â ýòîì ðåãèîíå,÷òî âëå÷åò àíàëîãè÷íóþ çàâèñèìîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ.�àññìîòðèì åùå îäíî åñòåñòâåííîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåòïîñòðîèòü áîëåå ý��åêòèâíûå ìåòîäû. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Q : E → Eíàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì, åñëè Qi(v) = Qi(vi) äëÿ ëþáîãî i . Ïðåäïîëîæèì, ÷òîâ äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (a)�() îòîáðàæåíèÿ c è x äèàãîíàëüíû. Ýòî çíà÷èò,÷òî óäåëüíûå çàòðàòû íà ïåðåìåùåíèå ìåæäó ðåãèîíàìè i è j çàâèñÿò òîëüêîîò îáúåìà ìèãðàöèè ìåæäó ýòèìè ðåãèîíàìè, à êîëè÷åñòâî ìèãðàíòîâ â ðåãèîíå içàâèñèò òîëüêî îò ïîëåçíîñòè ïðåáûâàíèÿ â ýòîì ðåãèîíå. Äèàãîíàëüíîñòü è íåïðå-ðûâíîñòü îòîáðàæåíèé c è x ãàðàíòèðóåò èõ èíòåãðèðóåìîñòü, òî åñòü ñóùåñòâî-âàíèå �óíêöèé

µij(hij) =

hij∫

0

cij(τ) dτ è ηi(ui) =

ui∫

0

xi(τ) dτ.Òîãäà çàäà÷à (8), (9) ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé î ñåäëîâîé òî÷êå
Φ(h∗, u) ≤ Φ(h∗, u∗) ≤ Φ(h, u∗) ∀h ∈ H, ∀u ∈ R

n,ãäå
Φ(h, u) = µ(h) + η(u) + 〈u,Ah− b〉, µ(h) =

∑

i,j∈N , i6=j

µij(hij), η(u) =
∑

i∈N

ηi(ui),ïðè÷åì �óíêöèè µij è −ηi ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ,òàê ÷òî �óíêöèÿ Φ áóäåò âûïóêëî-âîãíóòîé. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå äëÿðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1), (2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ïîèñêà ñåäëîâûõòî÷åê. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ (11) â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæíî äîïîëíèòü ëèíåéíûì ïîèñ-êîì, ÷òîáû èçáåæàòü çàìåäëåíèÿ ñõîäèìîñòè èç-çà íåòî÷íîé îöåíêè âåëè÷èíû γ′′â (12). Îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå òàêîãî ìåòîäà äàíî â [10℄.Îäíàêî óñëîâèå äèàãîíàëüíîñòè ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïðèñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð óñëîâèéäëÿ ñèñòåìû (1), (2) (èëè (8), (9)):(a ′ ) c : R
n(n−1)
+ → R

n(n−1) � íåïðåðûâíîå, äèàãîíàëüíîå è ñèëüíî ìîíîòîííîåñ êîíñòàíòîé τ > 0 îòîáðàæåíèå;(b ′ ) −x : R
n
+ → R

n � íåïðåðûâíîå äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå.Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íå òðåáóåòñÿ ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ −x . Ñëåäóÿ [11, 12℄,ïîñòðîèì ïðîñòîé ìåòîä ñïóñêà äëÿ çàäà÷è (10). Îáîçíà÷èì
ψ(u) = σ(u) − η(u),
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σ(u) = −min

h∈H
{µ(h) + 〈u,Ah− b〉},òîãäà f(u) = σ(u) .Ìåòîä ñïóñêà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó u0 ∈ R

n è ÷èñëà α, β ∈ (0, 1) .Íà k -é èòåðàöèè, k = 0, 1, . . ., èìåÿ òî÷êó uk , îïðåäåëÿåì ýëåìåíò f(uk) èïîëàãàåì dk = x(uk)−f(uk) . Äàëåå íàõîäèì m êàê íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî òàêîå,÷òî
ψ(uk + βmdk) ≤ ψ(uk) + αβm〈ψ′(uk), dk〉,ïîëàãàåì λk = βm , uk+1 = uk + λkd

k è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè.Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà ñëåäóåò èç [12, òåîðåìà 4.3℄.Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî W (u0) = {u | ψ(u) ≤ ψ(u0)} îãðàíè÷åíî.Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ïîñòðîåíà ìåòîäîì ñïóñêà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{hk} ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó hk = h(uk) , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(hk, uk)} èìååòïðåäåëüíûå òî÷êè, ïðè÷åì âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è (8), (9).Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå () ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà
W (u0) . Åñëè îòîáðàæåíèå c íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ìîíîòîííûì, òî ñõîäÿùóþñÿ ê ðå-øåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ïîñòðîèòü ëèáî íà îñíîâå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ñëèíåéíûì ïîèñêîì [13℄, ëèáî íà îñíîâå êîìáèíàöèè ìåòîäà ÷àñòè÷íîé ðåãóëÿðèçà-öèè è ñïóñêà [12, 14℄. Äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (1), (2) â óñëîâèÿõ òîëüêîìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèé c è −x ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ïðÿìî-äâîéñòâåííûõìåòîäîâ ýêñòðàïîëÿöèîííîãî òèïà [11, 15℄.3. Ìîäè�èêàöèè è îáîáùåíèÿÂ ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì äàëüíåéøèå ìîäè�èêàöèè ñèñòåìû (1), (2), êîòîðûåìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.Ñíà÷àëà îáñóäèì ñèòóàöèþ, êîãäà çàïðåòà íà ðåýìèãðàöèþ íåò. Òîãäà óñëîâèÿ

hij ≤ bi ∀i ∈ N ,â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà H áóäóò îòñóòñòâîâàòü, è çàäà÷à (1) ïðåâðàòèòñÿ â çà-äà÷ó äîïîëíèòåëüíîñòè, ÷òî ïðèâåäåò ëèøü ê óïðîùåíèþ ïðèìåíÿåìûõ èòåðàöè-îííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå òîãäà ðåàëèçóþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.Òåïåðü îáñóäèì ñèòóàöèþ, êîãäà îñíîâíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîçíà÷-íûìè, òî åñòü îäíîìó çíà÷åíèþ âåêòîðà îáúåìîâ ìèãðàöèè h ñîîòâåòñòâóåò ìíî-æåñòâî óäåëüíûõ çàòðàò C , à îäíîìó çíà÷åíèþ âåêòîðà ïîëåçíîñòè u � ìíîæåñòâîðàñïðåäåëåíèé ìèãðàíòîâ ïî ðåãèîíàì X . Òîãäà âìåñòî ñèñòåìû (1), (2) ðåøàåìçàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïàðû âåêòîðîâ (h∗, u∗) ∈ H × R
n òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ

∃c∗ ∈ C(h∗) :
∑

i,j∈N , i6=j

[
c∗ij + u∗i − u∗j )

]
(hij − h∗ij) ≥ 0 ∀h ∈ H ; (13)

∃x∗ ∈ X(u∗) :
∑

j∈N , j 6=i

h∗ji −
∑

j∈N , j 6=i

h∗ij + bi = x∗i ∀ i ∈ N . (14)Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13), (14) â ïðèíöèïå ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëüøèíñòâî îïè-ñàííûõ âûøå ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåíèé óñëîâèé



98 È.Â. ÊÎÍÍÎÂ(a)�() â ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ (11), (12) ñëåäóåò çàìåíèòü çàäà÷ó (11) íà ñëåäóþ-ùåå âêëþ÷åíèå
0 ∈ f(uk) +

1

γk

(uk+1 − uk) −X(uk+1).Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [5℄, óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 1 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì.Ñèñòåìó (1), (2) ìîæíî ïðèñïîñîáèòü è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ äè��åðåíöèà-öèè ìèãðàíòîâ íà m êëàññîâ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé èíäåêñ â ïàðàìåò-ðàõ. Ïóñòü M = {1, 2, . . . ,m} , bi,l , xi,l è ui,l îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíîåêîëè÷åñòâî ïîòåíöèàëüíûõ ìèãðàíòîâ, óñòàíîâèâøååñÿ êîëè÷åñòâî ìèãðàíòîâ è ïî-ëåçíîñòü ïðåáûâàíèÿ â i-ì ðåãèîíå äëÿ êëàññà l . Äàëåå, äëÿ ïàðû i, j ðåãèîíîâ(i 6= j ) ïóñòü hij,l è cij,l îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî îáúåì ìèãðàöèè êëàññà l è çà-òðàòû íà ïåðååçä (ïåðåìåùåíèå) îäíîãî ìèãðàíòà êëàññà l èç ðåãèîíà i â ðåãèîí j .Òåïåðü îïðåäåëèì âåêòîðû
u = (ui,l){i∈N ,l∈M}, h = (hij,l){i,j∈N ,i6=j,l∈M},à òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

cij,l = cij,l(h), xi,l = xi,l(u).Îïðåäåëèì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî äëÿ îáúåìîâ ìèãðàöèè
H =

{
h
∣∣∣ hij,l ≥ 0 ∀ j ∈ N , j 6= i,

∑

j∈N , j 6=i

hij,l ≤ bi,l ∀ i ∈ N ; l ∈ M

}
.Çàäà÷à ìèãðàöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ ñ ó÷åòîì çàòðàò ïåðåìåùåíèÿ è äè��åðåíöèà-öèè êëàññîâ áóäåò ñîñòîÿòü â îïðåäåëåíèè ïàðû âåêòîðîâ (h∗, u∗) ∈ H ×R

n òàêèõ,÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
∑

l∈M

∑

i,j∈N , i6=j

[
cij,l(h

∗) + u∗i,l − u∗j,l)
]
(hij,l − h∗ij,l) ≥ 0 ∀h ∈ H ;

∑

j∈N , j 6=i

h∗ji,l −
∑

j∈N , j 6=i

h∗ij,l + bi,l = xi,l(u
∗), ∀ i ∈ N , l ∈ M.Î÷åâèäíî, ÷òî ñäåëàííûå èçìåíåíèÿ íå îòðàæàþòñÿ íà ñòðóêòóðå ñèñòåìû, ïîýòîìóäëÿ ïîèñêà ðåøåíèé çäåñü ìîæíî ïðèìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäè�èêàöèè îïè-ñàííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Èçìåíåíèÿ îòðàçÿòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì íà ñïîñîáàõðåàëèçàöèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò �13-01-00029-a).SummaryI.V. Konnov. A Migration Equilibrium Model with Inverse Utility Funtions.An equilibrium-type population migration model based on using inverse utility funtions ofpoints (regions) instead of the usual ones is suggested. It is shown that this approah makes itpossible to formulate the model as an extended system of primal-dual variational inequalities.Based upon this approah, new iterative methods for �nding the equilibrium state of the systemare proposed.Keywords: population migration model, inverse utility funtions, system of primal-dualvariational inequalities, iterative methods.
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