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ÓÄÊ 517.934ÎÁ ÈÒÅ�ÀÖÈÎÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÀÕ �ÅØÅÍÈßÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂ Ñ ÎÁ�ÀÒÍÎÑÈËÜÍÎ ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÌÈ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÀÌÈÈ.Á. Áàäðèåâ, Î.À. ÇàäâîðíîâÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, �îðìóëèðóåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêè â âèäå ñìåøàííî-ãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñ îïåðàòîðîì, ÿâëÿþùèìñÿ ñóììîé íåñêîëüêèõ îáðàò-íî ñèëüíî ìîíîòîííûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîòåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, â ãèëüáåðòîâîìïðîñòðàíñòâå. Ôóíêöèîíàë, âõîäÿùèé â ýòî âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, ÿâëÿåòñÿ ñóììîéíåñêîëüêèõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó âûïóêëûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèîíàëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿðàññìàòðèâàåìîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé ìåòîä ðàñùåïëå-íèÿ, íå òðåáóþùèé îáðàùåíèÿ èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ. Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà.ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðàáîò àâòîðîâ [1�3℄. Â ðàáîòå ðàññìàò-ðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû ìíîãîçíà÷íûõ óðàâíåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêèçàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñ îïåðà-òîðîì, ÿâëÿþùèìñÿ ñóììîé íåñêîëüêèõ îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûõ, âîîáùå ãî-âîðÿ, íå ïîòåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ôóíêöèîíàë,âõîäÿùèé â ýòî âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåñêîëüêèõ ïîëó-íåïðåðûâíûõ ñíèçó âûïóêëûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèîíàëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãîíåðàâåíñòâà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ. Äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõî-äèìîñòü èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ðåøåíèþ èñõîäíîãî âàðèàöèîííîãîíåðàâåíñòâà. Â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ìîíîòîííûì èëèïøèö-íåïðåðûâíûì, äîêàçàíà ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ê ðåøåíèþ èñõîäíîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è êàæäûé øàã ìåòîäà ñâîäèòñÿ �àêòè÷åñêèê ðåøåíèþ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ðàçìåð-íîñòè ñèñòåìû. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü Ω ⊂ R n , n ≥ 1, � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèö-íåïðåðûâíîé ãðàíèöåé
Γ . �àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-íî âåêòîð-�óíêöèè u = (u1, u2, . . . , un) :

n∑

j=1

(
∂

∂xj
v
(i)
j (x) + dij(x)uj(x)

)
= fi(x), x ∈ Ω, i = 1, 2, . . . , n, (1)

u(x) = 0, x ∈ Γ, (2)
−vj (x) ∈

gj(|∂u(x)/∂xj |)

|∂u(x)/∂xj|

∂u(x)

∂xj
, x ∈ Ω, j = 1, 2, . . . , n, (3)



24 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂãäå f = (f1, f2, . . . , fn) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, D = {dij} � âîîáùå ãîâîðÿ, íåñèììåò-ðè÷íàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
(Dξ, ξ) ≥ α0 (Dξ, Dξ), α 0 > 0 ∀ ξ ∈ R n. (4)Ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãîçíà÷íûå �óíêöèè gj ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

gj(ξ) = g0j(ξ) + ϑj h(ξ − βj), ξ ∈ R 1, j = 1, 2, . . . , n,ãäå βj , ϑj � çàäàííûå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû, h � ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ,îïðåäåëåííàÿ ïî �îðìóëå
h(ξ) =






0, ξ < 0,
[0, 1], ξ = 0,
1, ξ > 0,

g0j � îäíîçíà÷íûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
g0j (ξ) =

{
0 , ξ ≤ βj ,
g∗j (ξ − βj ), ξ ≥ βj ,

(5)ãäå g∗j : [0, +∞) → [0, +∞) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè, òàêèå, ÷òî
g∗j (0) = 0, g∗j (ξ) > g∗j (ζ) ∀ ξ > ζ ≥ 0, (6)ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå kj > 0 , ξ∗j ≥ 0 , ÷òî

g∗j (ξ∗j ) ≥ kj ξ∗j , g∗j (ξ) − g∗j (ζ) ≥ kj (ξ − ζ) ∀ ξ ≥ ζ ≥ ξ∗j , (7)ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå σj > 0 , ÷òî
| g∗j (ξ) − g∗j (ζ) | ≤

1

σj
| ξ − ζ | ∀ ξ, ζ ≥ 0. (8)Ïóñòü V =

[ ◦

W
(1)
2 (Ω)

]n , H = [L2(Ω)]
n , (·, ·)V , (·, ·)H � ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-íèÿ â V è H ñîîòâåòñòâåííî, Bj = ∂/∂xj : V → H , j = 1, 2, . . . , n, � ëèíåéíûåíåïðåðûâíûå îïåðàòîðû. Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ

u ∈ V , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà
(A0u, η − u)V +

n∑

j=1

(B∗
j ◦ Aj ◦ Bj (u), η − u)V +

+ F0(η) − F0(u) +

n∑

j=1

[
(Fj (Bj η) − Fj (Bj u)

]
≥ 0 ∀ η ∈ V, (9)ãäå B∗

j : H → V , j = 1, 2, . . . , n, � äâîéñòâåííûå ê Bj îïåðàòîðû, îïåðàòîðû
A0 : V → V è Aj : H → H , j = 1, 2, . . . , n, ïîðîæäàþòñÿ �îðìàìè

(A0u, η)V =

∫

Ω

(Du, η)dx, u, η ∈ V, (Aj y, z)H =

∫

Ω

(Gj y, z)dx, y, z ∈ H,îïåðàòîðû Gj : R n → R n îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Gj y =






g0j (|y|) |y|−1 y , y 6= 0,

0 , y = 0,



Î �ÅØÅÍÈÈ ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂ 25à �óíêöèîíàëû F0 : V → R 1 è Fj : H → R 1 , j = 1, 2, . . . , n , îïðåäåëåíû ïî�îðìóëàì
F0(η) = −

∫

Ω

(f, η) dx, η ∈ V, Fj (z) = ϑj

∫

Ω

µ(|z| − βj ) dx, z ∈ H,

µ(ζ) =

{
0, ζ < 0,
ζ, ζ ≥ 0.Ñïðàâåäëèâà 1Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4). Òîãäà îïåðàòîð A0 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîñèëüíî ìîíîòîííûì, òî åñòü

(A0 η − A0 u , η − u)V ≥ σ0 ‖A0 η − A0 u ‖
2
V , σ0 > 0 ∀u, η ∈ V. (10)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4) âûòåêàåò, ÷òî

|Dξ | ≤ α
−1/2
0 (Dξ, ξ) 1/2 ∀ ξ ∈ R n,ñëåäîâàòåëüíî,

| (Dξ, ζ) | ≤ α
−1/2
0 (Dξ, ξ) 1/2 | ζ | ∀ ξ, ζ ∈ R n,ïîýòîìó

| (A0 u, η)V | ≤

∫

Ω

| (D u, η) | d x ≤ α
−1/2
0

∫

Ω

(Du, Du) 1/2 | η | d x ≤

≤ α
−1/2
0




∫

Ω

(Du, u) d x




1/2 


∫

Ω

| η |2 d x




1/2

= α
−1/2
0 (A0 u, u)

1/2

V ‖ η ‖H ≤

≤ α
−1/2
0 cH (A0 u, u)

1/2

V ‖ η ‖V = σ
−1/2
0 (A0 u, u)

1/2

V ‖ η ‖V ,ãäå cH � ïîñòîÿííàÿ Ôðèäðèêñà (êîíñòàíòà âëîæåíèÿ V â H ), σ 0 = α 0/c
2

H
.Òàêèì îáðàçîì,

‖A0 u ‖V = sup
η 6=0

| (A0 u, η)V |

‖ η ‖V
≤ σ

−1/2
0 (A0 u, u)

1/2

V ,îòêóäà â ñèëó ëèíåéíîñòè A0 è âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.Ñëåäóÿ [4℄, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (5)�(8) îïåðàòîðû Aj , j =
1, 2, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì, òî åñòü

(Aj y − Aj z , y − z)H ≥ σj ‖Aj y − Aj z‖2
H ∀ y, z ∈ H, j = 1, 2, . . . , n, (11)à òàêæå êîýðöèòèâíûìè. Â [5℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî Fj , j = 1, 2, . . . , n, � âûïóêëûå, ëèï-øèö-íåïðåðûâíûå �óíêöèîíàëû. Èç (10), (11) âûòåêàåò, ÷òî Aj , j = 0, 1, . . . , n, �ìîíîòîííûå è ëèïøèö-íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû.Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Aj , j = 0, 1, . . . , n, à òàêæå �óíêöè-îíàëîâ Fj , j = 1, 2, . . . , n, îáåñïå÷èâàþò ðàçðåøèìîñòü âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà(9) (ñì. [6℄).

1Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷åíî ïðî�. Ì.Ì. Êàð÷åâñêèì.



26 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂ2. Èòåðàöèîííûé ìåòîäÂ äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü àáñòðàêòíîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (9),ïîñòóëèðóÿ ñâîéñòâà (10), (11) è ñ÷èòàÿ Bj : V → H , j = 1, 2, . . . , n, � ëèíåéíûìèíåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè, à Fj , j = 0, 1, . . . , n, � âûïóêëûìè, ëèïøèö-íåïðåðûâ-íûìè �óíêöèîíàëàìè. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n∑

j=1

B∗
j Bj : V → V �îïåðàòîð êàíîíè÷åñêîãî èçîìîð�èçìà, òî åñòü

n∑

j=1

(
B∗

j Bj u, η
)
V

= (u, η)V ∀u, η ∈ V. (12)Äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (9) ïî àíàëîãèè ñ [3℄ ðàññìîòðèì ñëå-äóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.Ïóñòü u(0) ∈ V , y
(0)
j ∈ H , λ

(0)
j ∈ H , j = 0, 1, . . . , n � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû.Äëÿ k = 0, 1, 2, . . ., çíàÿ y

(k)
j , λ

(k)
j , j = 1, 2, . . . , n , îïðåäåëèì u(k+1) êàê ðåøåíèåâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà

1

τ0

(
u(k+1) − u(k), η − u(k+1)

)

V
+ F0(η) − F0

(
u(k+1)

)
+
(
A0u

(k), η − u(k+1)
)

V
+

+




n∑

j=1

B∗
j λ

(k)
j + r

n∑

j=1

B∗
j

(
Bj u(k) − y

(k)
j

)
, η − u(k+1)





V

≥ 0 ∀ η ∈ V. (13)Çàòåì íàõîäèì y
(k+1)
j , j = 1, 2, . . . , n , ðåøàÿ âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà

1

τj

(
y
(k+1)
j − y

(k)
j , z − y

(k+1)
j

)

H
+Fj(z)−Fj

(
y
(k+1)
j

)
+
(
Aj y

(k)
j − λ

(k)
j z − y

(k+1)
j

)

H
+

+r
(
y
(k)
j − Bj u(k+1), z − y

(k+1)
j

)

H
≥ 0 ∀ z ∈ H, j = 1, 2, . . . , n. (14)Ïîëàãàåì, íàêîíåö,

λ
(k+1)
j = λ

(k)
j + r

(
Bj u(k+1) − y

(k+1)
j

)
, j = 1, 2, . . . , n. (15)Çäåñü τj > 0 , j = 0, 1, . . . , n è r > 0 � èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû.Îáîçíà÷èì ÷åðåç H n ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ïðîñòðàíñòâ H è ââåäåì â ðàñ-ñìîòðåíèå îïåðàòîð T : V × H n × H n → V × H n × H n , ñòàâÿùèé â ñîîòâåò-ñòâèå âåêòîðó q = ( q0, q1, . . . , q2n ) = (u, Y, Λ ) , Y ∈ H n , Λ ∈ H n ýëåìåíò

T q = (T 0 q, T 1 q, . . . , T 2n q ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
T 0 q = Prox τ0 F0



 q0 − τ0



A0 q0 +

n∑

j=1

B∗
j qn+j + r

n∑

j=1

B∗
j (Bj q0 − qj )







 , (16)
T jq = Proxτj Fj

(
qj − τj

[
Aj qj − qn+j + r (qj − Bj T 0 q )

] )
, j = 1, 2, . . . , n, (17)

Tn+j q = qn+j + r (Bj T 0 q − T j q ) , j = 1, 2, . . . , n. (18)Çäåñü ProxG : Z → Z � ïðîêñèìàëüíîå îòîáðàæåíèå (ñì., íàïðèìåð, [6℄ ), ñòàâÿùååâ ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó p ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà Z ýëåìåíò
v = ProxG (p) , ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

1

2

∥∥∥ v − p
∥∥∥

2

Z
+ G(v) = min

z ∈P

{
1

2

∥∥∥ z − p
∥∥∥

2

Z
+ G(z)

}
,



Î �ÅØÅÍÈÈ ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂ 27êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà (ñì. [6℄ ) â ñëó÷àå, êîãäà G � âûïóêëûé, ñîáñòâåííûé, ïîëó-íåïðåðûâíûé ñíèçó �óíêöèîíàë, âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó
( v − p, z − v )Z + G(z) − G(v) ≥ 0 ∀ z ∈ Z. (19)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîêñèìàëüíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ æåñòêî íåðàñòÿãè-âàþùèì, òî åñòü

∥∥∥ProxG(p) − ProxG(z)
∥∥∥

2

Z
≤ ( ProxG(p) − ProxG(z) , p − z )Z ∀ p, z ∈ Z.Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ Y (k) =
(

y
(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y

(k)
n

) , Λ(k) =
(

λ
(k)
1 , λ

(k)
2 , . . . , λ

(k)
n

) ,è èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîêñèìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííîãîíåðàâåíñòâà (19) , ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (13)�(15) çàïèñû-âàåòñÿ â âèäå





q(0) − ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò,
q(k+1) = Tq(k), q(k) =

(
u(k), Y (k), Λ(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

(20)òî åñòü T � îïåðàòîð ïåðåõîäà ýòîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.ÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð T : V × H n × H n → V × H n × H n îïðå-äåëåí ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (16)�(18). Òî÷êà q = (u, Y, Λ ) , ãäå u ∈ V ,
Y = ( y1, y2, . . . , yn ) ∈ H n , Λ = (λ1, λ2, . . . , λn ) ∈ H n , ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæ-íîé òî÷êîé îïåðàòîðà T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ

yj = Bj u, j = 1, 2, . . . , n, (21)
λj ∈ ∂Fj(yj ) + Aj yj , j = 1, 2, . . . , n, (22)

−

n∑

j=1

B∗
j λ j ∈ ∂F0(u) + A0 u. (23)Ïðè ýòîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà u ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè q îïåðàòîðà Tÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (9).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q = ( u, Y, Λ ) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà T , òîåñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (16)�(18)

u = Prox τ0 F0



 u − τ0



A0 u +

n∑

j=1

B∗
j λ j + r

n∑

j=1

B∗
j (Bj u − yj )







 , (24)
yj = Proxτj Fj

(
yj − τj

[
Aj yj − λ j + r ( yj − Bj u )

] )
, j = 1, 2, . . . , n, (25)

λ j = λ j + r (Bj u − yj ) , j = 1, 2, . . . , n. (26)�àâåíñòâà (26), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíû ðàâåíñòâàì (21).�àâåíñòâà (25) ñ ó÷åòîì (21) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðîêñèìàëüíîãîîòîáðàæåíèÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (19) ýêâèâàëåíòíû âàðèàöèîí-íûì íåðàâåíñòâàì
τj (Aj yj − λj , z − yj )H + τj Fj(z) − τj Fj(yj) ≥ 0 ∀ z ∈ H, j = 1, 2, . . . , n,
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(Aj yj − λj , z − yj )H + Fj(z) − Fj(yj) ≥ 0 ∀ z ∈ H, j = 1, 2, . . . , n, (27)êàæäîå èç êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ −Ajyj − λj ∈ ∂Fj(yj) , j = 1,

2, . . . , n , òî åñòü èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ (22).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èìååì, ÷òî ðàâåíñòâî (24) ýêâèâàëåíòíî âàðèàöèîííîìóíåðàâåíñòâó


A0 u +

n∑

j=1

B∗
j λ j , η − u





V

+ F0(η) − F0(u) ≥ 0 ∀ η ∈ V, (28)òî åñòü âêëþ÷åíèþ (23).Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà Tq = q ñîîòíîøåíèÿì(21)�(23).Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà u ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè q îïå-ðàòîðà T ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (9). Äëÿ ýòîãî â íåðàâåíñòâàõ (27) çàìåíèì,ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (21), yj íà Bj u , j = 1, 2, . . . , n , ïîëîæèì z = Bj η , ãäå
η � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç V, à çàòåì ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà. Òîãäà,ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, èìååì:

n∑

j=1

(B∗
j ◦ Aj ◦ Bj (u), η − u)V +

n∑

j=1

[
Fj (Bj η) − Fj (Bj u)

]
≥ 0 ∀ η ∈ V. (29)Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (28) è (29), ïîëó÷àåì, ÷òî u � ðåøåíèå âàðèàöèîííîãîíåðàâåíñòâà (9). Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (9), âûïîëíåíî óñëîâèå

∃u∗ ∈ domF0 : Bj u∗ ∈ domFj ; Fj íåïðåðûâåí â òî÷êå Bj u∗, j = 1, 2, . . . , n. (30)Òîãäà ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà T íå ïóñòî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � ðåøåíèå çàäà÷è (9), yj = Bj u , j = 1, 2, . . . , n .Âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (9) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó âêëþ÷åíèþ
−A0 u −

n∑

j=1

B∗
j Aj y j ∈ ∂



F0 +

n∑

j=1

Fj ◦ Bj



 (u). (31)Èç ïðåäëîæåíèé 5.6, 5.7 [6, ñ. 35, 36℄ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (30) ñëåäóåò, ÷òî
∂



F0 +

n∑

j=1

Fj ◦ Bj



 (u) = ∂ F0(u) +

n∑

j=1

∂ (Fj ◦ Bj ) (u) =

= ∂ F0(u) +

n∑

j=1

B∗
j ∂ Fj(yj). (32)Èç ðàâåíñòâà (32) è ñîîòíîøåíèÿ (31) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ýëåìåíòîâ

v ∈ ∂ F0(u) , zj ∈ ∂Fj(yj ) , j = 1, 2, . . . , n , ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
−A0 u −

n∑

j=1

B∗
j Aj y j = v +

n∑

j=1

B∗
j zj,
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−A0 u −

n∑

j=1

B∗
j (Aj y j + zj ) = v.Ïóñòü λ j = Aj y j + zj , j = 1, 2, . . . , n , òîãäà èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

−A0 u −

n∑

j=1

B∗
j λ j = v ∈ ∂ F0(u); −Aj y j + λ j = z ∈ ∂Fj(yj ), j = 1, 2, . . . , n,òî åñòü ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (22), (23). Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ âûïîë-íåíû ðàâåíñòâà (21). Íî òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìû 1 òî÷êà q = (u, Y, Λ ) , ãäå

Y = ( y1, y2, . . . , yn ) ∈ H n , Λ = (λ1, λ2, . . . , λn ) ∈ H n , ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîéòî÷êîé îïåðàòîðà T . Òåîðåìà äîêàçàíà.3. Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ìåòîäàÂâåäåì â ðàññìîòðåíèå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Q = V × H n × H n ñî ñêà-ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(·, ·)Q =

1 − τ0 r

τ0
(·, ·)V +

n∑

j=1

1

τj
(·, ·)H +

1

r

n∑

j=1

(·, ·)H ,ãäå r , τj , j = 0, 1, . . . , n , � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì τj r < 1 , j =
0, 1, . . . , n .Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (20) íàì ïîòðåáóåòñÿñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10)�(12),

τj <
2 σj

2 σj r + 1
, j = 0, 1, . . . , n. (33)Òîãäà îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ q , p èç Qñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Tq − Tp ‖
2
Q + δ0 (A0 q0 − A0 p0 , q0 − p0 )V +

n∑

j=1

δj (Aj qj − Aj pj , qj − pj )H +

+
1

τ0 (1 − τ0 r)

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(q0 − T0 q ) − (p0 − T0 p )

]
− τ0 (A0 q0 − A0 p0)

∥∥∥
2

V
+

+
n∑

j=1

1

τj (1 − τj r)

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(qj − Tj q ) − (pj − Tj p )

]
− τj (Aj qj − Aj pj)

∥∥∥
2

H
+

+ r

n∑

j=1

‖ ( qj − Bj T0 q ) − ( pj − Bj T0 p ) ‖
2
H ≤ ‖ q − p ‖

2
Q , (34)ãäå δj = 2 − τj /[ σj (1 − τj r) ] , j = 0, 1, . . . , n .Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (33) âûïîë-íåíû íåðàâåíñòâà τj r < 1 , δj > 0 , j = 0, 1, . . . , n , à çíà÷èò, èç (10), (11) è (34)áóäåò ñëåäîâàòü íåðàñòÿãèâàåìîñòü îïåðàòîðà T .
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T 0 q = Proxτ0 F0



 q0 − τ0 A0 q0 − τ0 r q0 − τ0

n∑

j=1

B∗
j ( qn+j − r qj )



 =

= Prox τ0 F0



S0 q0 − τ0

n∑

j=1

B∗
j ( qn+j − r qj )



 ,ãäå îïåðàòîð S0 : V → V , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì S0 = (1 − τ0 r)E − τ0 A0 .Ñëåäóÿ [3℄, â ñèëó (10) äëÿ ëþáûõ q0, p0 ∈ V èìååì, ÷òî
‖S0 p0 − S0 q0 ‖

2
V = (1−τ0 r)2 ‖ q0 − p0 ‖

2
V −2 τ0 (1−τ0 r) (A0 q0 − A0 p0 , q0 − p0 )V +

+ τ2
0 ‖A0 q0 − A0 p0 ‖

2
V ≤ (1 − τ0 r)2 ‖ q0 − p0‖

2
V −

− 2 τ0

(
1 − τ0

2 σ0 r + 1

2 σ0

)
(A0 q0 − A0 p0, q0 − p0 )V ,òî åñòü

‖S0p0 − S0q0 ‖
2
V ≤

≤ (1 − τ0 r)2 ‖ q0 − p0‖
2
V − τ0 (1 − τ0 r) δ0 (A0 q0 − A0 p0, q0 − p0 )V . (35)Äàëåå, èñïîëüçóÿ æåñòêóþ íåðàñòÿãèâàåìîñòü ïðîêñèìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

Prox τ0 F0
, èìååì

‖T0 q − T0 p ‖
2
V ≤ (T0 q − T0 p, S0 q0 − S0 p0 )V −

− τ0

n∑

j=1

(
B∗

j ( qn+j − pn+j ) − r B∗
j (qj − pj ) , T0 q − T0 p

)
V

.Ïðåîáðàçóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîé â ïðàâîé ÷àñòè ïðè ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(v, w)Z =

1

2 ε
‖v‖

2
Z −

1

2 ε
‖v − ε w ‖

2
Z +

ε

2
‖w‖

2
Z ∀ v, w ∈ Z, ∀ ε > 0 (36)ñ Z = V , v = S0 q0 − S0 p0 , w = T0 q − T0 p , ïîëó÷àåì

‖T0 q − T0 p ‖
2
V ≤

1

2 ε
‖S0 q0 − S0 p0 ‖

2
V +

ε

2
‖T0 q − T0 p ‖

2
V −

−
1

2 ε
‖(S0 q0 − S0 p0 ) − ε (T0 q − T0 p ) ‖2

V −

− τ0

n∑

j=1

(
B∗

j ( qn+j − pn+j ) − r B∗
j (qj − pj ) , T0 q − T0 p

)
V

.Îòñþäà â ñèëó (35) ñëåäóåò, ÷òî
2 − ε

2
‖T0 q − T0 p ‖

2
V ≤

(1 − τ0 r)2

2 ε
‖q0 − p0 ‖

2
V −

−
τ0 (1 − τ0 r) δ0

2 ε
(A0 q0 − A0 p0, q0 − p0 )V −

−
1

2 ε
‖(1 − τ0 r) (q0 − p0 ) − τ0 (A0 q0 − A0 p0 ) − ε (T0 q − T0 p ) ‖2

V −

− τ0

n∑

j=1

(
B∗

j ( qn+j − pn+j ) − r B∗
j (qj − pj ) , T0 q − T0 p

)
V

.



Î �ÅØÅÍÈÈ ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂ 31�àçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà τ0 è ïîëîæèâ ε = 1 − τ0 r , ïîëó÷àåì
1 + τ0 r

2 τ0
‖T0 q − T0 p ‖

2
V +

δ0

2
(A0 q0 − A0 p0, q0 − p0 )V +

+
1

2 (1 − τ0 r) τ0

∥∥∥(1 − τ0 r)
[
(q0 − T0 q) − (p0 − T0 p)

]
− τ0 (A0 q0 − A0 p0)

∥∥∥
2

V
≤

≤
1 − τ0 r

2 τ0
‖q0 − p0 ‖

2
V −

n∑

j=1

( qn+j − pn+j , Bj (T0 q − T0 p ))H +

+ r

n∑

j=1

( qj − pj , Bj (T0 q − T0 p ) )H ,îòêóäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåëè÷èí ( qj − pj , Bj (T0 q − T0 p ) )H ïðè ïîìîùè ðà-âåíñòâà (35) ñ Z = H , ε = 1 , v = qj − pj , w = Bj (T0 q − T0 p ) ñëåäóåò, ÷òî
1 + τ0 r

2 τ0
‖T0 q − T0 p ‖

2
V +

δ0

2
(A0 q0 − A0 p0, q0 − p0 )V +

+
1

2 (1 − τ0 r) τ0

∥∥∥(1 − τ0 r)
[
(q0 − T0 q) − (p0 − T0 p)

]
− τ0 (A0 q0 − A0 p0)

∥∥∥
2

V
+

+
r

2

n∑

j=1

‖ (qj − Bj T0 q) − (pj − Bj T0 p) ‖
2
H ≤

≤
1 − τ0 r

2 τ0
‖q0 − p0 ‖

2
V +

r

2

n∑

j=1

‖ qj − pj ‖
2
H +

+
r

2

n∑

j=1

‖Bj (T0 q − T0 p ) ‖
2
H −

n∑

j=1

( qn+j − pn+j , Bj (T0 q − T0 p ))H . (37)Òåïåðü äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , n ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (17) â âèäå
T j q = Proxτj Fj

(
qj − τj r qj − τj Aj qj + τj qn+j + τj Bj T 0 q

)
=

= Proxτj Fj

(
Sj qj + τj qn+j + τj Bj T 0 q

)
,ãäå îïåðàòîð Sj : H → H îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Sj = (1 − τj r)E − τj Aj .Â ñèëó (11) ïî àíàëîãèè ñ (35) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Sj pj − Sj qj ‖
2
H ≤

≤ (1 − τj r)2 ‖qj − pj ‖
2
H − τj (1 − τj r) δj (Aj qj − Aj pj , qj − pj )H , (38)à â ñèëó æåñòêîé íåðàñòÿãèâàåìîñòè ïðîêñèìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Proxτj Fj

è ðà-âåíñòâà (35) ñ ïðîèçâîëüíûì ε > 0 , Z = H , v = Sj qj − Sj pj , w = Tj q − Tj pèìååì
‖Tj q − Tj p ‖2

H ≤ ( Tj q − Tj p , Sj qj − Sj pj )H +

+ τj r (Tj q − Tj p , Bj (T0 q − T0 p ) )H +

+ τj (Tj q − Tj p , qn+j − pn+j )H =
1

2 ε
‖Sj qj − Sj pj ‖

2
H +

ε

2
‖Tj q − Tj p ‖

2
H −

−
1

2 ε
‖ (Sj qj − Sj pj ) − ε (Tj q − Tj p )‖

2
H +

+ τj r (Tj q − Tj p , Bj (T0 q − T0 p ))H + τj ( Tj q − Tj p , qn+j − pn+j )H .



32 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÏîëàãàÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ε = 1−τj r è èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ âûøå îöåíêó(38) äëÿ ‖Sj qj − Sj pj ‖
2
H , ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

1 + τj r

2 τj
‖Tj q − Tj p ‖

2
H +

δj

2
(Aj qj − Aj pj , qj − pj )H +

+
1

2 (1 − τj r)τj

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(qj − Tj q) − (pj − Tj p)

]
− τj (Aj qj − Aj pj )

∥∥∥
2

H
≤

≤
1 − τj r

2 τj
‖ qj − pj ‖

2
H − (Tj q − Tj p , qn+j − pn+j )H +

+ r (Tj q − Tj p , Bj (T0 q − T0 p ) )H ,êîòîðîå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ðàâåíñòâà (35) ñ ε = 1 , Z = H , v = Tj q − Tj p ,
w = Bj (T0 q − T0 p ) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïðèîáðåòàåò âèä

1 + τj r

2 τj
‖Tj q − Tj p ‖

2
H +

δj

2
(Aj qj − Aj pj , qj − pj )H +

+
r

2
‖ (Tj q − Bj T0 q ) − (Tj p − Bj T0 p ) ‖

2
H +

+
1

2 (1 − τj r)τj

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(qj − Tj q) − (pj − Tj p)

]
− τj (Aj qj − Aj pj )

∥∥∥
2

H
≤

≤
1 − τj r

2 τj
‖ qj − pj ‖

2
H + ( qn+j − pn+j , Tj q − Tj p )H +

+
r

2
‖Tj q − Tj p ‖

2
H +

r

2
‖Bj (T0 q − T0 p) ‖

2
H . (39)Äàëåå, äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , n â ñèëó (18) èìååì

‖Tn+j q − Tn+j p ‖
2
H = ‖ qn+j − pn+j ‖

2
H +

+ 2 r ( qn+j − pn+j , Bj (T0 q − T0 p ) )H −

− 2 r ( qn+j − pn+j , Tj q − Tj p )H + r2 ‖Bj (T0 q − T0 p ) − (Tj q − Tj p ) ‖
2
H ,îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

1

2 r
‖Tn+j q − Tn+j p ‖

2
H =

1

2 r
‖ qn+j − pn+j ‖

2
H +

+ ( qn+j − pn+j , Bj (T0q − T0p ) )H −

− ( qn+j − pn+j , Tj q − Tj p )H +
r

2
‖Bj (T0 q − T0 p ) − (Tj q − Tj p ) ‖

2
H . (40)Ïðîñóììèðóåì ñîîòíîøåíèÿ (39) è (40) ïî j = 1, 2, . . . , n , à ñëîæèì ýòè ðåçóëü-òàòû ñ (37) è óìíîæèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà 2 :

1 + τ0 r

τ0
‖T0 q − T0 p ‖

2
V + δ0 (A0 q0 − A0 p0, q0 − p0 )V +

+
1

(1 − τ0 r) τ0

∥∥∥(1 − τ0 r)
[
(q0 − T0 q) − (p0 − T0 p)

]
− τ0 (A0 q0 − A0 p0)

∥∥∥
2

V
+

+ r

n∑

j=1

‖ (qj − Bj T0 q) − (pj − Bj T0 p) ‖
2
H +

+

n∑

j=1

1 + τj r

τj
‖Tj q − Tj p ‖

2
H +

n∑

j=1

δj (Aj qj − Aj pj , qj − pj )H +
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+ r

n∑

j=1

‖ (Tj q − Bj T0 q ) − (Tj p − Bj T0 p ) ‖
2
H +

+

n∑

j=1

1

(1 − τj r)τj

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(qj − Tj q) − (pj − Tj p)

]
− τj (Aj qj − Aj pj )

∥∥∥
2

H
+

+
1

r

n∑

j=1

‖Tn+j q − Tn+j p ‖2
H ≤

1 − τ0 r

τ0
‖q0 − p0 ‖

2
V + r

n∑

j=1

‖ qj − pj ‖
2
H +

+ r
n∑

j=1

‖Bj (T0 q − T0 p ) ‖2
H − 2

n∑

j=1

( qn+j − pn+j , Bj (T0 q − T0 p ))H +

+

n∑

j=1

1 − τj r

τj
‖ qj − pj ‖

2
H + 2

n∑

j=1

( qn+j − pn+j , Tj q − Tj p )H +

+ r

n∑

j=1

‖Tj q − Tj p ‖
2
H + r

n∑

j=1

‖Bj (T0 q − T0 p) ‖
2
H +

+
1

r

n∑

j=1

‖ qn+j − pn+j ‖
2
H + 2

n∑

j=1

( qn+j − pn+j , Bj (T0q − T0p ) )H −

− 2

n∑

j=1

( qn+j − pn+j , Tj q − Tj p )H + r

n∑

j=1

‖Bj (T0 q − T0 p ) − (Tj q − Tj p ) ‖
2
H .Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó (12)

n∑

j=1

‖Bj η ‖
2
H = ‖ η ‖

2
V ∀ η ∈ V. (41)Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâîïðèîáðåòåò âèä:

1 + τ0 r

τ0
‖T0 q − T0 p ‖

2
V +

n∑

j=1

1 + τj r

τj
‖Tj q − Tj p ‖

2
H+

1

r

n∑

j=1

‖Tn+j q − Tn+j p ‖
2
H +

+ δ0 (A0 q0 − A0 p0, q0 − p0 )V +

n∑

j=1

δj (Aj qj − Aj pj , qj − pj )H +

+

n∑

j=1

1

(1 − τj r)τj

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(qj − Tj q) − (pj − Tj p)

]
− τj (Aj qj − Aj pj )

∥∥∥
2

H
+

+
1

(1 − τ0 r) τ0

∥∥∥(1 − τ0 r)
[
(q0 − T0 q) − (p0 − T0 p)

]
− τ0 (A0 q0 − A0 p0)

∥∥∥
2

V
+

+ r

n∑

j=1

‖ (qj − Bj T0 q) − (pj − Bj T0 p) ‖
2
H ≤

≤
1 − τ0 r

τ0
‖q0 − p0 ‖

2
V +

n∑

j=1

1

τj
‖ qj − pj ‖

2
H +

1

r

n∑

j=1

‖ qn+j − pn+j ‖
2
H ,òî åñòü íåðàâåíñòâî (34) ñïðàâåäëèâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.Íàïîìíèì (ñì. [7℄), ÷òî îïåðàòîð T : Q → Q íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ðåãó-ëÿðíûì, åñëè T k+1 q − T k q → 0 ïðè k → +∞ äëÿ ëþáîãîq ∈ Q .



34 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 4. Ïóñòü îïåðàòîð T èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåïîäâèæíóþòî÷êó è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10)�(12), (33). Òîãäà èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü {q(k)
}+∞

k=0
, ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (20), ñõîäèòñÿ ñëàáî ê q∗ â Q ïðè k →

→ +∞ , q∗ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà T , ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
lim

k→+∞

∥∥∥ y
(k)
j − Bj u (k)

∥∥∥
H

= 0, j = 1, 2, . . . , n, (42)è îïåðàòîð T : Q → Q ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ðåãóëÿðíûì, òî åñòü
lim

k→+∞

∥∥∥ q(k+1) − q(k)
∥∥∥

Q
= 0. (43)Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (34), ïîëîæèâ â íåì q = q(k)è ñ÷èòàÿ p íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà T (ïî óñëîâèÿì íàñòîÿùåé òåîðåìûñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òàêàÿ òî÷êà). Ïî îïðåäåëåíèþ èòåðàöèîííîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè Tq(k) = q(k+1) , äëÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

pj = Tj p , j = 0, 1, . . . , n. Äàëåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 1 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
pj = Bj T0 p = Bj p0 , j = 1, 2, . . . , n. Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ïîëó÷àåì:
∥∥∥ q(k+1) − p

∥∥∥
2

Q
+ δ0

(
A0 u(k) − A0 p0 , u(k) − p0

)

V
+

+

n∑

j=1

δj

(
Aj y

(k)
j − Aj pj , y

(k)
j − pj

)

H
+

+
1

τ0 (1 − τ0 r)

∥∥∥ (1 − τ0 r) (u(k) − u(k+1) ) − τ0 (A0 u(k) − A0 p0)
∥∥∥

2

V
+

+

n∑

j=1

1

τj (1 − τj r)

∥∥∥ (1 − τj r) (y
(k)
j − y

(k+1)
j ) − τj (Aj y

(k)
j − Aj pj)

∥∥∥
2

H
+

+ r
n∑

j=1

∥∥∥ y
(k)
j − Bj u(k+1)

∥∥∥
2

H
≤
∥∥∥ q(k) − p

∥∥∥
2

Q
,Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∥∥q(k) − p

∥∥
Q

}+∞

k=0íå âîçðàñòàåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë:
lim

k→+∞

∥∥∥ q(k) − p
∥∥∥

Q
< +∞,è çíà÷èò, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

lim
k→+∞

(
A0 u(k) − A0 p0 , u(k) − p0

)

V
= 0, (44)

lim
k→+∞

(
Aj y

(k)
j − Aj pj , y

(k)
j − pj

)

H
= 0, j = 1, 2, . . . , n, (45)

lim
k→+∞

∥∥∥ y
(k)
j − Bj u(k+1)

∥∥∥
H

= 0, j = 1, 2, . . . , n, (46)
lim

k→+∞

∥∥∥ (1 − τ0 r)
(
u (k) − u (k+1)

)
− τ0

(
A0 u(k) − A0 p0

)∥∥∥
V

= 0, (47)
lim

k→+∞

∥∥∥(1 − τjr)
(
y
(k)
j − y

(k+1)
j

)
− τj

(
Aj y

(k)
j − Aj pj

)∥∥∥
H

= 0, j = 1, 2, . . . , n. (48)



Î �ÅØÅÍÈÈ ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂ 35Èñïîëüçóÿ (10), (11), (44) è (45), ïîëó÷àåì
lim

k→+∞

∥∥∥A0 u(k) − A0 p0

∥∥∥
V

= 0, lim
k→+∞

∥∥∥Aj y
(k)
j − Aj pj

∥∥∥
H

= 0, j = 1, 2, . . . , n. (49)Èç (47)�(49) ñëåäóåò, ÷òî
lim

k→+∞

∥∥∥u(k) − u(k+1)
∥∥∥

V
= 0, lim

k→+∞

∥∥∥ y
(k)
j − y

(k+1)
j

∥∥∥
H

= 0, j = 1, 2, . . . , n. (50)Äàëåå, èñïîëüçóÿ (41), (46), (50), èç íåðàâåíñòâà
∥∥∥ y

(k)
j − Bj u(k)

∥∥∥
H

≤
∥∥∥ y

(k)
j − Bj u(k+1)

∥∥∥
H

+
∥∥∥Bj (u(k) − u(k+1) )

∥∥∥
H

≤

≤
∥∥∥ y

(k)
j − Bj u(k+1)

∥∥∥
H

+

(
n∑

i=1

∥∥∥Bi (u(k) − u(k+1) )
∥∥∥

2

H

)1/2

=

=
∥∥∥ y

(k)
j − Bj u(k+1)

∥∥∥
H

+
∥∥∥u(k) − u(k+1)

∥∥∥
V

, j = 1, 2, . . . , n,ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (42). Èç (18) è (42) èìååì
lim

k→+∞

∥∥∥λ
(k)
j − λ

(k+1)
j

∥∥∥
H

= r lim
k→+∞

∥∥∥ y
(k+1)
j − Bju

(k+1)
∥∥∥

H
= 0, j = 1, 2, . . . , n. (51)�àâåíñòâà (50), (51) îçíà÷àþò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (43), òî åñòü T � àñèìï-òîòè÷åñêè ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð. Ïîñêîëüêó ê òîìó æå îïåðàòîð T ïî óñëîâèÿìíàñòîÿùåé òåîðåìû èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ âñèëó òåîðåìû 3 íåðàñòÿãèâàþùèì, òî èç [8℄ ñëåäóåò, ÷òî èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü {q(k)

}+∞

k=0
, ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (20), ñõîäèòñÿ ñëàáî â Q ïðè k → +∞ ,åå ïðåäåë q∗ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà T . Òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî èç òåîðåì 2, 4 âûòåêàåò,÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {u(k)

}+∞

k=0
, { y

(k)
j

}+∞

k=0
, ïîñòðîåííûå ñîãëàñíî (13)�(15),ñõîäÿòñÿ ñëàáî ê u â V è ê Bj u â H , j = 1, 2, . . . , n , ñîîòâåòñòâåííî, ïðè k → +∞ ,ãäå u � ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (9).4. Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ìåòîäà â ñëó÷àå ñèëüíî ìîíîòîííîãîè ëèïøèö-íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â âàðèàöèîíí-íîå íåðàâåíñòâî (9), ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ìîíîòîííûì è ëèïøèö-íåïðåðûâíûì, òî åñòüëèáî âìåñòî (10) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(A0 η − A0 u , η − u)V ≥ µ0 ‖ η − u ‖
2
V , ∀u, η ∈ V, (52)

‖A0 η − A0 u ‖V ≤ γ0 ‖ η − u ‖V , ∀u, η ∈ V, (53)ëèáî âìåñòî (11) âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(Aj y − Aj z , y − z)H ≥ µj ‖ y − z ‖

2
H ∀ y, z ∈ H, j = 1, 2, . . . , n, (54)

‖Aj y − Aj z ‖H ≤ γj ‖ y − z ‖H ∀ y, z ∈ H, j = 1, 2, . . . , n. (55)



36 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÒåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11), (12), (52), (53),
τ0 <

2 µ0

2 µ0 r + γ2
0

, τj <
2 σj

2 σj r + 1
, j = 1, 2, . . . , n. (56)Òîãäà îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ q , p èç Qñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Tq − Tp ‖
2
Q + β0 ‖ q0 − p0 ‖

2
V +

n∑

j=1

δj (Aj qj − Aj pj , qj − pj )H +

+
1

τ0 (1 − τ0 r)

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(q0 − T0 q ) − (p0 − T0 p )

]
− τ0 (A0 q0 − A0 p0)

∥∥∥
2

V
+

+
n∑

j=1

1

τj (1 − τj r)

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(qj − Tj q ) − (pj − Tj p )

]
− τj (Aj qj − Aj pj)

∥∥∥
2

H
+

+ r

n∑

j=1

‖ ( qj − Bj T0 q ) − ( pj − Bj T0 p ) ‖
2
H ≤ ‖ q − p ‖

2
Q , (57)ãäå β0 = 2 µ0 − τ0 γ2

0/(1 − τ0 r ) , δj = 2 − τj /[ σj (1 − τj r) ] , j = 1, 2, . . . , n .Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (56) âûïîëíåíûíåðàâåíñòâà τ0 r < 1 , β0 > 0 , τj r < 1 , δj > 0 , j = 1, 2, . . . , n , à çíà÷èò, èç (11) è(57) áóäåò ñëåäîâàòü íåðàñòÿãèâàåìîñòü îïåðàòîðà T .Äàëåå, äëÿ îïåðàòîðà S0 = (1−τ0 r)E−τ0 A0 , ââåäåííîãî â òåîðåìå 3, èñïîëüçóÿ(52) è (53), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
‖S0 q0 − S0 p0 ‖

2
V = ( 1 − τ0 r )2 ‖ q0 − p0 ‖

2
V −

− 2 τ0 (1 − τ0 r) (A0 q0 − A0 p0 , q0 − p0 )V + τ2
0 ‖A0 q0 − A0 p0 ‖

2
V ≤

≤ ( 1 − τ0 r )2 ‖ q0 − p0 ‖
2
V − τ0 (2 µ0 − τ0 ( 2 rµ0 + γ2

0)) ‖ q0 − p0 ‖
2
V .Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3, âìåñòî (37) ïî-ëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

1 + τ0 r

2 τ0
‖T0 q − T0 p ‖2

V +
β0

2
‖ q0 − p0 ‖

2
V +

+
1

2 (1 − τ0 r) τ0

∥∥∥(1 − τ0 r)
[
(q0 − T0 q) − (p0 − T0 p)

]
− τ0 (A0 q0 − A0 p0)

∥∥∥
2

V
+

+
r

2

n∑

j=1

‖ (qj − Bj T0 q) − (pj − Bj T0 p) ‖2
H ≤

≤
1 − τ0 r

2 τ0
‖ q0 − p0 ‖

2
V +

r

2

n∑

j=1

‖ qj − pj ‖
2
H +

+
r

2

n∑

j=1

‖Bj (T0 q − T0 p ) ‖
2
H −

n∑

j=1

( qn+j − pn+j , Bj (T0 q − T0 p ))H .Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, ïîëó÷àåì íåðà-âåíñòâî (57). Òåîðåìà äîêàçàíà.



Î �ÅØÅÍÈÈ ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂ 37Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11), (12), (52), (53), (56), èòåðàöèîí-íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {q(k)
}+∞

k=0
ïîñòðîåíà ñîãëàñíî (20). Òîãäà âûïîëíåíû (42),(43) è ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

lim
k→+∞

∥∥∥u(k) − u
∥∥∥

V
= 0 , lim

k→+∞

∥∥∥ y
(k)
j − Bj u

∥∥∥
H

= 0, j = 1, 2, . . . , n, (58)ãäå u � ðåøåíèå çàäà÷è (9).Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî èç (52) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåí-íîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (9) (ñì., íàïðèìåð, [6℄), à çíà÷èò, â ñèëóòåîðåìû 2 ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà T íå ïóñòî.Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå (57) q = q(k) , à â êà÷åñòâå p âûáåðåì íåïîäâèæíóþòî÷êó îïåðàòîðà T (ïðè ýòîì pj = Tj p , j = 0, 1, . . . , n). Â ñèëó òåîðåìû 1ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ pj = Bj T0 p = Bj p0 , j = 1, 2, . . . , n . Òîãäà, ïîñêîëü-êó T q(k) = q(k+1) , èìååì
∥∥∥ q(k+1) − p

∥∥∥
2

Q
+ β0

∥∥∥u(k) − p0

∥∥∥
2

V
+

n∑

j=1

δj

(
Aj y

(k)
j − Aj pj , y

(k)
j − pj

)

H
+

+
1

τ0 (1 − τ0 r)

∥∥∥ (1 − τ0 r) (u(k) − u(k+1) ) − τ0 (A0 u(k) − A0 p0)
∥∥∥

2

V
+

+
n∑

j=1

1

τj (1 − τj r)

∥∥∥ (1 − τj r) (y
(k)
j − y

(k+1)
j ) − τj (Aj y

(k)
j − Aj pj)

∥∥∥
2

H
+

+ r
n∑

j=1

∥∥∥ y
(k)
j − Bj u(k+1)

∥∥∥
2

H
≤
∥∥∥ q(k) − p

∥∥∥
2

Q
.Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∥∥q(k) − p

∥∥
Q

}+∞

k=0íå âîçðàñòàåò, è ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, à çíà÷èò, âûïîëíåíû ñî-îòíîøåíèÿ (45)�(48), à òàêæå ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
lim

k→+∞

∥∥∥u(k) − p0

∥∥∥
V

= 0 . (59)Èç (11), (45) è (53), (59) èìååì (49), è äàëåå, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4,ïîëó÷àåì (42), (43). Ïîñêîëüêó çàäà÷à (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u , òî âñèëó òåîðåìû 1 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà p0 = u , pj = Bj u , j = 1, 2, . . . , n .Äàëåå, èìååì
∥∥∥ y

(k)
j − Bj u

∥∥∥
H

≤
∥∥∥ y

(k)
j − Bj u(k)

∥∥∥
H

+
∥∥∥Bj (u(k) − u )

∥∥∥
H

≤
∥∥∥ y

(k)
j − Bj u(k)

∥∥∥
H

+

+

(
n∑

i=1

∥∥∥Bi (u(k) − u )
∥∥∥

2

H

)1/2

=
∥∥∥ y

(k)
j − Bj u(k)

∥∥∥
H

+
∥∥∥u(k) − u

∥∥∥
V

, j = 1, 2, . . . , n,è èç (42), (59) ïîëó÷àåì (58). Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10), (12), (54), (55),
τ0 <

2 σ0

2 σ0 r + 1
, τj <

2 µj

2 µj r + γ2
j

, j = 1, 2, . . . , n. (60)



38 È.Á. ÁÀÄ�ÈÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÒîãäà îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ q , p èç Qñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖Tq − Tp ‖

2
Q + δ0 (A0 q0 − A0 p0 , q0 − p0 )V +

n∑

j=1

βj ‖ qj − pj ‖
2
H +

+
1

τ0 (1 − τ0 r)

∥∥∥ (1 − τ0 r)
[
(q0 − T0 q ) − (p0 − T0 p )

]
− τ0 (A0 q0 − A0 p0)

∥∥∥
2

V
+

+

n∑

j=1

1

τj (1 − τj r)

∥∥∥ (1 − τj r)
[
(qj − Tj q ) − (pj − Tj p )

]
− τj (Aj qj − Aj pj)

∥∥∥
2

V
+

+ r

n∑

j=1

‖ ( qj − Bj T0 q ) − ( pj − Bj T0 p ) ‖
2
H ≤ ‖ q − p ‖

2
Q , (61)ãäå δ0 = 2 − τj /[ σ0 (1 − τ0 r) ] , βj = 2 µj − τj γ2

j /(1 − τj r ) , j = 1, 2, . . . , n .Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêà-çàòåëüñòâó òåîðåìû 5.Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10), (12), (54), (55), (60), èòåðàöèîí-íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {q(k)
}+∞

k=0
ïîñòðîåíà ñîãëàñíî (20). Òîãäà âûïîëíåíû (42),(43), (58).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (41), (55) âûòåêàåò, ÷òî

n∑

j=1

(B∗
j ◦Aj◦Bj (u), η−u)V =

n∑

j=1

(Aj◦Bj (u), Bj η−Bj u)H ≥

n∑

j=1

µj ‖Bj (η−u)‖2
H ≥

≥ µ∗
n∑

j=1

‖Bj (η − u)‖2
H = µ∗ ‖ η − u ‖2

V , µ∗ = max{µ1 , µ2 , . . . , µn },à çíà÷èò, âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è â ñèëó òåî-ðåìû 2 ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà T íå ïóñòî.Òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 4, 6, èç íåðàâåíñòâà (61), ñ÷èòàÿ píåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà T è ïîëàãàÿ q = q(k) , èìååì
∥∥∥ q(k+1) − p

∥∥∥
2

Q
+ δ0

(
A0 u(k) − A0 p0 , u(k) − p0

)

V
+

n∑

j=1

βj

∥∥∥ y
(k)
j − pj

∥∥∥
2

H
+

+
1

τ0 (1 − τ0 r)

∥∥∥ (1 − τ0 r) (u(k) − u(k+1) ) − τ0 (A0 u(k) − A0 p0)
∥∥∥

2

V
+

+
n∑

j=1

1

τj (1 − τj r)

∥∥∥ (1 − τj r) (y
(k)
j − y

(k+1)
j ) − τj (Aj y

(k)
j − Aj pj)

∥∥∥
2

H
+

+ r
n∑

j=1

∥∥∥ y
(k)
j − Bj u(k+1)

∥∥∥
2

H
≤
∥∥∥ q(k) − p

∥∥∥
2

Q
.Îòñþäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ (44), (46)�(48) è, êðîìå òîãî,

lim
k→+∞

∥∥∥ y
(k)
j − pj

∥∥∥
H

= 0, j = 1, 2, . . . , n, (62)
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lim

k→+∞

∥∥∥Aj y
(k)
j − Aj pj

∥∥∥
H

= 0, j = 1, 2, . . . , n.Íî òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (45) è, êàê ýòî áûëî óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëü-ñòâå òåîðåìû 4, ðàâåíñòâà (42), (43).Äàëåå, â ñèëó (42), (62) èìååì äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , n

∥∥∥Bj u(k) − Bj u
∥∥∥

H
=
∥∥∥Bj u(k) − pj

∥∥∥
H

≤

≤
∥∥∥Bj u(k) − y

(k)
j

∥∥∥
H

+
∥∥∥ y

(k)
j − pj

∥∥∥
H

→ 0 ïðè k → +∞,à çíà÷èò, ñîãëàñíî (41)
lim

k→+∞

∥∥∥u(k) − u
∥∥∥

2

V
= lim

k→+∞

n∑

j=1

∥∥∥Bj u(k) − Bj u
∥∥∥

2

H
= 0.Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü (58). Òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è (1)�(3) â ñëó÷àå, êîãäà Bj = ∂/∂xj , j = 1, 2, . . . , n,ñîîòíîøåíèå (12), êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü, èìååò ìåñòî. Êðîìå òîãî, óñëîâèÿ (54),(55) âûïîëíåíû, åñëè, â ÷àñòíîñòè, βj = 0 , j = 1, 2, . . . , n (ñì., íàïðèìåð, ëåììó1.6. [6, ñ. 89℄ ).5. �åàëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è (1)�(3)�àññìîòðèì îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (13)�(15) ïðèìåíè-òåëüíî ê çàäà÷å (1)�(3). Î÷åâèäíî, â ðàññìîòðåíèè íóæäàþòñÿ ëèøü çàäà÷è (13),(14), ïîñêîëüêó â (15) âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî �óíêöèîíàë F0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, âàðèàöèîííîå íåðàâåí-ñòâî (13) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

1

τ0

(
u(k+1) − u(k), η

)

V
+

+



A0 u(k) − f̂ + r u(k) +
n∑

j=1

B∗
j

(
λ

(k)
j − r y

(k)
j

)
, η





V

= 0 ∀ η ∈ V,ãäå ýëåìåíò f̂ ∈ V îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(f̂ , η)V =

∫

Ω

(f, η) dx, η ∈ V.Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé øàã èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ n çàäà÷Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.Äàëåå, äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , n ïåðåïèøåì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (14) ââèäå (
y
(k+1)
j , z − y

(k+1)
j

)

H
+ Gj(z) − Gj

(
y
(k+1)
j

)
≥ 0 ∀ z ∈ H, (63)ãäå

Gj (z) = τj Fj (z) −
(

y
(k)
j − τj

[
Aj y

(k)
j − λ

(k)
j + r

(
y
(k)
j − Bj u(k+1)

) ]
, z
)

H
.
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1

2

∥∥z
∥∥2

H
+ Gj (z) ≥

1

2

∥∥∥ y
(k+1)
j

∥∥∥
2

H
+ Gj

(
y
(k+1)
j

)
∀ z ∈ Hèëè

1

2 τj

∥∥z
∥∥2

H
+ Fj (z) −

1

2 τj

∥∥∥ y
(k+1)
j

∥∥∥
2

H
− Fj

(
y
(k+1)
j

)
≥

≥

(
1

τj
y
(k)
j −

[
Aj y

(k)
j − λ

(k)
j + r

(
y
(k)
j − Bj u(k+1)

) ]
, z − y

(k+1)
j

)

H

∀ z ∈ H,òî åñòü
1

τj
y
(k)
j −

[
Aj y

(k)
j − λ

(k)
j + r

(
y
(k)
j − Bj u(k+1)

) ]
∈ ∂ F̂j

(
y
(k+1)
j

)
, (64)ãäå

F̂j (z) =
1

2 τj

∥∥z
∥∥2

H
+ Fj (z).Èçâåñòíî (ñì. [6℄), ÷òî p ∈ ∂ F̂j(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z ∈ ∂ F̂ ∗

j (q) ,ãäå F̂ ∗
j � ñîïðÿæåííûé ê F̂j �óíêöèîíàë (ñì., íàïðèìåð, [6, ñ. 26 ℄). Ïîýòîìóâêëþ÷åíèå (64) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

y
(k+1)
j ∈ ∂ F̂ ∗

j

(
1

τj
y
(k)
j −

[
Aj y

(k)
j − λ

(k)
j + r

(
y
(k)
j − Bj u(k+1)

) ])
. (65)Ïîñêîëüêó

F̂j(z) =

∫

Ω

|z|∫

0

gτj
(ξ) d ξ d x, gτj

(ξ) =

{
ξ/τj , ξ ≤ βj ,

ξ/τj + ϑj , ξ ≥ βj ,òî ñëåäóÿ [9℄, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
F̂ ∗

j (z) =

∫

Ω

|z|∫

0

ϕτj
(ξ) d ξ d x, ϕτj

(ξ) =






τj ξ, ξ ≤ βj /τj ,

βj , βj /τj < ξ ≤ βj /τj + ϑj ,

τj (ξ + ϑj ), ξ ≥ βj /τj + ϑj .Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ [10, ñ. 321℄ è [11, ñ. 116℄ ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèîíàë F̂ ∗
j äè�-�åðåíöèðóåì ïî �àòî, ïðè÷åì

(
F̂ ∗

j

)′
(z) =

ϕτj
(| z |)

| z |
z,ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.3 [6, ñ. 33℄ ñóáäè��åðåíöèàë ∂ F̂ ∗

j (z) ñîñòîèòèç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà ñîâïàäàþùåãî ñ (F̂ ∗
j

)′
(z) . Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (65)ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 06-01-00633).



Î �ÅØÅÍÈÈ ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂ 41SummaryI.B. Badriev, O.A. Zadvornov. On the iterative method for solving a variational inequalitieswith inversely strongly monotone operators.We onsider a boundary valued problem whose generalized statement is formulated as a mi-xed variational inequality in Hilbert spae. The operator of this variational inequality is a sumof several inversely strongly monotone operators (whih are not neessarily potential operators).The funtional ourring in this variational inequality is also a sum of several lower semi-on-tinuous onvex proper funtionals. For the solving of the onsidered variational inequality thedeomposition iterative method is o�ered. The suggested method does not require the inversionof original operators. The onvergene of this method is investigated.Ëèòåðàòóðà1. Áàäðèåâ È.Á., Çàäâîðíîâ Î.À. Ìåòîäû äåêîìïîçèöèè äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõíåðàâåíñòâ âòîðîãî ðîäà ñ îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè // Äè��åðåíö.óðàâíåíèÿ. � 2003. � Ò. 39, � 7. � Ñ. 888�895.2. Çàäâîðíîâ Î.À.Î ñõîäèìîñòè ïîëóÿâíîãî ìåòîäà ñ ðàñùåïëåíèåì äëÿ ðåøåíèÿ âàðèà-öèîííûõ íåðàâåíñòâ âòîðîãî ðîäà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 2005. � � 6. � Ñ. 61�70.3. Áàäðèåâ È.Á., Çàäâîðíîâ Î.À. Î ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äâîéñòâåííîãîòèïà ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. �2006. � Ò. 42, � 8. � Ñ. 1115�1122.4. �ëóøåíêîâ Â.Ä. Îá îäíîì óðàâíåíèè íåëèíåéíîé òåîðèè �èëüòðàöèè // Ïðèêëàäíàÿìàòåìàòèêà â íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷àõ. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1976. �Ñ. 12�21.5. Áàäðèåâ È.Á., Çàäâîðíîâ Î.À., Ñàääåê À.Ì. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòííûìè îïåðà-òîðàìè // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2001. � Ò. 37, � 7. � C. 891�898.6. Ýêëàíä È., Òåìàì �. Âûïóêëûé àíàëèç è âàðèàöèîííûå ïðîáëåìû. � Ì.: Ìèð, 1979. �400 .7. Browder F.E., Petryshin W.V. The soluyion by iteration of nonlinear funtional equationsin Banah spaes // Bull. Amer. Math. So. � 1966. � V. 72. � P. 571�575.8. Opial Z.Weak onvergene of the sequene of suessive approximations for nonexpansivemappings // Bull. Amer. Math. So. � 1967. � V. 73. � P. 591�597.9. Áàäðèåâ È.Á., Çàäâîðíîâ Î.À., Èñìàãèëîâ Ë.Í. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äåêîìïîçèöèèäëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè �èëü-òðàöèè // Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è èí�îðìàòèêå. � Êàçàíü: Êàçàí.ãîñ. óí-ò, 2003. � Âûï. 24. � Ñ. 12�24.10. Ìèõëèí Ñ.�. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ. � Ì.: Íàóêà, 1966. �430 ñ.11. �àåâñêèé Õ., �ðåãåð Ê., Çàõàðèàñ Ê. Íåëèíåéíûå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ è îïåðà-òîðíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � Ì.: Ìèð, 1978. � 336 .Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ06.08.06Áàäðèåâ Èëüäàð Áóðõàíîâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðêà�åäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: Ildar.Badriev�ksu.ruÇàäâîðíîâ Îëåã Àíàòîëüåâè÷ � êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòêà�åäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: Oleg.Zadvornov�ksu.ru


